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OPERACIONES CON POLINOMIOS

Cualquier polinomio es una suma de términos de la forma ax*  llamados monomios, donde «
es una constante y & es un entero no negativo.

' - ~Es una expresion algebraica que esta-formada por-unc

) M&s. monomios.

La forma general de un polinomio de grado »n (donde n es un entero no negativo) en la variable
x es

n n-1
a,x +CZ”_|.X +~-~+a]x] +CI0

donde a,,q,,...,a, son constantes con a, #0 .

Un binomio es la suma de dos monomios, un trinomio es la suma de tres monomios y asi
sucesivamente. )

. 2 4 . .
Por ejemplo  2x° —=3x+4, 2x+5,y x* +4x3, son polinomios todos, de grado 2, 1 y 4
respectivamente; el primero es un trinomio, y los otros dos son binomios.

Términos semejantes

Ejemplos
3,3 3,3 s "
4a°b” 'y -2a’b” son términos semejantes
2 A .
3xy y —gxy son terminos semejantes
\/Epzq y - 8p2q son términos semejantes

Signos de agrupacion

Estos signos ya los mencionamos en una seccidn anterior y lo que es importante recordar ahora
es que su uso es principalmente el de indicar que las operaciones localizadas en su interior son las
que se deben efectuar primero y si un signo negativo antecede a una expresion entre paréntesis,
entonces cuando eliminamos dichos paréntesis todos los términos de adentro cambian de signo.

( ) Paréntesis
[ 1 Corchetes
{ } Llaves.




Ejemplo Simplifiquemos la siguiente expresion y reduzcamos los términos semejantes

2x? —3xy+2y3 - —2xy+3x2 +(—2X2 +7xy—4y3) +3xy—2y3

primero

~
segundo

v
tercero

2x° —3»xy+2y3 — —2xy+3x2—2x2 +7xy—4y3 -’r?axy—2y3

v
conservan el mismo signo
porgue les precedeun +

2% —3xy+2y3+ 2xy—3x2 -i_-2x2 —7ch+4y3 +3xy—2y3

cambian de signo porque les precede un -
2 3 2 2 3 3
=2x" =3xy+2y +2xy-3x" +2x" —Txy+4y” +3xy-2y
= (2 -3+ Z)xz + (—— 3+2-7+ 3)xy + (2 +4— Z)y3 Agrupando y factorizando

=x* -5xy+4y’.

0 Suma y resta de polinomios

En realidad cuando sumamos y restamos polinomios lo que estamos haciendo es combinar
términos semejantes utilizando para ello las propiedades de los nimeros reales que vimos en la
primera seccién de este curso.

Ejemplos
1. Calcula la suma de (a3 —6a’ +2a+ 4)+ (3a3 +5a° - 4a)

Solucién
(a3 —6a” +2a+ 4)+ (3a3 +54° — 4a)
= (a3 +3a° )+ (—- 6a’ + 5a° )+ (2(:1 - 4a) +4 Agrupando términos semejantes

2
=4q° -a* - 2q+4 Combinando términos semejantes
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2. Calcula la suma de [%bz + %ab—2azj+(7ab +;7~b2j+
J

Solucién

—2—b2 +Eab—2azJ+(7ab+Eb2)+(_ﬁa2 —Eab]
3 5 7 7 7
=| -24° —£02)+(§ab+7ab—§abj+(zb2 +
7 5 7 3

= —2~_i a’+ §+7—§ ab + g+é b
7 5 7 3.7

-14-4) 5, (214+245-40 14+15), 5
= a +| - —— lab + b
7 35 21

_ 182 220 By
7 35 21

Ejercicios Resuelve las siguientes adiciones de polinom

[—iaz —ﬁabj
9 7

5

2 _ .
=b ) Agrupando términos semejantes
Se aislan los coeficientes fraccionarios

Se realizan las operaciones

ios

1. (Sx3 -—6+x—2x2)+(x4 —x* 3% +2)=

T e, oy l

oy

R. 2} v xt e x4

2. (25}_22 —3@+3A§?£7)+ (4 . +3a2b+2ab2)=

g

L.

a2 436l &g d?




3 (ax—ay+az)+(—5ax—6az—7ay)+(8az+9ay+4ax)= R ay+3az
ay +3aey
s

a (2£/b—§g_2 —5'b2)+(4/a2 +3a//1;+2|b2)+(—g£2 -1;2 +3£/b):

—q> 4 £ad *Nu

it

5 | x* 1x + L2 1x + ]x 2y°
. —_—— — —_ -_— —_ = 2 2
w23 7 477 ; R x"-xy-3y

1 » 3 5, 2 I 5 1 I 9 1 4
6. | —qg —=p" -~ +| =g  —=pg|+|-q += =
[Zq 4P SPCIJ [661 4}7‘]] (3‘] 4}7)
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3. Calculala resta de  (11a° ~12ab” +106° ) (60° +2a%b - Sab? +135° )
Solucion
(11a® —12ab* +106° )~ (62" + 20%b - 5ab? +13b°)

=1 —12a0% +105°)- (6a° +20%0 — 50> +130° )

minuendo sustraendo

~ (10 ~12ab +106°)+ - 6a° ~2a%b + Sab® ~135°)

Los signos en el sustraendo cambian

=(110® = 6a° )+ [~ 2% )+ (- 12ab? + 5ab? )+ [108° ~136%)

=5a° = 2a’bh—Tab* -3b°

Y g ] Y X i z
4. Calcula la resta de (;a —2ab” +5b) j—(a' —%abJ + le—b) J

J D

Solucién

Lo Zoapr + 1y ][ 2o Ly
3 2 3 4

WSS S I G w2apr Ly
3 2 3 4

J

= la.\- _a"')+(—2ab” +gaby + lb" —lb"
3 3 20 T3

it

|

|

l

!
Q
S
=
+
| —
o
<




Ejercicios Resuelve las siguientes sustracciones de polinomios

1. (sa* —6a® +a~5)-(6a> +2a+1+54° )= R —12a%-a-6

laat-a -6

&

R TN

2 (2% +2x-8x* +3)- (4x* —6x° +2x-8)=

y

= Ix ' o x? -3 x> 4 /1/
/

M

9
=z - yf — <4 R. —y9—7xy2+5x2y—x3

a [ tgr 3,2 2 (L2 1
N ga —gp S pa)=| g P

| Y 3
- 3 - 2 n
3? T Xe £ % y £ Z




Suma y resta combinadas. Resuelve las siguientes sumas y restas de polinomios

1. (3113 +5u—])+ (5113 —2u? +8)—(— Su® +6u’ +5u+ 6)= R. 13u° —8u® +1
—— - /// - = /// - = =
1307 - fu% +{ }

2. (2x3 +2x— 8%"2 + 3)+ (35_2 -x+ Zx)— (4)64 - 6_“—{2 +2x 7\,%):

~ = M T T ) = |

_ Y £ 2 ‘
Y x7 ¢ x o P ‘#lt/}{

- it ) w {

$ad -2 -_‘-g,é,ggd)f

AT TR

3. (sczzb—s;azQ2 +b°)-la® —ab® +26° )+ (a® =)= R, 5a’b-7ab’ -2b°




O Multiplicacién de monomios y polinomios

Multiplicaciéon de monomios

“La_multiplicacién de monomios se lleva a- cabo ‘multiplicando--entre silos-
coeflmentes NUMericos 'y sus partes llterales temendo en cuenta las leyes de
los exponentes

Ejemplos

a) (2070 |- 3ab° )=2(= 3)a™'6"* =—6a’°
) (%xyz j(9x3yz)___(§ ‘ ~?)xl+3y2+2 —6x'y!

Multiplicacion de polinomios

Para obtener el producto de polmomlos o de otras expresnones algebralcas es
. necesario utilizar varias veces la propledad distributiva.

(@+b)c+d)=cla+b)+d(a+b)=ac+ad +bc+bd

Esto es equivalente a multiplicar cada uno de los términos de un factor por cada uno de los
términos del otro factor, y al final sumamos estos productos.

(a+b c+a’) ac+ad+bc+bd

N

Ejemplos
a) (22 f5xy —2) = 257 (53) + 267 (- 2)

=10x3y—4x2

b) (2a -1)3a-5)=2a(3a - 5)+(-1)}3a - 5)
=6a’ =10a+(-3a+5)
=6a’ -10a—-3a+5

=6a’ -13a+5
c) 2(x—3)(x3 +x+2):2lx(x3 +x+2)+ (- 3)(x3 +x+2)J

10



Ejercicios

=2[x4 +x° +2x+(—3x3 —3x—6)j

2[x4 —3x% 4 %7 —x—6J

=2xt —6x® +2x% - 2x-12

Obtén el producto de las siguientes mulitiplicaciones.

L2 (57’2X— Zru)

.—-lg‘,?;u L

R v U

D 202 faa’p)= gasiy

R. 4x2y—3x3y2 +xy3

e S /@‘
2 3,01 22 1 5 " S T,¥ !
7.0 =x —x=3x"y +—-y" |= B ¢ - 3 x7
2 CHER T 2y 7 RN

e rr——— T

2 40 s 4 1 3 4
R. —X —-2x + =X
27 Yy Yy 3 Yy

11




8. Con relacion a la figura mostrada calcula las siguientes dreas:

a) Area del rectangulo mayor

4% ? F 6 i

b) Area del rectangulo menor
R x> b

c) Area pintada de blanco

A x>+ S

"

A
b
+
w
v

9. Calcula el area de la cruz pintada en blanco.

Atlm— Y )(g*ﬂ}

M TP
&

A
h 4

10. ; Como se calcularia el volumen de la figura mostrada?

Volumen = X(K%&J(?X%a}
= (x° Faxx ) (2 x4

T Tt Bax® E6.00 x+2

el :
= ng +8x %?Mj

12




Division de polinomios

- =-3¢""p*? =3ab

Ejemplo 1 Division de monomio entre monomio
94°b’
a) <9a2b3)+ (—3ab2)= “ 5
-3ab”

Ejemplo 2

Division de polinomio entre monomio

(9x4y2 —6x°y° + 4x2y4)+ (3x2y2 ):

9x4y2 - 6x3y3 + 4x2y4

3x2y2

B 9x4y2 3 6x3y3 N 4x2y4

- 3x2y2 3x2y2

3x2y2

=3x> —2xy+§y2

Realiza cada una de las siguientes divisiones

Ejercicios
; 24x3y4_ ' N? 5 xl)+3_ ’é’,},‘;m_&mw;}'
: —6xy2 b 2

13




5 Y u}

2
6 X y > _ 13 X s
)
R 6x2y3 - 9x+§
3
6. (20a°s 54" +84"0% )+ 4a’)= ¢
S = Y é
- 93 /
@ a F o2 @:‘95;} \
)
. x171y+xln+1ym _|_4xm—2ym—] ~ i
m_ m+l - =~
x 'jM ¢ _if,, L Y
v X y?
R Lux. 4
ym ¥ ny._

14




= ! P

8. —3uv+ 5w’ —10v KRy Low Yy - V.&
Suv w R4

Polinomio entre polinomio

La divisidn entre polinomios se realiza aplicando el algoritmo de la division aritmética,
recordemos como es este procedimiento mediante un ejemplo.

cociente

l dividendo
16

divisor —— 15 243

-15 multiplica el divisor por 1
restay bajael 3

93 multiplica el divisor por 6
-90 vyresta

3
\ residuo

La divisidn anterior se puede expresar también como; % =16+ % =16+ 3

Con la siguiente ilustracion vamos a recordar la division larga de un polinomio entre otro
polinomio. Primero ordenamos el dividendo y el divisor en forma descendente.

cociente
)
6x—2
»x —4) 6x% —26x +12 < dividendo
6x2024x multiplica el divisor por 6x
—2x+12 resta y baje 12
2x U8 o multiplica el divisor por -2
4 ¢ residuo iresta
15




El resultado de la division anterior la podemos escribir como

2_
6x 26x+12=6x—2+—;i—
x—-4 x—4

multiplicando por ‘(x - 4) ambos lados de la igualdad la division se puede escribir también como
6x% —26x+12=(6x—2)fx—4)+4
cuya expresion en forma de polinomios seria ~ P(x) = g(x)d(x)+ r(x), donde

q(x) es el cociente de la division, d(x) es el divisor de la division y r(x) es el residuo
Esto ilustra un teorema bien conocido: el algoritmo de la division. '

Algoritmo de la divisién =

Si P(JL) y d(x) son polmomlos tales que d(x) no es cero y el grado de d(x)

s menor o |gual que el grado deP(x) entonces existen polinomios Unicos

g(x) y r(x) tales que

PG =dl) gl )

[N
divideiido dlw.sm cocu.n/c lwduo

El algoritmo de la division también puede escribirse como: —(—) glx )+ ",(i‘)

Ejercicios Efectla las siguientes divisiones de polinomios:

1. (42 + 53— 6)+ (2x-3)= | 15

o R 2x* +3x+7+—"
AX F T b7
Rx-3Y %7+ 8 x -

2x-3
TR axav‘bch‘*@
Hx' e x ”gﬁ

et ST 7

by® #5x
"L‘B(' ’3 3)\

H‘\x -
U b wm
1§

16



2. (200" - 50° +8a—3)+(4a ;,3)

Y

e

5‘&‘;{}“‘*‘ @Q’L _‘&'f

150 .9 - £ % -
L’ 'Amjian/ @ f"'&rﬁi 3 ' » b2
: }@»?i’ﬂ% ) &{"&?*{m;‘**’, -
\__::W,,.m ) 5% - G Y L)Ligc"“wé)
- $ wm
h,__gzc | ‘; Léf@\
“ ety s
I 33
‘Tq 'ﬁ"‘ ‘?
3 (‘f —y2)+(«\’—y)= R x+y
X Ty
N
X =y jx/= %
e :!’L‘:‘ ¥ ,;‘f:;(}’ g .f’
Xy -y
w Mg igr- % T
o
4. (55_13 -2a* +3a —Sfl)+ (az —2a+l)= -
e ) ¥ >
a8 “/(:5\«'«»“@** +3a -9 Sa +8 ¢+ r,;“m:ﬁ"@i% M

- 5y

17




5. (x6 —2x° +6x° = 7x* —4x+6)+(x4 -3x7 + 2)=
X7 2x®p
X" 3% #3)x Y T et N e Ut b
‘—‘fé[c” ¥ a’{cs -3

\v-_...w..«n-o-——‘»_.., o e -

-3 16 gg/’?
3/x? -6 x? }9,?

R x? =2x+3

7.3 .2
X}_ﬁﬂlﬁ

PRODUCTOS NOTABLES Y FACTORIZACION

1 de estos

a b b b

1 de estos 3 de estos 3 de estos

(@+b) =a’ +3a°b+3ab” +b°

Los productos notables son férmulas para obtener productos de multiplicaciones de una manera
mas rapida y eficiente, esto con tan solo abreviar la aplicacion del algoritmo normal estudiado en
secciones anteriores.

Estas formulas son transformaciones algebraicas que con la utilizacién adecuada de las
propiedades de los nimeros reales, nos permiten obtener las relaciones que generan los productos
correctos para la operaciéon que definen.

En esta parte del curso veremos algunas expresiones algebraicas cuyos productos pueden
obtenerse a partir de una regla general, sin tener que realizar la multiplicacion directa. Estos
procesos generales se reconocen como productos notables.

18



Cuadrado de un binomio

Cubo de un binomio

Producios notables Producto,de dos binomios
" r
con un termino comun

\

Producto de dos binomios
conjugados

Binomio de Newton

Cuadrado de un binomio

Observa la figura de la derecha y fijate que el area es;
(a+b) =a® +2ab+b’

Esta interpretacion geométrica de elevar un binomio al

cuadrado se puede enunciar algebraicamente de la
siguiente manera

2 2 ' 2 a b
(a+b) =« + 2ab + b Y2t 2ah 452
—_ Y ~~ /N ~— / +bY=2+
a+b al cuadrado  cuadrado del Doble del primer Cuadrado del (a ) ao+

primer termino  termino por el segundo segundo termino

Ejemplos Utilizacion de la regla para elevar un binomio al cuadrado

(x ) +2(x)3)+G)

=x’ +6x+9

(x+3)

b) 2a-3b) =(2a)" +2(2a)~3b)+ (- 3b)’
=4a” —12ab + 9b°

19




d) (x+2y-2)° =[(x+2y)-z] =(x+2p)° +2(x+2p)f-z)+ (- z)’
=x’ +4xy+4y2 —2ch—2})z+z2

La regla anterior es muy util para facilitar el calculo de cuadrados numéricos y que no tenemos
una calculadora a nuestro alcance, veamos dos ejemplos.

(23)° = (20 +3)* =(20)* +2(20)(3) + (3)* =400 +120+9 =529

(28) =(30~2)* =(30)* +2(30)(-2)+ (= 2)* =900 -120 + 4 =784

Los ejemplos nos ensefian que el producto que obtenemos al elevar un binomio al cuadrado,
esta formado por tres términos, el primero y el tercer términos son el cuadrado de cada uno de los
términos del binomio y el segundo es el doble producto de estos. Un trinomio con estas
caracteristicas se llama trinomio cuadrado perfecto.

Ejercicios Desarrolla cada una de las expresiones siguientes.
1. (x—3)2= 2. (u+5)2=
3 (2x+1) = 4. (2a-3) =

20



5 (e 2r) =

6. (3x—2y)2 =

8. (4x2 —Sx) =

9. (x+2y—3)2 =

10. (m +2r —3)2 =

21




Producto de dos binomios conjugados

Encuentra el area de la region sombreada en la siguiente figura realizando la operacion indicada.

A=ala—-b)+bla-b)= b

a b

A
\ 4
b 4

Fijate en la figura que la multiplicacion anterior es equivalente a multiplicar {(a +b)(a - ),

(a+bfa-b)=a* —ab+ab+b* =a® - b>.

L.os binomios como los anteriores se llaman conjugados porque tienen dos términos que son
exactamente iguales y los otros dos difieren solo en el signo y como viste en las multiplicaciones
anteriores su producto es la diferencia de sus cuadrados.

Regla: El producto de dos binomios conjugados da como resultado la

diferencia de los cuadrados dé sus térmirios

Ejemplos Productos de binomios conjugados

a) (@a+3)a-3)=a’-3"=da" -9
b) (2a+3b)2a-3b)=(2a)* —-(3b) =4a* - 9b*

c) Bx-5y)Bx+5y)=0x) - (5) =9x> —25y°

2 2
o (Lero2ur)Ler- 20 e L (20 <Lt
2 3 2 3 2 3 4 9

¢) (2a+3b-cf2a+3b-c)=(2a+3b) —(c) =4a’ +12ab+9b> - ¢’

22



Ejercicios Desarrolla cada una de las expresiones siguientes.

1. (x=7)x+7)=

2 (x+11)(x-11)=

3. (u—\EXx+«/§>=

4. (Bx-7)3x+7)=

5. (Sx—4)(-5x-4)=

6. (2x" —7f2x" +7)=

T

8. lx—E’») lx+3)=
2 2

9. (x+2y—3)(x+2y+3)=

10. (Sm +2r - 3)(5771 +2r + 3)=

23




Cubo de un binomio

Otro producto notable que de muy util el recordar es el cubo de un binomio cuya regla se
obtiene a partir del desarrollo del algoritmo normal de la multiplicacion.

(a+b) =(a+b)(a+b)

=(a2 +2ab+b* fa +b)

=a’ +a’b+2a’b+2ab” +ab* + b’ b

=a’ +3az‘b~1-3ab2 +b°

Este producto recibe el nombre de cubo perfecto y la regla la podemos enunciar de la siguiente

manera

Ejemplos

,Cubo de un binomio: -

~El cubo del primer termmo mas el tnple del cuadrado del primero por ’
el segundo término; mas el triple del primer termmo por el cuadrado del
segundo, mas el cubo del segundo término.

Uso de la regla para elevar un binomio al cubo

a) (2a+3b) =(2a)’ +3(2a)* (3b)+ 3(2a)(3b)* +(3b)

=8a’ +36a’b +54ab* +27b*

b) (x—2y) =x’ +3x7 (- 2y)+3x(-2y) +(-2y)

=x —6x2y+12xy2 —8y3

o) (2612 ¥ %bjB =Y +3(2a2)2(% bj+3(2azI%b)2 +(—;—b]3

=8a° +6a*b +%a2b2 + %b3

24



Ejercicios Desarrolla cada una de las expresiones siguientes.

1. (x+7)3 =

2. (2u —5v)3 =

3

3. (sz —4y4)

3
4. (3a+§j =
2

5. (02547 —0.05x =

25




Producto de dos binomios con un término comiin

Calcular el area de cada uno de los siguientes rectangulos

— v G
| mn mx m
a Clz an
2 X
nx X
, ] am__ mn
n x )
A] = A2=

En ambos casos habras observado que hay un elemento comun al sumar las dreas de cada
region en las gue estan divididos los rectangulos. Es decir

2 2
Al =X +mx+nx+mn=x +(m+n)x+mn

2 2
A2 =a +am+an+mn=a +(m+n)a+mn

El calculo de este tipo de productos reciben el nombre de binomios con un término comitin y la
regla la podemos enunciar de la siguiente manera.

Producto de dos binomios con un término comin:

Cuadrado del comun, mas la suma de los no comunes por elcomun.. .
mas el producto de:los no comunes R i

Ejemplos Aplicacion de la regla del producto de dos binomios con un término comun.

a) (x+7)x-5)=x"+(7-5x+(7)-5)=x> +2x-35

b) (2a+3K2a-5)=(2a) +(3-5)2a)+(3)-5)=4a* -4a-15

o (oot DT P

26



Ejercicios Desarrolla cada una de las productos siguientes.

1. (x—3)(x+5)=

2. (u + 5)(11 - 9)=

3. Qu+3)x+2)=

4. 3x—7)3x+2)=

5. (Sx—4)(5x+3)=

6. (2x" —7fox" +3)=

7 o our 1)

T

9. (x"' + 2y jx" +3y)=

10. (Sm + 2r)(5m + r) =

27




FACTORIZACION

Cuando utilizamos la propiedad distributiva de las expresiones en sentido inverso al desarrollo de

la multiplicacion o de los productos notables lo que estamos realizando es un proceso que se llama
factorizacion. Por ejemplo, escribimos

wwisnf> FACTORIZACION e
x%-4 = (e+2)(x-2)
<«—— DESARROLLO -<—

Factor comun en un polinomio

A continuacidén compara las multiplicaciones con los factores y observa si puedes descubrir un
patron de comportamiento

Factores -

2a(x+,3)=zax;5a? e 2ax+6a:2d(x‘+3) .

Lo que nos ensefian los ejemplos anteriores es que tenemos que hallar un factor comun a todos
los términos de la expresién y que para poder factorizar el polinomio completamente es necesario

seleccionar el mdximo factor comim, ax", donde;

O « es el maximo entero que divide a cada uno de los coeficientes del polinomio y

O neselminimo exponente de x en todos los términos del polinomio.

Ejemplos
a) Factorizar 6x° +18x>
Soluciéon

Aqui tenemos que 6 y 18 tienen como factor comiin méas grande a 6 y,

3 2 ., : 2 e
x~ y x° tienen como factor comun mas grande a x”, por lo tanto escribimos

6x° +18x” =6x2(x+3)

i Verificamos la multiplicacién

6x”(x+3)=6x" +18x>
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b) Factorizar 6x3y2 + 8x2y3 - 2xy4

Solucién

Aqui tenemos que 6, 8y 2 tienen como factor comiin mas grande a2 y

3.2 2.3 4 .. : . 2 .
x"y*, x"y" y xp" tienen como factor comin mas grande a xy~, por lo tanto escribimos

6x°y* +8x%y’ —2xy" = (ny2 X3X2)+ (2xy2)(4xy)+ (2xy2X—y2)

=2xy° (3x2 +4xy — yz)

. Verificamos la multiplicacién

2xy2(3x2 +4xy —y2)=

6x3y2 + 8x2y3 -2xy*

Ejercicios Factoriza completamente la expresion.

1. 9y_18= 2. —3y-18=

3. 4a’+32= » 4. 3x° +6x> +9x=

5. —3x° -18x° = 6. 8x +4x> —16x=
7. 5x7 —15x° +10x° —20x% = 8. 3(x+4)-yx+4)=
9. 5(y-2)-x(r-2)= 10. plx-q)-(x-q)=
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Factorizacion por agrupacion

Un polinomio como x* +2x” +3x +6, pareciera que no tiene un factor comun, pero si utilizamos
la propiedad asociativa y después la distributiva veremos que si es posible, aqui esta como

x> +2x2 +3x+ 6= (x3 +2x° )-I— (3x + 6) Propiedad asociativa
=x’ (x + 2)+ 3(x + 2) Factor comun en cada binomio
=(x+ 2)():2 + 3) Propiedad distributiva con el MFC
Ejemplo Factoriza 6x” + 2xy +-9xy — 3y2
6x" + 2xy+-9xy-3y* = (6x2 +2xy)+ (—— 9xy-3y° ) Propiedad asociativa
= 2x(3x + y) - 3y(3x + y) Factor comUn en cada binomio
=(3x + y)(2x - 3y) Propiedad distributiva con el MFG
Ejercicios Factoriza por agrupacion.
1. X +2x% +x+2= 2. X 4+3x% +x+3=

R (x+2)x*+1)

3. y3—3y2+y—3= 4. y3—5y2+y—5=
R (y=3)p*+1)
5. 4a’ +6a’ +2a+3= 6. 6x° +3x° +2x+1=

R (2a+3)2a* +1)

7. 3x +12x7 + x4+ 4= 8. x*+2y-2x*—4y=

R B +1)x+4)
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Factorizacién de un trinomio cuadrado perfecto

Ve los dos cuadrados dibujados abajo y fijate que el area esta expresada en dos formas
diferentes, pero que evidentemente es exactamente la misma.

. FaCtQ.re.S. o

Producto

El modelo geométrico anterior nos ensefia que:
2
a’ +10a+5=(a+5)

y que la factorizacién de un trinomio cuadrado perfecto se puede obtener de la siguiente manera:

A2 20x+25=(2x-5)?
{__ Signo deldoble(__I )

producto

Ejemplos Factores de un trinomio cuadrado perfecto

2 2
a) 9x" +12xy+4y° = 3x + 2y
\——.—«/———; S
Raizde9x Raizde4y’

~

X 2 4
—2xy° +4
4 y Y

I
/N
NSRS
|
(S}
<
(8]
—
N
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Ejercicios Factoriza cada trinomio cuadrado perfecto.
1. x*—6x+9= 2. x’+dx+4=
3. 9y’ +42y+49= 4. 144y* +144y+365=
5. 16a” +40a +25= 6. x'+2x" +1=
2
7. ~~1—x4—v2~x2y3+—4-y6: 8. i)-C——~£L)C}—-v+z—-=
4 5 25 25 25 9
Completando un trinomio cuadrado perfecto

La expresion x? + 4x ~ 8 evidentemente no es un trinomio cuadrado perfecto pero se puede
factorizar parcialmente con tan solo manipular el cero de la siguiente manera.

Ejemplos

2 2
x> +4x—-8=x"+4x+ 27-27 -8
——
2 esla mitad del

coeficiente de 4 x.
Larestaes0

=3’ +4x+22 27 -8=(x+2) -12
%r_.__/

Los primeros tres
terminos son un

trinomio cuadrado
perfecto

Completando un trinomio cuadrado perfecto

a) x> +6x-10=x> +6x+ 32-3% -10
N ——t

cero

=x’ +6x+3> -3 -10=(x+3)" -19
R ——

Trinomio cuadrado
perfecto
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b) x* =3x+16=x> =3x+16+2(4)x - 2(4)x

= x?-2(4)x+16 +2(4)x—3x

Trinomio cuadrado perfecto
2
=(x - 4)° +5x

Observa que en este ejemplo tenemos dos cuadrados perfectos x? y 16, pero sus raices
respectivas por 2 no nos producen el doble producto que necesitamos, por tanto tuvimos que
utilizar el cero para completar el doble del primero por el segundo.

c) 4y° —12y-5=4y" 12y + 3°-3° -5
El 3 es el numero

necesario donde
12y=2(3)(2y)

=4y? ~12y+3° -3% -5

TCP
=(2y-3) -14

Ejercicios Completa cada trinomio cuadrado perfecto y factoriza parcialmente.
1. x* -6x=

R R (x-3) -9
2. 4y’ —y+16=
3. 36a° +48a+63= R (6a+4) +47
4 d'-a+121=
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Factores de trinomios de la forma

Para hallar los factores de un trinomio de la forma ax? + bx +c¢ , con a =0, es necesario dividir
la situacién en dos casos:

5 cuandoa =1
ax” +bx+c
cuandoa #1

Caso en que a=1. Para factorizar un polinomio cuadratico, de la forma x +bx+c, es
necesario observar que

(x+mfx+m)=_ x> + (m+n)x +_ mnm
vV g—’—/

Produtodel  Suymadelos nocomunes Productodelos
comun por el comun no comunes

donde m y »n son nhumeros tales que (m +n)=b Yy mn=c.

Ejemplos Factores de x*+bx+e por ensayo y error.

a) Factorizar x* + 7x +12

Solucion Aqui mn=12 y m+n=7; por lo tanto buscamos por ensayo y error factores de 12
cuya suma sea 7.

m 1 - 2 3
n 12 6 4
Suma 13 8 7

Entonces, m=3 y n=4 son los factores de 12 cuya suma es 7. Por tanto

X’ +7x+12=(x+3)x+4)

b) Factoriza y2 -8y +15

Solucion Aqui mn=15 y m+n=-8; por lo tanto buscamos por ensayo y error factores de 15
cuya suma sea -8.

m -1 -3
n -15 -5
Suma -16 -8

Entonces, m=-3 y n=-5 son los factores de 15 cuya suma es — 8. Por tanto

x’ —8x+15=(x—3)(x—5)
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. . . L. 2
Caso en que a # 1. Para factorizar un polinomio cuadratico, de la forma ax” +bx+c, con a#1
es necesario encontrar factores de la forma px+m y gx+n, donde

ax® +bx+c=(px+n)gr + m)= pgx’ +(pn + gm)x +mn

donde p, g, m y n son numeros tales que pg=a, (pn + qm)zb y mn=c.

Ejemplos Factores de ax® +bx+c por ensayo y error.

a) Factorizar 6x> +7x—5

Solucién Aqui pg=6, pn+qgm=7 y mn=-5; por lo tanto buscamos por ensayo y error los
valores anteriores

rq mn pn+qm

(6)0) (1)) (6)5)+ (1)-1)=29
G)2) (5)-1) B)-1)+(@)6s)=7

Entonces, p=3, g=2, m=5y n=-1 . Portanto

6x> +7x—5=0x+5)2x 1)

Ejercicios Factoriza cada una de las siguientes expresiones.

1. x> +8x+15= 2. x*+9x+8=
3. y2+y—30: 4. y2—13y+40=
5 o’ +1la-26= 6. x'+2x*-8=
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x2m _2xm —8 —

59 +4y-12=

40’ +12a+9=

10.

47 12t +9=

1.

2x> —Tx-4=

12

52+ Tt+2=

13.

4x* —4x-3=




Factores de una diferencia de cuadrados

Hemos de recordar que el resultado de multiplicar dos binomios conjugados es una diferencia de
cuadrados por tanto al factorizar una diferencia de cuadrados el proceso es inverso, es decir,

(a+bYa-b)=a® —b*; entonces
Ejemplos Factorizando una diferencia de cuadrados
a) 4x” -9 =(\/4x2 +J§](\/4_x7 —\/5) = (2x +3)(2x - 3)

o) 16a* ~5° =(4a® +5° J4a? - 5°)

o) (x+y) -y =[x+ )+ ylx+y)-y]=x{x+2y)

d) 64> —6=6la’ —1)=6(a+1)a1)

Ejercicios Factoriza cada una de las siguientes expresiones.

1. 25x* -16= 2. —81x% +4y’ =
3. 6250 —64 = — 4, 4y¥ —47=
5. (2y-3) -36= 6. 1-x'=

7. 16b-36b" = | 8. x’-x=
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Factores de sumas y diferencias de cubos

Para factorizar expresiones como a” +b> 0 a’ ~b’ es necesario recordar las divisiones entre
polinomios. Por ejemplo

3 3
a +b” _ a®> —ab+b*  portanto
a+b

De la misma manera;

a® -bp
Sl =a+ab+b’  luego
a-b

Ejemplos Factorizando sumas y diferencias de cubos.

a) 274 +8=(3a) +2° =(3a+2)(3a)’ - Ba)2)+ )]

= (3a+2)9a> —6a+4)

b) %8 —6'4=(xz>3 -4 =(x2 —4I(x2)2 +(x2X4)+(4)2}

= (x? —4fx* +4x> +16)

Ejercicios Factoriza cada una de las siguientes expresiones.
1. 125x° -1= 2. -8Ix’+y’ =
3. a’+27= 4 o’ -27=
5. x°-64= 6. xé—y(’=
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Factores de un cubo perfecto

Para factorizar un cubo perfecto solo debemos analizar que el polinomio que deseamos factorizar
contenga; el primer término al cubo, el triple producto del cuadrado del primero por ef segundo, el
triple producto del primero por el cuadrado del segundo y el cubo del segundo, es decir;

Ejemplos Factores de un cubo perfecto.

2

a) 8x> +36x” +54x +27=(2x) +3(2x)*(3)+3(2x)3)* +(3)°

=(2x + 3)3

b) 8a°~36a5’ +54a’b" 270’ o} +3a?F 35°)+ 32 -3 ] + (30}

= (2612 - 3b3)3

Ejercicios Factoriza cada una de las siguientes expresiones.

1. x° +3x° +3x+1= 2. x*-6a’b+12ab* +8b° =

3. 8-27y° =36y +54y* = » 4. 64a® —240a%b +300ab> —125b° = |
|
|

5. 8x’ —36x’ +54x-27= 6. x* +3x” +3x+1= |
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Factorizando completamente una expresion algebraica

A veces al factorizar un polinomio la expresion resultante puede nuevamente factorizarse, y
entonces es conveniente hacerlo para hacer mas simple la expresion. A este proceso de factorizar
un polinomio hasta que ya no sea posible se le llama factorizacion completa.

Ejemplo Factorizacion total.

a) 2x' —8x% =2x%(x? - 4)

=2x’ (x + 2)(x - 2)

b) a’b-ab’ =abla* —b*)

=ab(a2 + b2Xa2 —bz)

=ab(a2 +b*fa+b)a-b)

. 2
Factor comtn 2x° .

Factorizacién de x> — 4 cémo (x + 2)(x - 2).

Factor comtn ab .

Factorizacién de a* —b* como (az + bZXa2 —bz).

Factorizacion de a> — b” como (a + b)(a - b).

Factoriza totalmente cada una de las siguientes expresiones.

Ejercicios

1. 16x-36y° = 2. 2x° —8x)’ =

3. o' -81p% = 4. o' -1=

5 1-y'= 6. x’ —10x+25-36y° =
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EXPRESIONES FRACCIONARIAS

Cuando tratamos con el cociente de dos expresiones algebraicas, estamos trabajando con una
expresion fraccionaria en donde el valor del denominador no es cero.

Si el numerador y el denominador de la fraccidn son polinomios, entonces la fraccion se llama
expresion racional. Por ejemplo

X -2x+5
x-3

Fijate que para que nuestra expresion racional tenga sentido, debemos considerar valores para
el denominador donde x#3.

Simplificacién de fracciones

Para simplificar expresiones racionales es conveniente que tanto el numerador como el
denominador no tengan factores comunes, por tanto utilizaremos la propiedad basica siguiente:

Ejemplos  Simplificacién de expresiones racionales.

oAy /'2'%'y
2ax” +2x° /ﬁ-x;/(a+x)

2y
x(a+x)

b) _1—a2 =(]+/5/X1—a)
a>+2a+1 (d+1)a+1)
_1-a
l+a

o) x2+x—6_(x+3Xx—Zj
x2 -4 _(x+2¥>/—2)

_ (x+3)
(x+2)
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Ejercicios Simplifica cada una de las siguientes expresiones.

20 Tt
b’ 24a°b’c
24° _
e
22K _ P
6a’ bk’ 3x"y—3xy
L
3a’bk’
—2xy ! _ay?
5. —‘“T——"‘“—3“ = 6 > ____J.)_,__A =
4x"y+2x x"+4xy+4y°
Y
x(2y+x)
S e A g X 3x+2
. ~x2—4xy—4y2 Co2x? —dx+2
x=2y _
—x—2y—
1—x? X’ +x-6
9. = 10, —— " -
x" -1 x -4
_ox-t
x +x+1
2 3 2
1, 272 = qp 2X —x —6x
y _] 2.x —7x+6
Yo
y+1
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Multiplicacién de fracciones

La siguiente propiedad es la que utlizamos para multiplicar fracciones y significa que se

multiplican sus numeradores y sus denominadores para finalmente simplificar la fraccion.

.fi ._C_
b d bd

Ejemplos Multiplicacién de expresiones fraccionarias
) 282,08 9 3 -3 xmy_3xG-1) x-y
3 6 3 -3 x-1 -1
S N =|% o s e las siodient . 34TV —y)
jercicios impliica cada una de las siguientes expresiones. =+M—
ax’  a’b =3x -3y
1. 5=
b’y xy
2. ﬁ_‘?’ EAL A
+9 x* -9

2 3 2
x"=x—-6 X +x

2 2 -
x +2x x°-2x-3

4 x+7x+12 x2+5x+6_

¥ 4+3x+2 x2+6x+0

43




Divisién de expresiones fraccionarias

Para dividir expresiones fraccionarias, utilizamos la siguiente propiedad de las fracciones.

Esta propiedad en realidad significa que para dividir una fraccién por otra, multiplicamos el
inverso del divisor por la fraccién del numerador.

Ejemplos Division de expresiones fraccionarias

12 10 _12:3 ) x-x  x’-1 _x'-x x'+2x+]
153 15-10 x x*42x+1 X X1

_ (/f 2-,3/X3) & X+
o) )

_ 6
_Eg =x+1

Ejercicios Simplifica cada una de las siguientes expresiones.

3.2 2 2
g XY Xy

) _

Xy -

. 4a® —94-9 . 36> ~7a-6 _
8a° —14a—15 6a® —11a—10

2 3,2
X" =-x-6 _  x +x

3. - =
¥ +2x  x*-2x-3

4 x2 +7x+12___x2+5x+6_

x2 +3x+2 ' x2+6x+0_
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Suma y resta de expresiones fraccionarias

Para sumar y restar expresiones fraccionarias, primero obtenemos un denominador comun
(méaximo comun multiplo) y a continuacion utilizamos la siguiente propiedad de las fracciones.

a,c_ad+tbc
b dbd

El minimo comun denominador (MCD) se obtiene al factorizar cada denominador y tomar el
producto de los diferentes factores, utilizando la potencia mas elevada que aparezca en cualquiera
de los factores.

Ejemplos Suma y resta de expresiones fraccionarias

g 2.3 @)2)+6)3)

678 O\
_8+9 _17
24 24
by 5 _ X+l 2x _5—(+1)+2x __ EIMCDesx+2
x+2 x+2 x+2 L
_S5—x-1+2x
B x+2
_x+4
)
o 2, 3 _@X+2)+6x)i-x) EI MCD es (1-x)(x+2)
1-x x+2 (-x)x+2) =

2x +4 +3x —3x>

(1—xXx+2)

4+ 5% —3x>

T (-)+2)
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1 B 2x +2x+1= 1 3 2x +2x+1
%2 =1 (x+l)2 x+1 (x+lXx—1) (x+])2 X419

_ O +1)-2x6 1)+ @x + D~ 1) +1)
(x—lXx+1)2

_x+1-2x +2x+ @+ 1D —_})

(x—lXx+])2

_x+1—2x2+2x+2x3—2x+x2—]

(x—lXx+l)2

3 2
2x” —x" +x

TG +1)

Ejercicios Resuelve cada una de las siguientes sumas y restas.

d)

1 __.3_ + —2_ o= __.__é'f_-t.]__. .
x+5 x-3 (x+5)x-3)
2 3-x  2x+3 _
C o x+5  x+5
3a 2b
3. 25 58" 150° +4b°
a 10ab
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4.

3—-a . a__ -
@+3Xa—4) a+3

1 1
+

A

X+5 x2—9

x—2

(x+3)x-3)

x=2 x2_-4

6. X - 3 -
x—3 x-9
1 1 1
7= — — + 2= 2xt—x-2
A P 2)
8. ] + r
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Simplificacién de una fraccién compuesta

Una fraccion compuesta se caracteriza porque contiene fracciones tanto en el numerador como
en el denominador y se resuelve con la siguiente propiedad.

ad 4 extremos

B bC““ medios

.

Qo> e

Ejemplos Simplificacién de fracciones compuestas

a a
~+1  —+1
a) b _b || S Metodo1 /
b0 Lab ‘Obtenemos el minimo comdin denomlnador i
a a “ab de todas las: fraccnones dentro de'la
jexpresxon Yy ensegwda mult:pllcamos el
_ ala +b) nu erador y el denommador por este
a o at b«-/’—“
b b
b P — SR, S |
! 1- a=b <!
a <«
a(a + b) .tv‘jpor extremo Y. medlo por medlo

x+);—] x+y [(x+yXx y)}

1e 2 g2 G-

x—y x—y
x—y-G+yle—y)
TGy Ye—y)+26+y)

_ G-y )i-x-y)

T+ Xe—y+2) 48




Ejercicios

Simplifica las siguientes expresiones.

x+y—l
X+ y+1

x—y x+y
x oy
Cx-y xty

R.

3a+7

a*+2a-1
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Teorema del residuo

Si un polinomio P(x) se divide entre x — k , entonces el residuo es » = P(k)

El significado del teorema es que si evaluamos el polinomio en x =k, entonces el resultado va a
ser el residuo de la division.

De acuerdo con el algoritmo de la division, tenemos
P(x)=q(x)(x - k) + r(x)
y si evaluamos el polinomio P(x) en x =k, comprobamos el teorema:

P(k)=qlk)k —k)+r(k)=0+r=r

Ejemplo. Usando el teorema del residuo evalua el polinomio P(x)=3x" +8x* +5x—7 en x=2

Utilizando la divisién sintética tenemos que

3 2 1 -9 Elresiduo es » =-9

La conclusion es, por tanto que si en el polinomio sustituimos x por — 2, el resultadoes » =-9.

P(-2)=3(-2) +8(-2) +5(-2)-7=-9

Aplicaciones

Sin efectuar la division, Hallar el residuo de dividir
a) x’—7x+6 entre x—4
b) x’+5x%+x entre x+5
c) 2a° +6a> ~12a+1 entre 2g +1

d) x*-9x>—3x+2 entre x-2
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y = x"+5x — 4
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CALCULO
Presentacién preliminar

El concepto de limite es parte fundamental en el desarrollo del calculo y en términos generales
en toda la estructura matematica, para comprenderlo seréd necesario abrir nuestra mente y hacer
uso del razonamiento.

Por ejemplo cuando se estira un cable y este se rompe se dice que este sobrepaso su limite de
resistencia, si no hubiera fuerza de friccion un péndulo seguiria oscilando y su movimiento no
tendria limite, un globo se revienta cuando alcanza el limite de su capacidad, etc.,

4

Los origenes del calculo se remontan unos 2500 afios por
Figura 1 lo menos, los antiguos griegos hallaron areas aplicando el
“método del agotamiento”. Este técnica consistia en dividir el
area A de un poligono en varios triangulos, y luego sumar
las areas de estos triangulos. La figura 1 nos muestra el
método.

A=A + A4, + 4, + A4, + A

Evidentemente mucho mas dificil era obtener el area de una figura curva. En este caso el método
del agotamiento consistia en inscribir y circunscribir poligonos en torno a la figura y a continuacion
hacer que el nimero de lados de los poligonos aumentara. La figura 2 nos muestra el metodo en el
caso de un circulo, con poligonos regulares inscritos.

Figura 2

Llamemos A el &rea del circulo y A, el area del poligono inscrito con » lados. Al aumentar n

indefinidamente, parece que A, se aproxima cada vez mas al area del circulo. Decimos que el
area del circulo es el imite de las areas de los poligonos inscritos, esta idea se escribe asi;

A=1lim 4,

n—w

Es conveniente aclarar que los griegos no aplicaron explicitamente los limites.
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LIMITES Y CONTINUIDAD

Limite de una variable

En general si 4 es el area del circulo y 4, es el drea del enésimo poligono trazado, es decir
cuando 7 —> oo es facil concluir que la diferencia 4 — 4, llega a ser menor que cualquier nimero
positivo pensado de antemano y se llama limite de una variable.

Limite de una funcion

Para calcular y comprender el limite de una funcién, consideremos la funcion f(x) definida por
la ecuacion:

3
x =1
=" =, xel
x-1
Es claro que x #1 porque la funcion no esta definida para este valor. Enseguida investigaremos
valores de la funcién cuando x esté muy proximo a 1 por la izquierda y por la derecha, es decir;
menores y mayores que 1 pero o mas cercanos posible a éste, a esto se le conoce como limite

por la izquierda y limite por la derecha de f(x) y se representan de la siguiente manera

Limite por la izquierda Limite por la derecha
lim f(x)= L, lim f(x)= L,
xX>a X=>u

En la tabla siguiente ilustramos lo que esto significa. Para una total comprensién te sugerimos
que calcules los valores de f(x) para los valores dados de x

-r
l\\\ -1

i N N -~
| x se acerca mucho a 1 por la izquierda :}(\ X se acerca mucho a 1 por la derecha |

-~ ~.
L- ~J

X -2 -0.5 0 0.9 0.99 | 0.999 1 1.001 ¢ 1.01 1.1 1.5 2
3 J b N
b . 3 4
g | 315 | 1 2|9 P0T D (g 2ol 2|15 Y
I~ Py
| hacia donde se acerca f{x)? > hacia donde se acerca f{x)? |
N

Comparando ambos lados vemos que f(x) se aproxima a 3 a medida que X se aproxima a 1
por la izquierda o por la derecha.

Lo que nos ensefia este experimento es que cuando el limite por la izquierda es igual que el
limite por la derecha se dice que el [imite existe, es decir en notacién simbolica.

lim f(x)=3 lim f (x)=3
x—=1" x=1
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Utilizando alguna técnica algebraica el limite anterior
puede calcularse de la siguiente manera

x =1 im (x-D(x"+x+1)

lim S =
A | x> x—1
(2
= _1v1§}(x +x+1)
=1>+1+1=3

El experimento lo podemos apreciar graficamente en la
ilustracién mostrada en la parte derecha, el hueco de f(v)

cuando x =1 significa que la funcién no estd definida en
ese punto

El andlisis anterior nos conduce a la siguiente definicion:

Recordar que una diferencia y una
suma de cubos se factoriza

Fs

respectivamente de la siguiente |

manera

@ —b* =(a=b)a® +ab+b?)

‘ ‘escrlblremos _
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Teoremas fundamentales de los limites

Suponer que lim f(x) =L, yque lim g(x)=L,. Entonces
X—=>a X—=>a

1. lim [c-f(x)]:c-yg fx)=c-L,

X—=>a

2. lim [f(x)£gx)]= lim f(x)+lim g()=1,* L,

X=>a

3.1im [f(x)-g@)]=lim f(x)-lim g(x)=1,-L,

X—=>a

lim f(x)
4 tim L) _ s TR A
w=a g(x) lim g(x) L, :

5. lim f(x) = f(a)

Las reglas anteriores pueden expresarse como sigue:

1. El limite de una constante multiplicada por una funcic')n' es la constante
multiplicada por el limite de la funcion.

2. El limite de la suma o diferencia de dos funciones es la suma o diferencia
de los limites.

3. El limite de un producto es el producto de los limites

4. El limite de un cociente es el cociente de los limites

5. El limite de £(x) cuando x tiende hacia a es fla)
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Métodos para calcular limites

, . ., 2
Veamos cémo es el comportamiento de la funcién f(x) = x" —x + 2 para valores muy cercanos

a 2 e investiguemos si tiende a un limite. La tabla adjunta nos muestra los célculos para valores de
X cercanos a 2, pero no iguales a 2.

vy SWExe2 . .
RS R Y SO X tiende x tiende
‘ a2 porla f(\) a2 por f(x)
v ‘ izquierda la
- ,endea4 l BERISRY UL G derecha
1.5 2.750000 | 2.5 5.750000
1.8 3.440000 | 2.2 4.640000
1.9 3.710000 || 21 4.310000
1.95 3.852500 | 2.05 4.152500
1.99 3.970100 | 2.01 4.030100
1.995 3.985025 || 2.005 4.015025
: 1.999 3.997001 2.001 4.003001
‘Cuando. x-tiende a2,

Figura 1

A partir_ de la tabla y de la grafica de f(x) gue se muestra en la figura 1 es facil darse cuenta

gue cuando X se acerca a 2 por la izquierda o por la derecha, f(\:) se aproxima al 4 como limite.
Solucion analitica

Algebraicamente y utilizando la regla 5 el limite de f(x)= x> —x+2 cuando x tiende a 2
puede expresarse y calcularse de la siguiente manera.

lim{y” —x+2)= £(2)=2" -2+2=4

Observa que cuando una funcién esta definida para un valor especifico de x en su grafica se
marca el punto [x, f(‘c)] con un circulo relleno

57




EJERCICIOS

Calcula cada uno de los siguientes limites usando la regla 5. Se te sugiere trazar la grafica.

x—2

W{( 1. lim(x* - 2)= (2 JTea = 3@@

2. lim(x +2)= —3 4= ! é

3. l'\‘iillq(xz—x—2)= (/)a’ I -2 = =2 l

. . P
4.£;Eo1x2—x+2 = (O) - 0 faz= 2 Z
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Limites de funciones racionales

. . 2x+3
Ejemplo 1. Calcular hm3 ————- utilizando la regla 5

.\'—>-5 X
Solucién
. 2x+43
lim —3—]’ - = |, porque f
v_,_3 3x—4

3
esta definidaen x = —E, entonces

Ejemplo 2. Hallar hm

x—>-12x —
Solucién
6
i oy =g =)
lim 6x 23 _ 6(-1)-3 )
. >-12x—4 2(-1)-4 2
x-1
Ejemplo 3. Encuentra el valor de hnll T
X— x -

X —

> . 1
Solucion. Observa que la funcion f(x)=——-2—~—1
x

utilizando la regla 5.

v

_____'\

fix) tiende a 0 TITNO
T —» o
X tlende‘ a- %

Una funcién racional es de la
forma

=28, )
(W)=255 alx)=0

donde Pyq son

polinomios

no estd definida para x =1, sin embargo

recuerda que la definicion de limite nos dice que se consideren valores cercanos a 1 por la
izquierda y por la derecha y si en ambos casos el limite es el mismo, entonces este existe. Con

base en los valores de las tablas adjuntas conjeturamos que
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x—1
lim 5 - =0.5
x—=1 x __1
YA
x<1 fix) x>1 fx)
0.5 0.666667 1.5 0.40000
0.9 0.526316 1.1 0.476190
0.99 |0.502513 1.01 |0.497512
¢ 0.999 [0.500250 1.001 | 0.499750
05 L = 0.9999 | 0.500025 1.0001| 0.499975
t T
0 — 1 *

Solucion analitica. En estos casos nos valemos de alguna técnica algebraica para poder
calcular el limite, aqui esta como

lim _x___.l_ =1lim _ro -1 — Recuerda que la diferencia de dos
e B (x + 1)(x - 1) cuadrados se factoriza asi
1 1 1 i
=lim——=—--=-=05 2 2 _ ;
=lx+l 1+1 2 a* ~b* =(a+b)a~b)
. I x*=x=-12 , i
Ejemplo 4. Encuentra el valor de rLn}} __J_C+ 3 Un trinomio como x° —x—12 es %
de la forma %
Solucién: Como x no esta definida para —3 , |
entonces observando la expresion x +bx+c ;
es facil darse cuenta que el numerador
puede factorizarse y obtener el limite y puede factorizarse multiplicando :
los  binomios (x + m)(x + n), ;
] x'-x-12 — i (+3)x-4) donde t
>3 x+3 >3 x 43 ;
i
= lim(x-4)=—3-4=-7 m+n=>hb :
x—>-3 .
mn=c §
por tanto en x° —x—12; E
b=-1;c=-12, luego dos §
nimeros que sumados resulten —1 §
y multiplicados ~12; son 3 y —4 §
que son m y n respectivamente. |
§
i
x* —x-12=(x+3)x—4) g
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EJERCICIOS. Calcula los siguientes limites.

1. Ii111—2—x-:—1—— = 2 . dit
oyt =2x+1 o
s \
{(/M ) f - ’(rw\ = ~—-—’-—-———2’. - ..L
wo ol (X =-0F  xs-t XTU e 2
-1 ¢
2 \1_1’)1’1_’1' X+ - 0 ¢ kJ
- XA (K-
€ ’C/Nﬁ?—_(__-——"‘):l‘”‘ (){“"”’f‘):
x> - /K{-q X~
s
X 5
lm— - /-t _
22 xH g L

x*—4
g .. O
4. lim = = .

x>=2 x+2 o
~ o LxE2) (-
S - T - - - = g,:m--«..y o
X (. F3)
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x9S 3
6. li_il_llx:-l-gxﬁ - (_"JJ f 70 ¢+ o w_f
ol x2 _3x— 4 s = E
2 0 S
(-1y° = 3(-0) Y
I o~ (K*f-‘/(K:’l"}
N ) = = e~ f.tj_.,—B’
(A (x-9)  xa-i x4 __.25
x +4x+3 o )
O e a N | R.-2

[ (XA#F) CX3) 1 e | ;

2 T = —
X (Xa-t'”)()(}/“ X2 Xq’f)f £ Z
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x+6x+9 J-)
'.\'—>—3 x° 9 o

e B
X3 =2 c/»;,.,&vvff)( X~32) -~ b -

L x+w (x-23) -
x> -t = i

C»g.f/ﬁ’f/} Lx + 2)

[ _ ;
EJEMPLO 1. Determinar lim , proceso ¢
=l x -1 .| mediante el cual transformamos una
fracmon que tiene un numerador o
Si utilizamos la regla 5 de los teoremas de limites denominador irracional a una fraccion
es evidente que X no esta definida para 1, pero para equivalente  con numerador o §
evitar la indeterminacion se racionaliza el numerador denominador racional segun convenga.
de la siguiente manersg; Este proceso se lleva a cabo con tan |
. solo multiplicar la fraccion por la unidad.
Ax-1 . r-14x+]
1\'15)1;l x__]_- .\'——)] X — 1 /~+1 L:—l——\/—é_=£
Vr N2 242 2

Cuando la cantidad que se va a
. racionalizar es un binomio, se multiplica
=y divide por su conjugado

=lim L .t 1 \/}"]\/;‘i'l x-1

=x+l A+ 2 | a1 x+l (e-D)x-1)

1
—«EH
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. x
EJEMPLO 2. Calcular lim —==—— y bosquejar su grafica.
=0 x+1-1

Como la funcion no esta definida para x = 0 racionalizamos YA
El denominador ]
. X . x Jx+1+1 |
lim = = lim e e /
20 x+1-1 20 yx+1-1+/x+1+1
i Z0xr141) x

=0 x4]1-1

lim(/x+1+1)=/011+1=2
x—=0

X
La grafica de f(x) = —,l——l se muestra en la figura y puede obtenerse con un programa
vx+1 -

para graficar o bien tabulando valores en su ecuacion.

EJERCICIOS. Probar cada uno de los siguientes limites

. Afx-2 1
1. lim———=—
=4 x—4 4

_ Ax=2 1
2. Iim =
=2 x—=2 2,\/5
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3.1
x—0 b 2
4. lim —/_——A_-&~ =2
x—=0 ,\/] —x —

Calculo de limites de funciones especiales

.1 . . .
EJEMPLO 1. Determinar lim -- por medio de tabulacién y grafica

-0 x
i

5 x<0 J) x>0 Ax)
-0.100000 |-10 o* + o0
-0.010000 |-100 0.000001 1000000
-0.001000 | -1000 0.000010 100000
-0.000100 | -10000 0.000100 10000
-0.000010 | -100000 0.001000 1000
-0.000001 | -1000000 0.010000 | 100
o - 0 0.100000 10

1
Conforme x = 0; f(x)= — tiende hacia —« por la izquierda y hacia + « por la derecha, de

X

. .1 .
modo que los valores de f(v) no tienden a un nimero; por tanto lim— no existe.

El simbolo o significa que estamos hablando de un nimero muy grande respecto de otro.
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EJEMPLO 2. Encuentra l_im——

x—>0 X
) A 1
J A X =
*1 1
+ 0.5 4
+0.2 25
+0.1 100
*+0.05 400
+0.01 10 000
+0.001 1000 000

>
X

.1
Conlatablayla grléﬁca es facil conjeturar que hng -, ho existe
X X

cosS
EJEMPLO 3. Encuentra lim| x +—°—s’-—’-c-
=0 10000

Solucidn. Utilizando la regla 5 es facit encontrar la solucion

1m{x?+°“5xJ 03+°“5®)— 1 _0.0001
550 10000 10000 10000

2

EJEMPLO 4. Encuentra  lim =5 o 7422
oo 3x" -2x-5 3
Siusamos laregla 5

2x% —3x+4
lim

x>0 3x? _Jx— 5

Entonces para evitar la indeterminacién se lelde cada termino del numerador y del denominador
entre la potencia mas grande de x que es x? . Aqui te mostramos cémo

_ T2 T2 2
lim 2x° =3x+4 i X _ x’ x
=03x? _Jx-5 s 3x? 2x 5

66



EJEMPLO 5. Probar que si, f(x) =2x> —4x entonces }m& St h]) mACY =4x
1—> 7

Primero busquemos f(\c + h);
Flx+n)=2(x+n) —4(x+h)
=2x” +4xh+2h> —4x—4h
Enseguida restamos f(\c) de f(x + h)

Fleth)= f(x)= 25" +dxh+ 2k — 4x — 4h - (2x° — 4x)

=dxh+2h* —4h
=h(4x+2h-4)

por tanto

i h(dx +2h—4)

lim f(x+h2—f(x) =

h—0

h—=0 h

EJERCICIOS.

. L .1
1. Determinar si existe lim — .
X=Hw x

. 1 . ,
2. Encuentra lim--——— por medio de tabulacién y grafica

x> (x - 1)2

A

<

X J )

=Y

. e maan o] o e o S0 eise i Gan e e m— —
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. 3
3. Hallar hm(sen ?x) Recuerda que 7 = 180°

X—=>r

. Senx . . senx
4. Hallar lim . Recuerda que 7 =180°. Sugerencia: sustituye tan x por ~——

=0 tan x . COSXx

. senx , . senx s s e
5. Hallar lim —-— . Sugerencia: sustituye tan x por ---- R. =1

=z tanx cosx
7. Investiga por medio de tabulacion y grafica si existe ling iy

X—> X
YA
X Jx)
T x
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Pp2x =5
8. demostrar que lim ——————- -
e 5x% _3x 42

=3
5

. 3x +2x-5
. 9. demostrar que lim ——;- ———
i o Dy’ -—3x-k2

3
T2
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Ejercicios 10-12. Determina para cada funcion, }mg
h—

fe+h)-f(x)
h

| 10, f(x)=3x-2

1. f(x)=x" —2x+3

70



Funciones continuas

En matematicas el termino continuidad significa lo mismo que en el lenguaje cotidiano. Decir que
una funcion fes continua en x=a debe de entenderse como que su grafica no sufre
interrupcion en a, que ni se rompe ni tiene saltos o huecos. Por ejemplo en la figura siguiente se
muestran tres valores de x en los que la funcién no es continua.

En los demas puntos del intervalo (A, B) la VA
gréfica no se interrumpe y decimos que la
funcion es continua en ellos. Por tanto

definamos continuidad de una funcién f
como sigue:

]

I

: J{x) no esta definido

!

i
Continuidad en un punto: Una funcion se %\\_/
dice continua en a si se verifican las :

[

|

|

I

I

I

{

!

I

i

f{x) tiene un salto

siguientes condiciones

?\

®
M= ——————
4
k‘i

1. f(a) esta definido.

2. lim f(x) existe lim f{x) no coincide

xX—>a

3. lim f(x) = f(a) A

Continuidad en un intervalo abierto: Una funcién f se dice continua en un intervalo (A, B) silo
es en todos los puntos del intervalo.

1 .
EJEMPLO 1. Verificar si la funcién f(x) =-— es continua en el intervalo 0 <x <1
x
Solucién

yA
f(x) esta definida en el intervalo

lim f(x) existe en el intervalo
X—=>a

lim f(x) = f(a) enelintervalo

Si trazamos la grafica vemos que la funcion
cumple las condiciones de continuidad en el

intervalo 0 < x <1

Es de relevancia observar que la funcién en x = 0 no esta definida y como vimos antes el limite
ahi no existe cuando x tiende a cero, por tanto la funcién en ese punto no es continua.
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2
x5 -

1
EJEMPLO 2. Determina si la funcion f(x) =~ es continua; en caso contrario indica en

qué punto es discontinua.
Solucion

En la ecuacion de la funcion es evidente
que no esta definida para f(l), por
tanto no es continua en ese punto.

Ry

EJERCICIOS 1-3. Usar la grafica para determinar los puntos de discontinuidad. ( silos hay)

3 yA
1 f(x)=-"
' 2
; X
| No existen puntos de discontinuidad.
2
x" =1
2 flx)=" Y4
X
//
/]
I 1/
>
/ X
Punto de discontinuidad. X=0 : //
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X
3. f(0)="
x+1
VA
>
X
i 4.8i f(x)=~1- x? . Escribe su intervalo de continuidad
“ ¥y A
-1 1 X
5.Si f(x)= x> —1|. Escribe su intervalo de continuidad
yl\
1
-1 1 Tx
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LA DERIVADA

Si,en y = f(x) calculamos

L FEHAD) = f(x)

Ax—0 Ax
lo que estamos encontrando por definicion es la  derivada de la funcién y = f(x).
. d :
Por convencion y para fines practicos emplearemos el simbolo d—y para denotar dicho limite.
x .

dy . [+ A) - f(x)
dx Ax—>0 Ax
derivada de y conrespecto a x”. Es importante aclarar que dicha expresion no debe verse como

una fraccién sino como lo que es “un limite” o un operador diferencial que nos esta indicando una
razon de cambio de una variable dependiente, y con respecto de otra independiente, x.

() D
dx g

Por tanto, decimos que si y = f(x) su derivada es; y se lee “la

Algunos otros simbolos para indicar la derivada son: ', f1(x),

Ejemplo . Si, f(x)=x"—2x hallar su derivada

Primero encontramos  f(x + Ax)
Fx+Ax)= (x + Ax)? = 2(x + Ax)
x? 4+ 2xAx + (Ax)* = 2x — 2Ax

luego restemos  f(x)

x? +2xAx + (Ax)? — 2x — 2Ax
2
-x +2x

2xAx + (Ax)’ - 2Ax

Jx+Ax) - f(x)

dividimos por Ax , por tanto;
S(x+Ax) = f(x) _ 2xAx + (Ax)* - 2Ax
Ax T M
_ Ax(2x+ Ax-2)
=
=2x+Ax—-2

finalmente calculamos el limite que estamos buscando y es precisamente la derivada

entonces

Lim LEED=TC) i x4 Ax—-2)
Ax—0 Ax Ax—=0

que se lee "la derivada de f(x)

conrespectoa x es 2x-—2".
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Ejercicios. En cada una de las funciones siguientes encuentra su derivada

H

1. f(x)=2-3x 2. f(x)=1-x7

3. S = 3_]2 4. y:—\/x-—4

5 f() =
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6. f(x)=-/x+1 7. y=(x-2)

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA
La linea tangente
El concepto de limite proporciona el modo de alcanzar la mejor descripcion de linea tangente.

En la figura sea P un punto fijo y O un punto moévil proximo a P. Observa que la recta secante
que pasa por Py Q, tiene como posicion limite la recta tangente en P cuando Q se mueve hacia P

a lo largo de la curva.
+h)—
Tambien vemos que la pendiente de la secantees m_,, = St = /)

h
A i'ecta secante ‘ i A
J
Plxt+h, flx+h)
/ _posicién posicion
2 limite v " limite
o //
O, JoZ7 Ok fe+h) Pl f@) - ~Tecta sécarnte
= B ; . % “" xww_/;/ :
7 2]1
P . P
. X S L x-h 3 >

En consecuencia, la linea tangente es la recta que pasa por P con pendiente m,,, que satisface

im () =lim JEEPI@) &0

h—>0 h-0 h dx

mtan
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Definicion.- Se dice que la derivada de una funcién y = f(x) desde el punto de vista

geométrico es la pendiente de la recta tangente a f(x) en un punto dado P(x, y)

Ejemplo. Encuentra la pendiente y la ecuacion de la recta tangente a la curva f(x):x2 —lenel
punto P(2,3).

Primero calculemos

JO+h)—f() _(x+m) —1-(x" =1

h h
x4 2k (B) - 1-x7 +]
h
_hGx+h) o

h

FEHA) =Gy e ay

luego; m,,, = lim
9% fan Ax50 Ax Ax—0
por tanto  m,,, = 2x en cualquier punto; 72,,,=2(2)=4 en x=2

La ecuacion de la tangente es

y=3=4(x-2)
y=4x-8+3
y=4x-5

Ejercicio 1. Encuentra la pendiente de la tangente a la curva y=—x2 +2x+72 en el punto

donde x =2
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Ejercicio 2. Hallar la pendiente y la ecuacion de la recta tangente a la funcién f(x)=1 —x% enel
punto P(2, -3). Trazar la grafica.

Ejercicio 3. Hallar la pendiente y la ecuacidn de la recta tangente a la funcion f(x)= x* +1 en
el punto P(1, 2). Trazar la gréafica.

1
Ejercicio 4. Encuentra los puntos de la funcién f(x) = — donde su pendiente es -1/4. Trazar la
X

grafica.
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REGLAS PARA DERIVAR

Calcular la derivada de una funcion a partir de su definicién es finalmente un proceso tedioso y
gue demanda mucho tiempo. Esa es la razén por la que se han desarrollado instrumentos (tedricos
y tecnolégicos) que permitan acortar el largo camino que hemos visto hasta aqui.

Recuérdese que la derivada de una funcion f(x) nos produce otra funcién. Este proceso lo

podemos esquematizar de la siguiente manera.

Operacicn de .
y=/) —> derivar —> /(%)

Regla1. La derivada de una funcién constante f(x) = ¢ es cero. Cuando una funcién f(x) no
tiene cambios su pendiente es cedro.

a©) _,
dx
Ejemplo.
6y s o @ _dACS)
dx dx
PY_y
dx

Regla 2. La derivada de la funcidn identidad f(x) = x es 1. La razon de cambio es 1 a 1.

a0 _
dx

Para demostrar la regla nimero 3 es conveniente recordar que:

_ nn-1) ,_ _
(Cl+b)n =an+nan Ib+ (7 )an 2b2+"'+l’lflbn]+b"

Es decir,

Regla 3. Si f(x)=x" entonces su derivada es,

) =lim GetAx)" —x7
dx Ax =0 Ax
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l’l(l’l - 1) xn—2

x" 4+ nx" Ax + (Ax)? + -+ nx(Ax)" + (Ax)" —x"

af (x) =lim
dx Ax —=0 Ax
Ax[nx”‘] + Zq'_(ﬁ;l)xn_z.Ax—{—“"f'l’IX(AX)n—z +<AX)H—I]
=lim 2 =
Ax >0 Ax

Dentro del paréntesis todos los términos tienen como limite cero excepto uno, el que no tiene como
factora Ax.

Ejemplos:
3
1) ﬂf_) =3x>
dx
-5 .
2 267 —5x‘6=—i6
dx X

La justificacion se deja como ejercicio.

Regla 5. Si u#, vy wson funciones de x, entonces

&

justifica la regla como un ejercicio de tarea.
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Ejercicios: Encuentra la derivada de cada una de las siguientes funciones.

1. y=2x" 2. y=mx’
3 2 4 A

Y x! - Sx

5
5.y=3—2x+7zx2—% 6. f(x)=3\/[;c?.Rescribe3\x5=x/3.
X

7. y= 3 8.y=—x4+3x2—6x+2\/;—1

i = ;

x
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9. y=11x" —2x+3x’ -4

Regla6. Si y= f(v) y v= g(x) entonces,

d d -
Supongamos que y =v" entonces YL =™ de acuerdo ala regla 3.

av dv

Ahora bien, estaras de acuerdo que;

dy _dy dv_ d [v"] dv
dx

da
Por tanto, dy =" id . Este proceso también se le llama regla de la cadena.
dx dx
Ejemplo. Hallar la derivadade  y = (3 —x?)? -
d
Hagamos n=3yv:3—x2:—v:-2x
dx
dy 5 \2
Por tanto ——=313-x"}(-2x
b _afp- 20
d
A4 —6x<3 - x’ )2
dx
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Ejercicios. Calcular la derivada de las siguientes funciones.

1y =~2x° 3.

1
Rescribir la funcién como y = (Zx3 —3) 2

2.y=(33-7x)"

3 s=(2-5t+2)

3

x* —4

5. f(x)=

6. y=3x"—2x+1

&3




— _24/~
7. y=-3%2-9x 8 5=, 21
VT =2

DERIVADAS DE FUNCIONES IMPLICITAS

d
Recordemos a través del siguiente ejemplo qué es una funcion implicita y calculemos c;’y
x
Funcion implicita Funcién explicita Derivada
dy 2
.X:V = 2 y - x dx - x2

El ejemplo nos ensefia que es relativamente facil despejar y de la funcion implicita para asi,
obtener su derivada. Pero sabemos que a veces en ciertas funciones, o no se puede despejar la y

o es sumamente dificil hacerlo, entonces hay que preguntarse si dichas funciones se pueden
derivar implicitamente. La respuesta es si, y es necesario hacerlo término a término considerando
que la ecuacion determina a y como funcién de x.

Ejemplo 1. Derivar x* + yr=5

Derivando término a término tenemos que:

84



dy
2x4+2y—-=0
ya’x
dy
2y~ =-2x
ydx
& __2x_ x
dx 2y y

Comprobacién del ejemplo 1.

Si en el ejemplo 1 hacemos explicita la funcion, entonces

r———

y=/5-x
R -t IR SR
dx 2 (S—xz)% \/S—xz

. . e 2 .
pero si en el denominador sustituimos /5 —x” por y obtenemos el mismo resultado que en el

ejemplo 1.
b__x
dx y
. dy .
Ejemplo 2. Calcular ;7— de la ecuacion seny = x
x -
9 seny =%
dx 4 dx
dy
cosy—=1
7 dx
Q 1
dx cosy
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Ejercicios 1-6.

hallar

d
gy— implicitamente

X

1. x> —y? =16 2. x* -y =0
e 2, .2

3.Vx++y=9 4. x"+y° =2

5 ' —y=x 6. \/;=x—2y




DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Hemos visto que, la derivada de una funciéon de X, es también otra funcion de x. Si ocurre que
esta nueva funcion es derivable; en este caso la derivada de la primera derivada se llama segunda
derivada. De forma semejante la derivada de la segunda derivada se llama tercera derivada, y asi,

sucesivamente hasta la enésima derivada.

Ejemplo.

Si, y=5x3 :gy
X

Simbolos para indicar las derivadas sucesivas:

dy

2
=~ =15x" entonces

dx

dx

a (E’Xj - 41_;‘;) =30x, etc.
X

y' = f'(x)= -, significa la primera derivada de y con respecto a x
x

2

" " d
= x)= »——X, significa la segunda derivada de y conrespecto a X
dx’ Y

d’
y =1 (x)z KZ significa la tercera derivada de y con respecto a x
d'y
y = 7 (x)= R significa la cuarta derivada de y con respecto a x, etc,,
X
Ejercicios
1. Determinar la segunda derivada de 2. Determinar la tercera derivada de
y=2x> =5x+2 y=x"+5x-4
4. hallar la segunda derivada de

3. Hallar la tercera derivada de y =(x — 2)3

y =(x—3)(x+3)
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VALORES MAXIMOS Y MINIMOS DE UNA FUNCION

Iniciemos el tema de maximos y minimos considerando la siguiente situacion.

Un rectangulo (figura mostrada) tiene 100 cm de perimetro. Expresar su area A como funcién de
X y caleular la base y la altura que nos da la figura de mayor area.

Si el perimetro es 100, entonces

2x+2y =100
x+y=50 | ’ Af"y Y
y=50-x ' e
El area del rectangulo es x
Con la ecuacion del area A=50x—xzcompleta la siguiente tabla y grafica.
¢, Qué nos ensefa la grafica? X1 o f10] 20| 30| 40 | 50
: . A
Que existe un valor maximo para A y
d A
Que @ m vale cero en donde A es max. Por tanto.
dx 800
i 700
-— =50-2x 600
dx 500
50-2x=0 400
x=25cm 300
y=50-x 100
y=25cm 1h 20 J0 hododo | | x

Conclusion. La base y la altura del rectangulo deben valer 25 cm para obtener el rectangulo de
mayor area

De una forma analoga se concluye que una parabola que tiene su concavidad hacia arriba tiene
un valor minimo y que su derivada en ese punto también es cero.
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Ejemplo 1. Determina el valor maximo o minimo de la funcion y = x*~2x-2

Primero hay que obtener la derivada de y = x* —2x —2

dy

— =2x-2
dx

En la gréafica es evidente que hay un punto minimo, por tanto

x="=1 = y=0)-20)-2=-3

Esto significa que la funcién tiene un valor minimo en el punto P(l,—3) |

Ejemplo 2. Se desea hacer una caja abierta, con una pieza cuadrada de material de 4 pulgadas
de lado, cortando cuadraditos iguales de cada esquina y doblando por las lineas de puntos de la
figura. Hallar el maximo volumen que puede lograrse con una caja asi.

El volumen de la caja es el area de la base por la altura

V =(4-2x)x=16x-16x* +4x’
luego derivando obtenemos

iK=16—32x+12x2

dx

16 —32x+12x% =0 si el volumen es max. o min.

__8E/64-48 84
4-8x+3x*=0 = 6 T 6

Gréfica de lafuncién volimen

2
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Ejercicio 1. Encontrar dos nlimeros positivos de manera tal que la suma del doble de uno mas
el otro, sea minima, si el producto de dichos nimeros es 288.

Ejercicio 2. Hallar dos numeros, cuya diferencia sea 50, de modo gue su producto sea minimo

Ejercicio 3. Un granjero dispone de 200 pies de valla para delimitar dos corrales adyacentes
rectangulares (figura mostrada).  Qué dimensiones debe elegir para que el area encerrada sea
minima?
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MAS DE MAXIMOS Y MINIMOS

;,Como encontrar un primer método para analizar los maximos y/o minimos relativos de una
funcion y = f(x)?

Comencemos por analizar las funciones crecientes y decrecientes con respecto a su pendiente en
cada punto de ellas.

m sie_mpre es m siempre es
positiva negativa

Y

L.
>

Funcion creciente. Es cuando x crece Funcidn decreciente. Es cuando x
y también lo hace y. Su pendiente o crece y decrece y. Su pendiente o
derivada siempre es positiva. derivada siempre es negativa.

Con los antecedentes anteriores podemos concluir que una curva gue tiene su concavidad hacia
abajo, tiene un maximo relativo y que una que es céncava hacia arriba tiene un minimo relativo.

A Funcion concava hacia abajo A Funcidn concava hacia arriba

m =0

m negativa m positiva

m,positiva m negativa

Valor maximo

Valor miinimo
> >
Una funcidn tiene un maximo relativo Una funcion tiene un minimo relativo
cuando su pendiente es cero y su cuando su pendiente es cero y su
derivada pasa de ser positiva a ser derivada pasa de ser negativaa ser
negativa haciendo el recorrido de positiva haciendo el recorrido de
izquierda a derecha. izquierda a derecha.

Con el analisis de las ilustraciones anteriores podemos concluir el primer método para calcular
los maximos y/o minimos relativos de una funcion y = f(x)
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Primer criterio para calcular los maximos y/o minimos relativos de una funcién

1. Calcular la derivada de y = f(x)

2. lgualar a cero la derivada de y = f(x) y resolver la ecuacion, la soluciones se llaman
valores criticos

, , d o
3. Analizar el signo de EX un valor antes y uno después de cada valor critico sin brincar
x

alguno de ellos

a) siladerivada de y = f(x) cambia de (+) a (—) se trata de un maximo

b) siladerivadade y = f(x) cambia de (—) a (+) se trata de un minimo
¢) sino hay cambio de signo no es ni maximo ni minimo

4.- Graficar

Ejemplo.  Calcular los méaximos y minimos de la funcion y = x* —6x® +9x . Graficar

Primero calculamos la derivada de la funcién

d
Y _3x2 12x+9
dx

igualamos a cero la derivada de la funcion

3x2=12x+9=0

factorizando y resolviendo la ecuacion, tenemos que

3(x—3)(x—1): 0,
entonces
x=1=>y =4
X, =3=>y,=0
Analisis del valor critico x; = 1 Analisis del valor critico x =3
dy . . dy =3 _
Si X <1, porejemplo 0.9 = o = 3(—)(—) =+ Si X <3, por ejemplo 2.9 = P (‘)("‘)‘— -
X

X >1, porejemplo 1.1 = @ = 3(—)<+)= -
dx : : dy

Si x > 3, por ejemplo 3.1 = It = 3(+)(+) =+
x
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. .. . .. ., 2 4
Ejercicio 1. Calcular los maximos y minimos de fa funcion y =2x° —x

Ejercicio 2. Calcular los maximos y minimos relativos de la funcion y = x* —4x. Graficar.
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Ejercicio 3. Hallar los maximos y minimos de y = 3x* —4x’ —12x?. Graficar.

3

s . " - a '
Ejercicio 4. Determinar los maximos. y minimos de y = x? + == Graficar.
X
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Concavidad de una curva. Cuando recorremos una curva de izquierda a derecha y |la tangente
de esta en cada punto gira en sentido contrario a las manecillas del reloj, se dice que la curva es
concava hacia arriba; si gira en sentido opuesto, la grafica es concava hacia abajo.

Luego es evidente que la derivada de una funcién con concavidad hacia arriba es creciente, por
tanto su segunda derivada es positiva, por el contrario si la concavidad es hacia abajo, la primera
derivada es decreciente y su segunda derivada es negativa. Por Gltimo, un cambio de concavidad
se encuentra en un punto que se llama de inflexién. Los diagramas siguientes nos ayudaran a
aclarar lo antes dicho. :

Funcién concava hacia arriba Funcién céncava hacia abajo Cambio de concavidad
A A A

A

Valor maximo

Punto de
inflexion

Valor minimo

¥ > Y > 3
f(x) es creciente, luego f’(x) es decreciente, luego  Funcién cdncava ! Funcidn concava
f7"(x) positiva y la funcion [ “'(x) negativa y la funcion hacia arriba hacia abajo
tiene un minimo tiene un maximo

Analizando y sintetizando estas ilustraciones podemos concluir un segundo método para calcular
los maximos y/o minimos de una funcién y = f(x)

1. Calcular la primera derivada

2. Encontrar los valores criticos

3. Hallar la segunda derivada

4. Evaluar la segunda derivada en cada uno de los valores criticos para conocer el
signo de esta:

a) Si f (x) es negativa la funcion tiene un maximo
b) Si f (x) es positiva la funcion tiene un minimo

c) Si f (x) es cero o no existe, generalmente es un punto de inflexion

5) Graficar
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1
Ejemplo . Hallar los valores maximos y/o minimos de f(x) = §x3 —x?-3x+4
Solucién: Derivando f(x) tenemos
fx)=x*-2x-3

luego
2 4, .
x” —2x-3=0 enun max. o min.

Resolviendo la ecuacion los valores criticos son

x,==1yx,=3
Calculamos la segunda derivada

fix)=2x-2
Evaluamos f(x) enx =-1yx,=3

f" (— 1) = 2(— 1)— 2 = —4, es negativa, por tanto, hay un maximo =6.33 en x=-1.

f (3) = 2(3)— 2 =4, es positiva, por tanto, hay un minimo =-5 en x=3.

Ejercicio 1. Hallar los maximos y minimos de f(x) = x> —3x + 4 . Graficar.

Ejercicio 2. Determinar los maximos. y minimos de f(x) = x* +x* . Graficar.
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ANTIDERIVADAS - INTEGRALES

Sabemos que las operaciones en matematicas tienen sus inversas, por ejemplo, la adicion y la
sustraccion, la multiplicacién y la divisién, elevar a una potencia y extraer una raiz, etc.,

En el calculo integral sucede exactamente lo mismo; la integracion es una operacion inversa a la
derivacion.

En el célculo diferencial aprendimos que si, y = f(x); entonces, la derivada de la funcién es
A f'(x) o bien si empleamos diferenciales, la diferencial de la funcion es;.

dx

(definicién de diferencial)

El propésito fundamental del cdlculo integral depende de la operacion inversa a la
diferenciacion, es decir:

Lo antes dicho lo podemos resumir con la siguiente ilustracion

& diferéncial <

integral €
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La funcién f(x) gue asi se obtiene se llama integral o antiderivada de la expresion diferencial
dada; el procedimiento de hallarla, se llama integracion; la operacién se indica escribiendo el

signo integral _f delante de la expresion diferencial; de manera que;

[rea=re)

Algunos  autores utilizan '
indistintamente el termino de
. antiderivada en lugar de i
i integral por ser una
ﬁoperacién inversa a la |
diferenciacion.

|

Ejemplos
Funcién Diferencial

dy =3x’dx

dy=e’dx
| . - - S — érctan )
3. = arctan Y B DY
f Y x 4 1+ x? e x?

Significado geométrico de Ia constante de integracion

Cuando integramos una diferencial dada, realmente lo que estamos obteniendo es una familia de
funciones de la forma f(x)+C, donde C se denomina comstante de integracion; y es una

constante arbitraria porque se le puede asignar cualquier valor real, veamos enseguida por qué

=i

y=x°

Como cz’(x3 )= 3x’dx, entonces
j3x2dx =x*

Como d(x3+1)=3x2dx, entonces

I3x2dx =x>+1

Como d(x3—2)=3x2dx, entonces

I3x2dx= x> =2

En general, como i ,
d[f(x)+ C]: f'(x)dx Familia de funciones /' (x)+C
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donde C es una constante arbitraria, tenemos que
[rema=rfm+c

se llama integral indefinida y C' constante de integracién.

Casi siempre, cada diferencial proporciona una féormula de integral inmediata. En la tabla
siguiente se listan las primeras integrales que utilizaremos en esta seccion.

Evidentemente que las integrales inmediatas cumplen con las reglas de linealidad, es decir,

j.cf'(x)dx=c.[f'(x)dx, donde ces constante

[l 6)+ & @kie= [ e + [/ (s

Ejemplo 1. Calcular
I3dx

Solucion ;
j?)dx =3 Idx =3x+C aplicando la primer integral inmediata y la primer regla de |

linealidad.
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Ejemplo 2. Calcular
J‘xsdx
Solucién
6
stdx = % +C porque n =35, y aplicando la regla nimero 2 de la tabla
anterior.
Ejemplo 3. Hallar el valor de
J\/Xd“\ | Unaraiz 4x b se puede expresar
. como una potencia de la siguiente
Solucion i y | manera
J3\,"xdx = '[x' Sdx
4/ %
x/3
=% 4C
4
3
3 4 | de maneraque ix =x
== x/3 +C ‘ ue
4 .
1 3 4
orque n = evidentemente n+1=~+- =
porq Yy 37373
Ejemplo 4.. Hallar el valor de
j?:xsdx
Solucién
J3x5dx =3 Jdex
6
X
=3 — [+C
6
x +C
Ejemplo 5.. Calcular
Sdx
=
X
Solucién
Sdx _ 5
—_sj *dr =57 [+C==-"x4C
2x?
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Ejemplo 6.. Calcular
I(3x3 +4x* —2x + S)dx

Solucién
_[(3x3 +4x? = 2x + S)d = '[3x3dx + .[4x2dx— JZxdx + Ide
=3 Idex +4 jx2dx -2 dex +5 Idx
4 3 2
=3 X |ed | |+ skt
4 3 2
= §~x4 +-L3ix3 —-x"+5x+C
Ejemplo 7.. Calcular
I(x ~3)dx
Solucion
J‘(x - 3)2 dx = J(xz - 6x+ 9)dx Elevando el binomio al cuadrado
= Ixzdx -6 '[xdx +9 Idx
3
= 36: -3x* +9x+C
3
Ejemplo 8.. Calcular
3
j2x -3x i
X
Solucién
3 "
. J?x 3 de =2 |x*dx -3 Idx Dividiendo todo entre x
X

3
=2[f—)—3x+c
3

:zx3—3x+C
3
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Ejercicios

Calcular las siguientes integrales indefinidas

6
1 .[Sx dx R S3.c
3dx
2 J‘“;'cﬁ‘“
( 3. _[2 %Gczdx
5
R. ng +C

4. '[2 3J?-dx
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i +
— R ~
i N =
+ |
—R o
' =
NN
o2
S
R
(@l
|
)
—_
=
Ly
)
-

2) dx

(x+2)r -

1. |
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CAMBIO DE VARIABLE

Cuando tenemos que integrar una diferencial, producto de una funcién compuesta, es
conveniente hacer un cambio de variable para que se nos facilite el proceso de integracion.

En una integral de la forma
[7((x))e ()
sihacemos u= g(x) y du= g'(x)dx , entonces la integral se puede escribir como

[7)eu

y si F(u)+ C es la antiderivada de la expresion anterior podemos concluir que

j f()du=F()+C=F(g(x)+C

Ejemplo 1. Calcular
J.(x2 + 3)5 2xdx
Solucién Hagamos

u=x>+3, luego du = 2xdx .

Entonces
J‘(xz + 3)5 2xdx = fusdu = é u® +C
= é (x2 +3)6 +C Sustituyendo u por x’ +3

Comprobacion

O e

En los siguientes ejemplos dejamos la comprobacion al estudiante como gjercicios.
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Ejemplo 2. Calcular

- Solucién Hagamos
‘ 1
=2+ 3x, luego du =3dx y dx = 3 du

Entonces

—?;a’u 1 1 u™ 1 1
_[ J j Sdu=-| - — +C== 5 +C=-rrtC
2+3v 3( -2 6u 6(2 +3x)

Sustituyendo u por 2+3x.

Ejemplo 3. Calcular
Ixz xf2 +x° dx

Solucién Hagamos

3 2
=2+x", luego du=3x"dx

1
Entonces podemos ver que 3 du=x>dx; por tanto

3
r,......h__. ] ] /2 3
sz\/2+x3dx:J—ZIAdll=l l-—l3 +C—"“/2 +C
3 31 2
2
2 3
:—9-(2+x3)/2 +C Sustituyendo u por 2+ x°
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Ejercicios

Calcular las siguientes integrales mediante un cambio de variable.

2 1. J(2x ~3) dx

;]3—(2x—3)4 +C

2 [Jax-3ds

42x +1)?
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4. I(a +bx) dx

5. '[\/xz —3xdx R 1 (xz _3>% i C
3

6. .[1(2 -3¢ )2 dr
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7. -3y

2y2—6y3+%y4+C
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La Regla del Logaritmo para la Integracién

Sea u una funcién de x derivable.

'[la’x_:lnlx|+c 2. ﬁiﬁ___ n[u|+c

x u

Ejemplo 1

J‘zdx‘ ] haciendo u=2x -1 setiene que du =2 dx entonces
v

1 J@{@- =llanx—l| +c
292x-1 2

Ejemplo 2

xd. .
I = considerando u = x* + 3 tendremos du = 2x por tanto

l |2x +3‘+c
4

x+1
J s dx tenemos que u= x> +2x entonces du=2x + 1 asi que
x°+2x

J‘(x+1)

ln‘r +2x} + c
x“+2x

1. Jzzx——]dx

x“—x+2
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3 I;_JC] dx
oF
4. .[1 Ay dx
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Reglas de Integracién para funciones exponenciales

Sea u una funcién de x derivable.
1. Ie" dx=e"+c 2. Ie" du=e"+c

Ejemplo 1
1. Je'“” dx

Solucidn: considerandou=3x + 1

entonces tenemos que du=3dx Asi que,

3x+1

+cC

Ie3,\.+1 dx = %J‘es.m (3)dx =

Ejemplo 2
ISxe’x2 dx

Soluci6n: sihacemosu=—x> entonces du=—2x dx Asi pues,

J‘Sxe""2 dx =5 J‘xe""2 dx = %J'e""2 (-2x)dx = —-%e""z +c

1. Ie‘s"' dx
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2. jxe”2 dx

3 fler+1)ax

| 4. I(e"ﬂ)ze“'dx

5. I2j—ex dx
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INTEGRAL DEFINIDA )
EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Si una funcién f es continua en el intervalo [ a, b ], entonces:
h

1) ax=FG) [, = F6)- Fla)

a

donde F(x) es cualquier integral indefinida de f(x)

Ejemplo 1

Jeobe =[5 - (-3

Ejemplo 2

1
I(é[vc+1)2 dx  setiene que u=4x + 1 por tanto du = 4dx entonces
0

i _ 1 ey '_1{2_1} 3
j(4\c+1) _4J4x+1)() 4{ 2 }0—4 3= 3

0

Ejemplo 3

1. (2x2 —3x+2)dx

(=3} ¥}
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—lj dx

RN
~a—

3. ]J‘x e™ dx
0
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PROBLEMARIO DE ARITMETICA

CONIJUNTOS

EJERCICIO 1.

Especifica cada uno de los siguientes conjuntos por extension.

1. Elconjunto de los nimeros naturales mayores que 10 pero menores que 18, inclusive.
2. Elconjunto de los dias de la semana que comienzan con la letra c

3. Elconjunto de los meses del afio que tienen 31 dias.

4. Elconjunto de los nimeros imparesentre 2y 1

5. Elconjunto de los nimeros cuyo cuadrado es cero.

Il Especifica los siguientes conjuntos en una forma constructiva (por comprenéién)
1.8={1,3,5,7, ...}

.C=1{1,4,9, 16, 25,36, ...}

.M={2,4,6,8,10, ...}

N=11,2,3,4,5, ...}

.B={1,9,25,49,81, ..}

.A={..,-6,-5,-4,-3,-2,-1}

W={.., -5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
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EJERCICIO 2.

1. Escribe en notacion de conjuntos las siguientes afirmaciones.

1.
2.

@ v P w N PR

x es elemento de P

a no esta contenido en M

A es un subconjunto de B

M es subconjunto propio de N

M no es subconjunto de A

A es un conjunto vacio

Py Q son conjuntos equivalentes

Py Q son conjuntos iguales

Indica si los conjuntos descritos a continuacion son finitos o infinitos

lLas estaciones del aio

Los seres humanos que habitan en la tierra

{1,2,3,...100,000}

{x/x es un nimero impar}

{x/x es una ciudad del planeta tierra}

{ x/x es un nimero entero }

El conjunto de los mdltiplos de 4

{ x/x es un nimero racional mayor que 4 pero menor que 5}

Determina la cardinalidad de los siguientes conjuntos

A ={x/x es un mes del afio}

B = {x/x es un dia de la semana}

M ={y/y esuna vocal}

N = {x/x es un nimero entero positivo menor que 14}

A = { x/x es un niimero entero entre 15 y 16}

A={11,12,13, ... 99}

W = { x/x es un nimero realy x*=-9}
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IV. Dados los conjuntos: No per Cemece

™ T
N

- C,M//bMLN €e

S T 3

/) > Txw Levr peccioh 3

C = { x/x es un nimero natural menor que 12} i

A=1{2,4,56,8,10}

B ={a,e,i,o,u}

D = { x/x es una letra del alfabeto}
E= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

Determina cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas ;

1. 86eC___6.AC E 11.B & A 1
2. zeD 7. Ay Csoncomparables _ 12.CCE |
3, 8€A 8.AcC 13.Dc E__ ‘
4. AcB____ 9.Cc A___ 18.CCE
5. Ac>B_ 10.E=C |

15. Ay B son Comparables

V. Escribe todos los subconjuntos que se pueden formar con los elementos del conjunto. J

A ={2,4,6}

B = {a,e,i,o,u}
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M={2,a}

A={x}

OPERACIONES CON CONJUNTOS

EJERCICIO 3.
I. Dado el conjunto universo

U={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Y los conjuntos:

A={14,7,9}

B=1{2,4,6}

C=1{4,56,7}

D ={x/x €Uyxes par}

E={x/x €Uyxesimpar}
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Il. Resuelve los siguientes problemas utilizando diagramas de Venn-Euler.

1. Enuna escuela de idiomas trabajan 67 personas, de las cuales, 47 hablan el idioma inglés, 35
el francés y 23 ambos idiomas. ¢Cudntas personas que trabajan en dicho instituto no hablan ni

el inglés ni el francés?

2. De un grupo se conoce que a 19 les gustan las matematicas, a 17 las artes, a 11 la historia; a 2
les gustan las tres; 12 prefieren matematicas y artes; 7 historia y matematicas; 5 artes e
historia y a 5 alumnos ninguna de ellas, hallar:

a) Elnumero de alumnos que hay en el grupo

b) Elndmero de alumnos a los cuales les gustan solamente las matemaéticas y artes

c) ElnGmero de alumnos a los cuales les gustan solamente las artes e historia

d) El nimero de alumnos a los cuales Gnicamente les gustan las matemdticas

e) Elndmero de alumnos a los cuales solamente les gusta la asignatura de artes

f) Elnimero de alumnos a los cuales solamente les gusta la asignatura de historia

g) Elnimero de alumnos a los cuales solamente les gusta matematicas e historia
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3. 50 en el sistema cuaternario

4. 1645 en el sistema de base 8

5. 1425 en el sistema de base 7

6. 2700 en el sistema de base 9

lll. Efectta las conversiones que se piden.

1. Convierte el nimero 1021, al sistema binario

2. Convierte el nimero 782, al sistema base 5

3. Convierte el numero 302132, al sistema de

base 7

4. Convierte el nimero 520321, al sistema de

base 8
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ESCRITURA DE UN NUMERO EN EL SISTEMA DECIMAL

I Escribe los nimeros del sistema decimal que se indican a continuacién.

1. Veinte mil cuatrocientos siete unidades y cuatro décimas

2. Trescientos cuarenta y seis mil, sesenta y ocho unidades y catorce centésimas

3. Cinco millones, ciento ocho mil trescientos cincuenta y dos unidades y siento setenta y

cinco milésimas

4. Setecientos treinta millones, ochocientos doce mil quinientos dos unidades y seis

centésimas

5. Diez billones, ciento ocho mil novecientos seis millones, trescientos veintiséis mil

cuatro unidades y siete milésimas

6. Mil cuatrocientos billones, cuarenta y un millones nueve mil doscientos tres unidades y

cuarenta y ocho diezmilésimas

il Escribe los siguientes nimeros del sistema decimal.

1. 13546714.0128

2. 108042 109.3651
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7 465 946 024.607

52 000320 002.16

208 000 504 114.108

1 000 062 500 000.9

RELACIONES DE IGUALDAD

1.4(6—x)—-2(3—x)-5=9(5—-2x)

2.(y-4)>-7(2-y)=(y+5)y-2)
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5. [2x =7/ =15 6. 30— 5x =20

7.\/5-4x-1=6 8.3/2x+5+2=11

RELACIONES DE DESIGUALDAD

1.3x-7 22 2. 5(x-1)-2(x=-3)=213
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3. 2(5-x)=2x+19

4, -10<5(x+3)< 5

5. 2-3x>11

6.5(9—-x)<4(x+15)+12

6. -14<7(3-x)<7

8.21<3(5-2x)<39

133




TEORIA DE NUMEROS PRIMOS

I. Descomponer en sus factores primos los nimeros indicados

1.378 2.525

3.198 4. 630
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Il. Encuentra el méximo comun divisor de (m.c.d.) de los nimeros indicados.

1.216y 840

2.360y 450

3. 475y 580

4.580y 950

Hl. Encuentra el minimo comun multiplo (m.c.m.) de los nimeros indicados

1. 64,96y 108

2. 6,8,9,12

>
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3. 15,18y 30 4. 69,17y 51

PROBABILIDAD

1. En una caja hay 25 tornillos en buen estado y 80 defectuosos. ¢Cual es la probabilidad de sacar de

la caja al azar un tornillo en buen estado?

2. De cada 1000 personas a las que se les practican exdmenes médicos, 35 tienen problemas de la

vista. ¢Cudl es la probabilidad de que una persona examinada padezca alglin malestar con su vision?
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3. En una caja hay 75 canicas azules y 225 rojas. ¢Cudl es la probabilidad de sacar al azar una canica

azul?

4. Se lanza un dado y se saca una canica de una bolsa; en la bolsa hay 3 canicas, una roja, una azul y

una verde. éCud! es la probabilidad de que salga un nimero primo y una canica azul?

5. De un grupo escolar se van a elegir por sorteo a 3 alumnos que se hagan cargo de una ceremonia
escolar; en el grupo hay 24 hombres y 12 mujeres. ¢Cudl es la probabilidad de que el grupo de

representantes esté conformado de las maneras siguientes?
A) Sean 3 hombres

B) Sean 2 hombres y 1 mujer

C) Sean 2 mujeres y 1 hombre

D) Sean 3 mujeres
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6. En una caja hay 5 bolas rojas, 8 blancas y 3 azules.

A) ¢Cudl es la probabilidad de que al sacar una bola, ésta sea roja o blanca?

B) éCudl es la probabilidad de que al sacar una bola ésta sea azul y blanca?

C) éCudl es la probabilidad de que al sacar dos bolas, una sea blanca y una roja?

D) éCudl es la probabilidad de que al realizar el suceso, la primera bola sea blanca y la segunda roja?

7. La probabilidad de que un jugador de tenis gane un torneo es de 2/5, y la probabilidad de que gane

otro de los jugadores es de 1/4. ¢Cudl es la probabilidad de que uno o el otro tenista ganen el torneo?

8. La probabilidad de que un equipo de béisbol gane su primer juego es de 1/4, la probabilidad de que
gane su segundo juego es de 1/2. Calcular la probabilidad de que gane por lo menos uno de sus dos

primeros juegos de un torneo, si la probabilidad de que gane ambos es de 1/5.
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OPERACIONES FUNDAMENTALES CON LOS NUMEROS REALES. PROPIEDADES

Adicién y multiplicacion

OPERACION PROPIEDAD GENERALIDAD SIGNIFICADO
_ El orden es intrascendente cuando dos
Conmutativa numeros se suman
a+b=b+a
Los numeros se pueden agrupar
Adicion Asociativa indistintamente
a+(+c)=(a+b)+c
) Sumar cero a cualquier cantidad
Identidad produce la misma cantidad
a+0=a
Inversa o a-l-(— a)= 0 Sumar una cifra a su inverso aditivo
negativa produce 0
Al multiplicar dos nimeros el orden no
Conmutativa tiene importancia
ab = ba
La agrupacién de los términos en la
: multiplicacién no tiene importancia
Asociativa a(bc) — (ab)c
Multiplicacién Multiplicar cualquier nimero por 1 da
el mismo ntimero.
Identidad {a-l1=a
Inversa o 1 ' Muitiplicar un numero diferente de 0
reciproca a ; =1 por su reciproco multiplicativo da 1
Multiplicar un nimero y la suma de
o dos cifras equivale a multiplicar cada
Distributiva} 4(p +¢) = ab + ac cifra por el nimero y luego sumar los
resultados
(a+b)c=ac+bc
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EJERCICIOS

la propiedad correspondien
lgualdad

Propiedad lgualdad

T+y=y+7
7+0=7

Adicion conmutativa

Multiplicacidn conmutativa

125+ (-125)=0 Adicion asociativa

x + (y+3) = (x+p)3 Adicion-identidad

x(7)="7x Multipicacion-inversa
ly=y Adicion - inversa

x(yz) =)z Multipicacién—asociativa
y(h)=1

Multipicacion-distributiva

Cety)wz)=x(w+z)ty(w+z)

Multipicacién—identidad
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Sustraccién y division

Las operaciones de sustraccion (—) y division (—) se definen como sigue.

a—b=a+(—b)

a se llama minuendo
b se llama sustraendo

El resultado de a—b es la
resta

Para restar un nimero de otro,
se suma el negativo.

5-12=5+(-12)

a se llama numerador

b se llama denominador

La division de ayb también
a
suele escribirse a/b o bien Z

y el resultado se llama cociente

Para dividir un numero entre
otro diferente de cero, se
multiplica por el reciproco.

Como 0 no tiene inverso
multiplicativo, a/b no esta

definida para b =0, por tanto
la divisién por cero no esta
definida. Es por esta razdn
gue los nimeros reales en la
division no tienen propiedad
de cerradura.

ol

=7.5"
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Propiedades de los cocientes

ad _a 3:4_3
b b 2 2
a_-a_ a S0
—b b b -7 7 7
a ¢ a+c 35 3+5 8
— = = e 4 = =
b b b 9 9 9 9
a,c_ad+be 2,3_2:4+453 _8+15 23
b d bd 5 4 5-4 20 20
a c_ac 43_12
bd b 5 7 35
a,c_ad_ad 3.,2_.37_2
b d b c b 4°7 42 8
Propiedades de Ia igualdad
Si a=>b y c es cualquier nimero real, entonces
1. a+c=>b+c el mismo nimero se puede sumar en ambos lados de una
jgualdad
Propiedades de los 'nﬁméros négéti'vo_s . Ejemplos(
1. —(~a)=a 1. —(-5)=5

2. (~7B=—7-3)=7(-3)

3. (-7(-3)=7-3
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Sia# 0, entonces su reciproco se
puede escribir

1. a-0=0 paratodo numero real a

1. Si a es positivo, entonces —a es negativo

2. Si a esnegativo, entonces —a es positivo

En la tabla siguiente definimos las relaciones posibles que se pueden dar entre dos nimeros reales

ayb.

Considerando los simbolos mayor que (>) y menor que (<) Estas relaciones se llaman

desigualdades.

r ]

a>b a—~b es positivo

a<b a—b es negativo

a es mayor que b

a es menor que b
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EJERCICIO. Completa la siguiente tabla.

Notacion

7>5 porque 7-5 es positivo - 7 es'mayor que'(f';
3<5
10 es menor que 13
porque 5-8 es negativo
-5<.2

INTERVALOS

Hasta ahora hemos conocido los signos de desigualdad mayor que (>) y menor que (<), vamos
a introducir los simbolos mayor o igual que (2) y menor o igual que (S) para comprender mejor el

concepto de intervalo y la ordenacion entre dos nimeros reales ¢ y &

Llamaremos intervalo al conjunto de nlimeros reales que satisfacen una desigualdad, estos se
indican encerrando entre paréntesis dos nimeros reales ¢ y b, es decir (a, b) y/o corchetes [a,b],

uno inferior, a y el otro superior, & que nos sefialan el conjunto formado por todos los nimeros de la
recta numerica entre estos valores. También puede darse una combinacion de paréntesis y corchetes.

Hustracion

. Inotervalo | Notacidn | Desigualdad | Grafica
Ntmeros reales entre 3y 7 3,7) 3<x <7 >

3 7
Ndmeros reales mayores o « .
iguales que -4 y menores o 4,1 _ ———
iguales a 1 4.1 4sxsl] -4 1
Numeros reales mayores o
iguales que -4 y menores [-4, 1) —-4<x<1 —t—r
que 1 , -4 1
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En la tabla de enseguida mostramos la representacién y los usos de los diferentes signos de
desigualdad

Abierto (a, D) a<x<b b

Cerrado [a, b] a<x<h <—-f—-—]->

Semiabierto por la derecha [a, b) a<x<h S S

Semiabierto por la izquierda (@, b] a<x<bh e wm—

A 4

N
N
A
<
In
wn

'

>

'

($)]

)

N

'

w

1
N =
1
g B
o -
— L
N -
w
E=N
I
o+

Continta de la misma manera...

3 x<-1 >
6543240123456
4 x>712 6543240123456
5 -3<x<3 <+-————ttttt111>
6543240123 4568
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Maximo comtin divisor (mcd) y minimo comtin multiplo (mcm)

Resuelve las siguientes situaciones.

1. Una sefiora tiene dos retazos de tela de 36m y 48m que quiere dividir en
pedazos iguales y de la mayor longitud posible. 4 Cual sera la longitud de cada
pedazo?

2. Un almacenista quiere empacar 161kg, 253kg y 207kg de frijol para tres
pedidos diferentes en cajas que contengan costales del mismo peso y que sea el
mayor posible. ;Cual serd el peso de cada costal y cuantos costales debera
haber en cada caja?

Una forma practica de encontrar la solucién de las situaciones anteriores es descomponer primero los
nameros compuestos de cada problema en sus factores primos.

Los factores primos de un numero se encuentran dividiendo el numero compuesto entre el menor de
sus factores primos y asi sucesivamente hasta llegar a la unidad. Por ejemplo descompongamos 36 y
48 en sus factores primos.

s

36| 2 4B 20

18 | 2 242

913 122

313 - ele

1 L 33
, - :

: : ; SRR L T e
Los factores primos de 36 son 27273°_3§22- 32=36 - Los factores primos de 48 son 2:2:2+2:3=2 «3=48
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Maximo comun divisor. Es el nimero mayor de los divisores enteros comunes a esos nimeros. Por
ejemplo el de 36 y 48 se obtiene de la siguiente manera.

Se descomponen los nimeros simultaneamente en sus factores primos y enseguida se buscan los
factores que tengan en comun los nimeros descompuestos, el producto de estos es el med

®w|p
18 1\

)12 | 2.
':f;' \~ 12
113

9
9
3

1

El med de 36 y 48 es 2°-3=12, por tanto es la solucién del
primer problema.

Minimo comun miultiplo. Es el menor de los multiplos enteros comunes a un grupo de numeros
compuestos, es decir es el niumero menor que puede ser dividido exactamente por todos esos
numeros. Por ejemplo el mcm de 36 y 48 se obtiene multiplicando todos los factores primos de ambos.

Eimecmde36y48es 2-2-2-2-3-3=2".3> =144
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‘Valor absoluto i

El valor absoluto de un nimero ase indica con el simbolo ia[ y denota el nimero de

unidades entre el origen y la magnitud de a, sin tomar en cuenta la direccién, y se
define como sigue

Si a>0, entonces ld = a

Si a <0, entonces ‘a =—a

Ejemplos

1. 5 =5, porque 5>0
2. |-5/=—(~5)=5, porque -5<0
3. Ng—S%:S—\/g, porque 5—+/5>0

4. i«fS——Si =—(\/§ —5), porque J5-5<0

En general se pude decir que ‘ai = —a: para todo nimero real a
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Trigonometria




TRIGONOMETRIA

Sistemas de coordenadas

Funciones

Gréficas de funciones

Angulos

Funciones trigonométricas

Gréficas de las funciones trigonométricas
Verificacién de identidades trigonométricas
Ecuaciones trigonométricas

Ley de senos

Ley de cosenos
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TRIGONOMETRIA
La palabra TRIGONOMETRIA estd compuesta de dos griegas trigonon significa tridngulo y metron

medir. Podemos decir que trigonometria significa medidas de los tridngulos. Relaciona los lados con

sus angulos.

En términos generales, la trigonometria es el estudio de las razones trigonométricas: seno, coseno,
tangente, cotangente, secante y cosecante, Interviene directa o indirectamente en las demas ramas
de la matematica y se aplica en todos aquellos dmbitos donde se requieren medidas de precisién. La
trigonometria se aplica a otras ramas de la geometria, como es el caso del estudio de las esferas en la
geometria del espacio.

Posee numerosas aplicaciones: las técnicas de triangulacion por ejemplo, son usadas en astronomia
para medir distancias a estrellas proximas préximas, en la medicion de distancias entre puntos
geogréficos y en sistemas de navegacion por satélites.

Elementos basicos del método deductivo
Proposicion. Es el enunciado de un hecho, ley, principio o de una cuestion por resolver.
Axioma. Es una proposicion, que siendo evidente, no requiere demostracion.

Postulado. Es una proposicion cuya verdad, aunque no tenga la evidencia de un axioma, se
admite sin demostracion.

Teorema. Es una proposicién cuya verdad necesita demostracion.

Corolario. Es una proposicion que es consecuencia inmediata de otra, y cuya demostracion
requiere poco o ningun razonamiento nuevo.

Hipotesis. En un teorema, es lo que se supone dado o cierto. Es la informacién con la que se
cuenta para demostrar el teorema.

Tesis. En un teorema, es lo que se quiere demostrar, la expresién o propiedad geométrica o
matematica que se deducira a partir de Ia hipotesis. B

DEFINICION Y CLASIFICACION DE ANGULOS
Definicion: Un angulo es la figura formada por dos semirrectas que se interceptan en un punto. Las
semirrectas son los lados del angulo y el punto de interseccién es su vértice., en trigonometria con
frecuencia se interpretan los angulos como la rotacion de una linea fija /71 alrededor de uno de sus
extremos llamado O de origen hasta la posicién especificada por la linea 12 en donde a |1 se
denomina lado inicial A y a 12 lado final B pudiendo tener mas de una revolucién denominandose
angulo ZAOB

Si se utiliza el sistema de coordenas rectangulares un angulo se obtiene con el vértice en el origen y
hacer que el lado inicial coincide con el eje de las X, los angulos medidos en el sentido contrario de
las manecillas del reloj se consideran positivos (levogiro), si giran el sentido de las manecillas del
reloj el angulo es negativo (dextrogiro), denotandose esta medida por letras griegas como a, 8, v .
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,«f/\ ’ b
L |

1gulo positivo

?1: lado inicial del angulo
£5: lado terminal del angulo
O vértice del angulo

Notacién: LAOB

Vértice O coincide con el origen
Lado inicial ¢ coincide con el eje =
Angulo positivo: v«

Angulo negativo: ~

Angulo negativo

= era:
T
, Angulo Definicion Ejemplos
Angulo agudo 6 0°< 8 <90° 12°, 45°, 89°
Angulo recto 8 8 =90°
Angulo obtuso 8 90°< B <180° 91°, 157°, 179°
Angulo llano o rectilineo 8 =180° \
Angulo reflejo o entrante | 180°< 8 <360° | 190°, 240°, 350° |

2. Por pares de angulos:

Pares de angulos Definicién Ejemplos
Angulos complementarios a y B a+ B =90° 21°,79% 0°, 90° ; 45°, 45°
Angulos suplementarios a y B a+ 3 =180° 115°, 65°; 2°,178° ; 50°, 130°
Angulos conjugados a y B a + B =360° 36°, 324°; 103°, 257° ; 180°, 180°
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SISTEMAS DE UNIDADES PARA MEDIR ANGULOS

Medida de un angulo. Para medir un angulo dado, se le compara con otro que es la unidad, el
numero de veces que contiene este angulo al angulo unidad, es la medida del angulo.

La medida de un angulo puede expresarse en diferentes unidades, pero aqui nosotros vamos a
estudiar dos de gran relevancia; el sistema sexagesimal y el sistema ciclico.

El sistema sexagesimal es uno de los sistemas mas empleados para medir angulos y consiste en
dividir una circunferencia en 360 partes iguales llamadas grados ( ) , el grado en 60 partes iguales
flamadas minutos ( ¢) y cada minuto en 60 partes iguales llamadas segundos ( “ ).

El sistema ciclico, tiene como unidad, la unidad ciclica o unidad circular y es el angulo central de una
circunferencia, cuyos lados interceptan un arco de longitud igual a la del radio.

Radian es el nombre que se la da a la unidad ciclica en este sistema

Cuando la longitud de s esigual que lader, el dangulo
es 1 radian, es decir;

EQUIVALENCIA ENTRE LOS SISTEMAS CICLICO Y SEXAGESIMAL

Como la longitud de la circunferencia es 27z 1,
y si representamos por x el numero de grados
de un radian, podemos establecer la siguiente

proporcién:

f:360 de donde x=@r=——180;
r 2rr 27wy T

entonces, . que es el valor de 1 radian en grados, pero es mas facil y practico

recordar que

%""\z’,t\"r'adianés/;r1:80°f:f :




EJEMPLOS

1. Expresar en radianes el angulo de 45°.

Para la conversion vamos a multiplicar 45° por el factor

L]

450 = 45° . 7799 _ %rad = 0.78539rad

2. Expresar en radianes el angulo de 58.25°.

58.25° =58.25° %d =1.01665rad

3. Convertir 85° 35 en unidades ciclicas.

Primero expresemos el angulo en puros grados
85°35 =85"+ (3—5] = 85.5833°
60

85.5833" = 85.5833" %d =1.49371rad

4. Transformar 2.5rad en unidades sexagesimales.

Ahora procedemos de forma semejante solo que el factor de conversion es

2.5rad = 2.5vad - 180 =143.23°
mrad

2 . .
5. Transformar —rad en unidades sexagesimales.

%rad = gmd~ 180 = l—z—qrad =38.1971°

3 mrad T

2 . .
5. Transformar — zrad en unidades sexagesimales.

z7zmci’ = z7zraa’ . —1& =120°
3 mrad
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EJERCICIOS

1. Expresar en radianes los angulos siguientes.

33.25°=

55°28'=

36° 25'40''=

65° 15'30"

CONCEPTOS BASICOS Y CLASIFICACION DE LOS TRIANGULOS
Un tridngulo es un drea plana delimitada por tres segmentos de recta. Los elementos del
tridngulo son: tres vértices, tres lados y tres dngulos. La suma de la medida de los tres angulos
internos es 180°.

A cada angulo interno del tridngulo le corresponde un angulo exterior. La medida de cada angulo
exterior es igual a la suma de la medida de los dos angulos interiores no adyacentes. La suma de la
medida de los tres dngulos exteriores es 360°.

Cada lado del triangulo se designa por regla general con una letra c
minuscula y al dngulo opuesto al lado le corresponde la misma letra pero
mayUscula

a,b,c Lados del triangulo

A,B,C Angulos del tridngulo

Clasificacién de los tridngulos segun sus lados

Tridngulo escaleno: Es un tridngulo que tiene sus tres lados diferentes.

Tridngulo isdsceles: Es un triangulo que tiene al menos dos de sus lados iguales.

Tridngulo equilatero: Es un tridangulo que tiene sus tres lados iguales.

Clasificacién de los tridngulos segin sus angulos

Tridngulo rectangulo: Es un triangulo que tiene un dngulo recto.
Tridngulo obtusdngulo: Es un tridngulo que tiene un éngulo obtuso
Tridngulo acutdngulo: Es un tridngulo que tiene sus tres angulos agudos.

Tridngulo equidngulo: Es un tridngulo que tiene sus tres dngulos iguales.




Para un triangulo rectdngulo se designan los lados de la siguiente forma:

a hipotenusa hipotenusa
b cateto opuesto cateto adyacente
¢ cateto adyacente | cateto opuesto

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
Para todo tridngulo rectangulo se pueden obtener seis relaciones usando las longitudes de sus lados

sin importar el tamafio del tridngulo si no se varian sus angulos.

Histéricamente las funciones trigonométricas de angulos agudos se han definido como las razones
geométricas entre los lados de un triangulo rectangulo.

Razon geométrica. Es la comparacién de dos cantidades por E

i

3
division. Por ejempilo; g = 0.6 significa que 3 es el 60 % de 5. }

Definicion de las funciones trigonométricas

Para definir las funciones trigonométricas, consideremos un angulo agudo cualquiera de un triangulo
rectangulo, por ejemplo el ZB. Se definen como se muestra enseguida.

Nombre | Definicion ~ Notacion .-
seno de B cateto opuesto a B sen B
hipotenusa
coseno de B cateto adyacente a B cos B
hipotenusa
tangente de B cateto opuesto a B : tan B

cateto adyacente a B
cateto adyacente a B
cot B
cotangente de B cateto opuesto a B
hipotenusa
secante de B sec B
cateto adyacente a B
hipotenusa
csc B
cosecante de B cateto opuesto a B
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Por la semejanza de triangulos

a _ b ¢
a b ¢
Por tanto
b b
senB =senB =--=—;
a a

Lo que nos demuestra que los valores de las funciones trigonométricas son independientes de la
magnitud de los lados de un triangulo.

\

Angulos en los diferentes cuadrantes

A continuacién se ilustra la posicién de un angulo ¢ atendiendo a su lado moévil en cada uno de los
diferentes cuadrantes del sistema de coordenadas cartesianas

f\g

180" <lw<270° 210 <a k360

Los signos de las funciones trigonométricas para angulos de cualesquier magnitud, dependiendo del
cuadrante donde guede posicionado el lado moévil del angulo pueden resumirse en el siguiente cuadro.
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Funciones primer segundo tercer cuarto -
cuadrante | cuadrante | cuadrante | cuadrante
Seno y cosecante + + - -
Coseno y secante + - - +
Tangente y cotangente + - + -
APLICACIONES

4 . . -
1. Dado sena = 5 calcular las demas funciones de « teniendo en cuenta su posicién en las

coordenadas cartesianas.

Existen dos Unicas posiciones para el éngulo en esas condiciones, en el primero y segundo
cuadrantes por el signo positivo de la ordenada.

Con el Teorema de Pitagoras calculamos la abscisa; x=+5"-4% =3
Primer cuadrante i
: {
4 3 -’ /1
seno = - cosqa = - 5 ]
5 - : 4
e .‘i. \a t I
4 STy > -
tano = — cota = — Q 8
3 e _
5
seca = - csco = —
3 4
Segundo cuadrante
4 _
seno = - cosg = —
5 .
4 -3 :
tana = — cota =—
-3 4
5
sec = -—- csC = —
- 4
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2
b 3 . . ..,
2. Dadotanc =§, calcular las demas funciones de « teniendo en cuenta su posicion en las

coordenadas cartesianas.

Las posiciones para el angulo en esas condiciones, estan en el primero y tercer cuadrantes por el
signo positivo de la tangente.

oy , [n2 a2
Con el Teorema de Pitagoras calculamos la hipotenusa; r=~2"+3" =413

Primer cuadrante

sena = —3— cosq = A i
V13 13 _
I D v
Mna=§- (mﬂx:g St A )
J13 J13
secCx = — csco = ——
2 3
Tercer cuadrante
sena = -3 cosa = -2 Lk
-3 3 ~2 2 PN -
tanag = — = — oty = — =— i by e o
-2 2 -3 3 s [HEY o
ol
13 ’\/E 3 3 ,—. BN
Seca=‘“‘—2"' Cscaf:—_“g" <113
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EJERCICIOS

1. Dada la gréafica del angulo 4 en las coordenadas cartesianas, calcular las

seis funciones trigonométricas de A.

Y

-3 o

2. Dada la grafica del &ngulo A4 en las coordenadas cartesianas, calcular las

seis funciones trigonométricas de 4.

Y

3. Dada la grafica del angulo A en las coordenadas cartesianas, calcular las

seis funciones trigonométricas de 4.

/o
v
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Considerando las definiciones anteriores y el triangulo que esta a la derecha se pueden completar las
funciones trigonométricas de los angulos indicados.

Funcionsedel 2B | Funciones e £
SenB=" SenC =<
a a
CosB = < CosC = é
a a
b c
TanB = -- TanC = —
¢ b
C b
CotB=— CotC =~
b A c
SecB=2 SecC =2
c b
CseB=2 CseC =2
b c

Esto se relaciona de la siguiente manera.

Funsiones 4972

4 3

Sena =— Senf = —
5 p 5

3 4

Cosa =— CosfB = —
5 p 5

Tano = 4 Tanp = 3
3 4

3 4

Cota =— Cotff =—
4 b 3

5 5

Seca = — Secff =—
3 p 4

5 5

Csca =— Cseff =—
4 p 3
161

[P



EJERCICIOS

1. En el tridngulo de la figura, calcular las seis funciones del angulo A.

B

2. En el triangulo de la figura, calcular las seis funciones delangulo ¢ .

4271

31.68

3. En el triangulo de la figura, calcular las seis funciones del angulo B.

4. Dado el tridngulo BAC rectangulo en A, con ¢ = 4 y b =1 Hallar las seis
funciones del angulo B.
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7 /
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS RECIPROCAS

En el ejercicio anterior te fijaste que cada uno de los productos dio como resultado 1, precisamente
es el concepto de funciones reciprocas.

Funciones reciprocas. Dos funciones trigonométricas cuyo producto es 1, son reciprocas.

B b
, -
——y  SCN P
c
—» cosB = -
3 b
- > =
Funciones tan c
reciprocas c
L—» cotB= 5
a
L ——» secB= =
a
L » cscB= 5

Demostracion

1. senBcscB=-é~»-q:]
a b

2. cosBsecB=£-E=1
a ¢

3. tanBcotB=é-£=1
c b
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EJERCICIOS

1. { Puede valer 2 el seno de un angulo? ¢ Por qué?

2. ; Es admisible el valor de 0.75 para la secante de un angulo? ; Por qué?

2 .
3. Si el seno de un angulo es igual a 5 . ¢,Cuénto vale la cosecante del mismo

| angulo? Justifica tu respuesta dibujando un triangulo rectangulo.

4. La secante de un angulo vale 7. ; Cuénto vale el coseno del mismo angulo?
Justifica tu respuesta dibujando un triangulo rectangulo.
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¢, Cuanto valen los catetos?

3
@En el triangulo de la figura €l COSBZg, si la hipotenusa vale 25cm.

C

¢, Cuanto valen los catetos?

Q_En el tridngulo de la figura el cosB =
N

1

(USRI

si la hipotenusa vale 12cm.

’\Ey)ﬁn el triangulo de la
continuacién

figura, calcular las funciones que se te piden a

senB = cosC =
tan B = cotC =
sec B = cscC =
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS COMPLEMENTARIOS

Dos angulos son complementarios cuando entre ambos suman90°, de manera que en un triangulo
rectangulo, sus dos angulos agudos son complementarios.

Al calcular las funciones de los angulos agudos en un triangulo rectangulo es facil observar que las

funciones de un angulo agudo son iguales que las cofunciones del angulo complementario, es decir
este es el significado del prefijo “co”

_ Funciones | cofunciones ~ Funciones | cofunciones -
b b c c
senB = 0 cosC = p senC = ¥ cosB = p
b b C= c 3 c
tanB = - cotC = - tanC = —= cotB =~
a a [4} B _ a
secB = p cseC = - secC = 5 ¢SCB = —~

~ Conclusion: Las funciones deun &nguio |
; BT S i Sy S
~agudo en’ un tridngulo rectdngulo son igual

~que las cofu de su complemento.
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VALORES NATURALES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
Para calcular los valores de las funciones trigonomeétricas de los éangulos, en el pasado se
construyeron tablas que facilitaban los célculos trigonométricos, pero en la actualidad con el desarrolio
de las calculadoras y la tecnologia han caido en desuso, y por esa razén no vamos abordar el manejo
de tales tablas.

Dependiendo de la marca de tu calculadora puedes calcular el valor de una funcion trigonometrica
directa o bien una inversa, es decir son dos los problemas fundamentales que tenemos aqui;

1. Dado un angulo calcular sus funciones trigonomeétricas, o

2. Dada una funcidn trigonométrica calcular el angulo

EJEMPLOS

1. Calcular sen25.37° . En tu calculadora esta es una posible secuencia para calcular este valor.

Ingresa
Presiona
Este es el
resultado
2. Hallar tan 47°35'". El angulo de 47°35 o ¢
puedes  ingresar  como ¢
Ingresa o . .
[ 47.58333" si conviertes los
minutos en grados de la ;
Presiona . siguiente manera
Este es el
resultado
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3. Calcular sec23.52°.

En tu calculadora podras observar que no tiene las funciones cotangente, secante ni cosecante, por

ser reciprocas de tangente, coseno y seno respectivamente del mlsmo angulo y ademas porque no
son de uso frecuente en la resolucion de triangulos.

De manera que: Ingresa

sec23.52" =1 1000607 Presina
c0s23.52°

Estees &l T R erenna N W et
Bdeesel [ owiges ] (AnDd

D oI
Presna

"""""""""" > Poe esdl [ 1pooed

4. Dado, send =.83216 calcular el valor del angulo 4 .

Este es el caso inverso de los ejemplos anteriores, ya que ahora conocemos la funcién del angulo y
tenemos que determinar el valor del angulo; aqui esta como

Ingresa

Presiona

Presiona

Este es el
yalor del
angulo.

significa que |
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EJERCICOS

. Calcular el valor natural de cada una de las siguientes funciones.

sen23 57" = @ 39?7,

tan35°40'= . F13¢

sec23°30'

- 1,0904

'cot121°17' | Ciz ’77(1

céc 72175 ‘=lo 47

"s’enss.25° =0. 4908

tan4ds’ =

_'séﬁ30ﬁ°‘ 0.5

i os 60° =

or

'cos>7"5..2;57 =0 23/4{@ |

en23.57° 204362

cot66.43° = 04367

5enB O 1576

31

' cosy

02634:‘
y 74 7 zg

‘ cosC ,05225

e 5%- 4% o]?'}

ftanA 22290 |
A (46 . 37 3 }4

| tanx~l976

’C“ %7 /OZ?

| coty 42 75

.;v / (

3. Concluye si hay diferencia entre 2sen30° y sen<2-30°).

5/

169




4. ;Eslo mismos 2tan30° que tan60°?

A O

5. 4 El c0s30° es la mitad qué cos60° ?

P
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE
30°, 45° Y 60°

Para determinar el valor de las funciones de un angulo particular como el de 45° sin necesidad de
utilizar calculadora observa la siguiente secuencia gréfica.

1. Consideremos un cuadrado de iado 1

2. con una diagonal dividamos el cuadrado en dos triangulos iguales como el
de la derecha.

3. Calculemos la hipotenusa con el teorema de Pitagoras




Las razones trigonométricas de los angulos de 30° y 60° pueden calcularse dibujando un triangulo
equilatero de lado 2 y procediendo de manera anéloga como con la que calculamos las funciones de

45°.

o

1. Consideremos un tridngulo equilatero de lado 2.

i 2. Dibujemos una de las alturas del triangulo equilatero para dividirlo en dos
triangulos rectangulos congruentes.

3. Calculemos el valor de dicha altura utilizando el teorema de Pitagoras.
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EJERCICIOS

1. Si la diagonal de un cuadrado mide 4\/2 . .,Cuadl es el area del cuadrado?

Respuesta. 16.

g~ L

Zﬁ, )/ 4%
4 J!\ZBI: Q:L A /gz ’ ‘
200 ) L ki L4 A te

3
2. Demostrar que en un triangulo equitatero de lado X, su altura mide 7x

TN, en GO = 5
P 27 28 om0 - 2
e Y%fﬁ “ é =
A N anfl =
s b0 > 5 oA
25 Y~ z
_Z— ey
X > =7
{

3. En un triangulo rectangulo e isésceles con hipotenusa 12, ;Cual es la
longitud de la altura a la hipotenusa?

Ces 45 =

é&m 4&‘-5* O \Q,, altura
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RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Finalmente la trigonometria tiene como
propésito principal resolver situaciones que
pueden ser modeladas por un triangulo.

Las situaciones mas sencillas de modelar

ocurren cuando involucran a triangulos
rectangulos. Determinar las medidas de los
lados y angulos de un tridngulo se conoce
como la resolucion del triangulo.

Con frecuencia en la resolucién de
triangulos debemos de considerar angulos
formados por la horizontal y la linea de

visibilidad de un observador. Cuando Angulo de

ocurre que la linea de visibilidad esta por elevacion

encima de la horizontal, se llama angulo de

glevacién y si e§jcé por debajo se llama é »
angulo de depresion.

7

A

Angulo de
depresion

EJEMPLOS
1. Resolver el triangulo rectangulo de la figura mostrada.

Solucioén

LC =90" ~42.4° =47.6"; angulos complementarios

/ =send2.4°, despejando; a= —7—0 ~10.3810

; send2.4

7 ° . 7
—=tan42.4", despejando; ¢=-———~7.6659
c tan42.4

Evidentemente el cateto ¢ podriamos haberlo obtenido a partir del teorema de Pitagoras;

¢~ (108 —(7) ~/58.7672 ~ 7.6659
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2. Resolver el triangulo rectangulo de la figura mostrada.
Solucion

La hipotenusa «a la calculamos con el Teorema de Pitagoras;

a =10 +(7)} =~/149 ~12.2065

TanB = g ~1.4285, entonces;

B =tan"'(1.4285) ~ 55.0079°

£C =90 -55.0079" =34.9921°

3. Resolver el triangulo rectangulo de la figura mostrada.
Solucion

El cateto ¢ lo calculamos con el Teorema de Pitagoras;

¢~+/(20) -(13.2)" ~+225.76 ~15.0253

CosB = %6% = (.6600, entonces;

B =cos™(0.6600)~ 48.7001°

ZC =90" —48.7001" =41.2998"

4. Resolver el triangulo rectangulo de la figura mostrada.

Solucion

Podemos usar la funcién senB o cosB

sen65” = 4_[)0 despejando b = 40sen65° =36.25
Cos65° = 4%); despejando ¢ = 40c0s65° =16.9047

£C=90"—65 =25
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5. Una escalera de 10 m esta recargada sobre una pared. ; Qué altura alcanza si forma con el suelo
un angulo de 72°°?

Por los datos que tenemos, la' sugerencia es
hacer uso de la funcion sen72°; tenemos que

{LO =sen72"’ = h=10sen72° =9.51m

6. ¢,Cual es el radio de una circunferencia que inscribe a un heptagono regular de 2 cm de lado?

. . . . . 360° o
El angulo central que interceptan dos radios de la circunferencia es __,:]__ =5142

y forman junto con el lado del poligono un triangulo isésceles como se muestra abajo.
Por tanto siguiendo la secuencia grafica de abajo,

1 =gsen25.71° = r= LI =2.3051cm

r B Een25.71°

7. La base de un triangulo isdsceles mide 4 cm, si cada uno de sus lados iguales mide 5cm. Calcular
el valor de los angulos iguales. .

Aqui la pertinencia es usar la
razén trigonométrica

cos 4 =cosB=~52~=O.4

Entonces A= B~ 66.4218° A
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EJERCICIOS

e I B T L L T

angulos By C.

Lor® L b c:\)

Z
Cog b+ —

5 o
B T 6(0’47

L—/23§;(/

2cm

1. Resolver el siguiente triangulo rectangulo. Es decir, calcular el lado b,y los

ARy

2. Resolver el siguiente triangulo rectangulo. Es decir, calcular la hipotenusa, y
los angulos B y C.

4 cm

B 6 cm A

R

. 3.Un triangulo  BAC es rectanguio en 4 . Si el catetob = 20, Hallar los demas
. elementos del triangulo. Bosqueja la figura. Si el angulo B=30°. ‘

. ) ~ (ZO ) b, ’@: c
4 cn 30 2 - “C (0 © o

i 10

(o e30 2600 ABhEd L
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4. Un obrero tiene una escalera de 12 metros. ; Qué angulo le debe hacer formar
con el suelo para alcanzar una altura de 8 metros? Haz un esquema de la

© situacion.

@)

.2
se1 i =

L 9 )
A=A\ &1

DA, SRR, PRGN v N

5. ¢ Cual es la longitud de la apotema y el area de un hexagono inscrito en una
circunferencia de radio 10 cm? Dibuja el hexagono inscrito utilizando tus reglas y
i tu compas. uqujcﬂo =0 /c‘.a{oj
7 30 /o — o

ces3o” = 2

(9O

qf.s,";’mé, - ? éé

oy

| 6. Un arbol de 15 metros de altura proyecta una sombra de 20 metros. ;Cual es
. el angulo que forma el sol con el horizonte?

€

w
é@nD(: //é:;“ N -
706 .. )

15 m

A~ 36.8C°
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MAS EJEMPLOS

11. Un automovil que lleva una velocidad de 50mph viaja en el carril derecho de una carretera que
tiene tres carriles en cada direccion. Otro auto lo rebasa a su izquierda (z 25 ft) y 2 segundos
después se estima que el angulo entre la direccidon del movimiento y su linea de visibilidad hacia la
camioneta es de aproximadamente 30°. 4 A qué velocidad esta viajando el auto que rebasé?

Faciimente se puede ver que el lado
conocido se relaciona con el lado x
considerando la funcién tangente.

L tan60° = x=25tan60’
25

x ~ 43.3012 fi

Por tanto la velocidad del auto que rebasd en esos 2 segundos con relacion al auto rebasado es;

y= 433012/t _ 51 65 Jt Amilla 3600seg

. =14.76mph
2seg seg 52807t  lhr

12. Desde el nivel del piso, el angulo de elevacion con respecto a un risco distante es de 30°. Al

caminar 600 metros directamente hacia la base del risco, su angulo de elevacion se convierte en 45°.
., Cual es la altura h del risco?

Para |a solucion vamos hacer un esquema
como el mostrado a la derecha, por tanto,

ﬁ=tan45° = h=xtan45 =x
x .

También

_h =tan30’; = h= (x + 600)tan30°
x + 600

h=0.57735x+346.4101
Igualando las dos ecuaciones que resuelven s encontramos el valor de x .

0.57735x +346.4101 = x resolviendo esta ecuacion = ﬁéﬂo—l ~ 819.61
0.42265

Por tanto
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13. Desde lo alto de un edificio de 14 metros, a cuyo pie pasa un rio el angulo de depresién del borde

de la orilla opuesta es de 55°. ;Cual es el ancho del rio si el aparato con que se midié el angulo mide
1.5 metros?

14 m
x=12.5tan35" =8.7525m

EJERCICIOS FINALES

! 10. Desde la punta B de una torre, el angulo de depresion de la punta D de
|
|

otra torre, que dista 30 metros de la primera, es de 28° . Si la torre mas alta
. mide 62 metros, ¢ cudl es la altura de la torre menor?

o —Fo B
Seg26=

S
ém,qz?a:,_\’l,_, ~a
e QZ‘l’C OIS_ 62m :‘:
= 15.99° >‘4

¥
X
X

a

N

XXX oy

N

7

R

a\\frlwa = 46',04\9’4 -

1 30m

11. Una rampa de 20 metros de largo esta inclinada 5° con respecto al nivel del
piso. ¢ Qué tanto se eleva la rampa sobre el nivel del piso?

.M

6’Lrl 5 > —Z-E’
,./ko | | q(lr-l [, 34
é,_)_{’i_ - [-
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GRAFICAS DE LAS FUNCIONES SENO, COSENO Y TANGENTE
Grafica de la funcién seno (senoide)

Para bosquejar la grafica de la funcién seno pueden tomarse valores de angulos de 15 en 15 grados,
calcular los valores correspondientes y construir una tabla como la siguiente.

Los pares de valores se grafican en las coordenadas cartesianas y se traza la curva, o bien se traza
un circulo trigonomeétrico, se dibujan radios cada 15 grados y a partir de la interseccién de estos con la
circunferencia se trazan horizontales como se muestra en la figura, donde se crucen con rectas
verticales trazadas cada 15 grados son puntos de la curva senoide. Recuerda que el circulo
trigonométrico tiene radio 1.

\\\/7?\\ o N

2\

i

225°  270° 315°  360°

/

A
/.
[
\
N\

K

45°  goe  135° Tt
N /

senoide
Conclusiones:
1. La curva es indefinida en ambos sentidos en el gje de las equis.
2. La gréfica se repite cada 360 grados.
3. La funcion es positiva en el primero y segundo cuadrantes.
4. La funcién crece en el primero y cuarto cuadrantes y decrece en el segundo y tercero.

Grafica de la funcidén coseno (cosenoide)

Para su grafica se procede de manera analoga que la figura anterior.

225° 27 315°  360°

45° 90 135° 1807

cosenoide
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Conclusiones:

1. La curva es indefinida en ambos sentidos en el eje de las equis.
2. La grafica se repite cada 360 grados.
3. La funcién es positiva enel primero y cuarto cuadrantes.

4. La funcién decrece en el primero y segundo cuadrantes y crece en el tercero y cuarto.

Grafica de la funcién tangente (tangentoide)

Siguiendo el mismo procedimiento que las graficas anteriores resulta la curva de las variaciones de
la funcién tangente.
0° | 18°

30° | 45° | 60°

{1082 | 1200
o lo2s

057 | 1

173 | 373 | + o0

s7alarsl oL,

\w

fo—

tangentoide
Conclusiones:

1. La curva es indefinida cerca de los 90 grados.
2. Se repite cada 180 grados.

3. Es positiva en el primer y tercer cuadrantes y negativa en el segundo y cuarto cuadrantes.
4. Pierde su continuidad a los 90°, 270°, 450°, etc.
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