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II1

Prefacio de la primera
edicion

La nocién de sistema resulta sumamente poderosa para la descripcién, andli-
sis y diseno tanto en ingenieria como en otras areas del conocimiento, princi-
palmente porque permite describir en forma abstracta un fenémeno en base al
objetivo que el observador/ingeniero requiera en cada caso particular.

En este texto abordamos el andlisis de un tipo particular de sistemas, aque-
llos conocidos como sistemas lineales. Esta propiedad, si bien no es comiin
en sistemas fisicos reales, permite hacer uso de una gama de herramientas de
analisis matematico, que han demostrado ser de gran utilidad, a pesar de las
simplificaciones inherentes involucradas en la representacion lineal de los siste-
mas.

La teoria de los sistemas lineales tuvo un rapido crecimiento y sostenida con-
solidacion desde mediados del siglo veinte. Este desarrollo fue sustentado por
el trabajo pionero de Bode, Routh, Nyquist, Kalman y muchos otros investi-
gadores. Ellos construyeron, a su vez, sobre la teoria matemaéatica existente de
los siglos pasados en areas tan diversas como, por ejemplo, el cdlculo diferencial
e integral de Newton, las ecuaciones diferenciales y la teoria de funciones de
variables complejas.

Mas adelante, el desarrollo y expansion de la tecnologia digital hicieron ne-
cesaria la ampliacién del campo de los sistemas lineales para incluir el andlisis,
la sintesis y el diseno de sistemas que operan en tiempo discreto. Nuevas herra-
mientas matematicas debieron entonces incorporarse al estudio de los sistemas
lineales.

Un aspecto clave es no perder de vista que el interés de la Ingenieria en los
sistemas lineales esta ligado a la posibilidad de emplearlos como modelos sufi-
cientemente precisos para describir sistemas reales, cualquiera sea su naturaleza.
En cualquier curso sobre sistemas lineales, el estudiante debe ser advertido, des-
de un comienzo, sobre el problema subyacente de fidelidad de la representacion
final, y el tema debe ser reiterado a lo largo del curso. También es necesario
enfatizar que los sistemas reales no son lineales; sin embargo, es igualmente ne-
cesario enfatizar que la pérdida de precision al modelarlos como sistemas lineales
es usualmente compensada por el traslado del problema a un campo dotado de
herramientas matematicas poderosas. Por otro lado, es conveniente precisar que
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existen sistemas reales, como aquellos que incluyen dispositivos de conmuta-
cién, que simplemente no pueden ser modelados como sistemas lineales, ya que
se pierde la esencia del sistema original.

Si bien la teorfa de los sistemas lineales tiene un interés en si misma como
objeto de estudio matematico, en este libro el enfoque es distinto, méas orientado
al estudiante de ingenieria: se trata de estudiar esta teoria como soporte para
el andlisis, la sintesis y el diseno de sistemas de procesamiento de senales, de
sistemas de control automatico, sistemas econémicos, entre otros. El propdsito
es que el lector, sin abandonar ni menospreciar el rigor requerido por esta teorfa,
la conciba como una herramienta para entender, analizar y resolver problemas
asociados a fenémenos y sistemas en ingenieria. Esto nos parece necesario con el
fin de evitar la frecuente confusién entre los estudiantes de ingenieria, que lleva
a subvertir los roles del problema y la herramienta, y centrar su atencién en la
formalidad y la técnica matematica més que en los conceptos y la interpretacion
de los resultados de la teoria de los sistemas lineales.

La organizacion del texto, entre otros elementos, da soporte a esa orientacién
al incluir un conjunto de extensos apéndices. En estos apéndices se han conden-
sado fundamentos matematicos, detalles técnicos y una serie de demostraciones.
Esta estructura de apéndices tiene un doble propdsito: primero, se proporcio-
na fundamento detallado a muchos de los resultados presentados en el cuerpo
principal, y segundo, evita interrumpir la discusién principal (hasta donde ello
es posible). Pensamos también que este énfasis en los conceptos méas que en la
utileria matemédtica debe reflejarse en el esfuerzo que se pide a los estudiantes
del tema. La idea es que ese esfuerzo esté orientado a la comprensién concep-
tual mas que a la resolucion manual de problemas. Por otro lado pensamos que
quien estudie el tema, debe ser capaz de resolver los problemas de principio
a fin. Con este objeto, nos parece fundamental el uso intensivo de paquetes
de software para simulacién, tales como SIMULINK de MATLAB . También tiene
especial utilidad el uso de software de matematica simbdlica, como MAPLE y
MATHEMATICA . Respecto de este tipo de soporte, lo que se debe esperar del
estudiante es, al menos, la capacidad de interpretar y de distinguir la correcciéon
conceptual de las respuestas que obtenga con ese software. El libro supone que
los estudiantes tienen acceso a este tipo de herramientas. También suponemos
que nuestros lectores tiene una formacién matemaética bésica previa que incluye
conceptos de Calculo Diferencial, Integral, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
y Algebra Lineal.

La dificultad en ensenar una visién conceptual de los sistemas lineales se
refleja en la diversidad de formas y estructuras de los programas de las asig-
naturas relacionadas, en diferentes instituciones en los distintos paises. En la
mayoria de los casos se separa completamente el estudio de sistemas lineales
en tiempo continuo y en tiempo discreto. Aunque esto tiene ciertas ventajas,
se desaprovecha la oportunidad de dar una visién unificada de conceptos tales
como estabilidad, velocidad, fenémenos transitorios, y estado, entre otros. Con
este fin, el texto ha sido organizado de manera que el lector pueda optar entre
un enfoque simultaneo o separado de ambos tipos de sistemas. Para reforzar la
vision integrada, se ha incluido un breve capitulo referido a sistemas hibridos,
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en el que se estudia la interconexién de ambos tipos de sistemas.

Este libro ha sido concebido principalmente como un texto guia en la en-
senanza de sistemas y senales a nivel de pregrado, como la que se requiere en
los programas de diversas carreras de Ingenieria en Espana y Latinoamérica.
Estamos conscientes que el material aqui incluido puede ser excesivo para un
curso semestral; sin embargo, tiene una estructura que permite exclusiones se-
lectivas, distintos énfasis y diferentes secuencias. Las consideraciones anteriores
han sido los elementos que ha orientado la construccién del libro, y la calidad
del resultado de este esfuerzo serd juzgada por los lectores.

Mario E. Salgado
Juan 1. Yuz
Ricardo A. Rojas

Valparaiso, Febrero de 2005

Salgado, Yuz, Rojas [(c) AN CH


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

VI

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

VII

Agradecimientos

Agradecemos los comentarios de las siguientes personas que nos han permi-
tido corregir la version original del libro:

= Juan Carlos Agliero
= Cristian Rojas

» César Silva

Salgado, Yuz, Rojas [(c) ANl


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

VIII

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

IX

Indice general

Simbolos y Nomenclatura XXIIT
1. Aspectos fundamentales 1
1.1. Sistemas . . . . . . oL 1
1.2. Modelos . . . . . . . L 4
1.3. Sistemas lineales . . . . . . . ... ... ... L. 5
1.4. Invariancia en el tiempo . . . . . . . . . ... 8
1.5. Linealizacién . . . . . . .. .. .. L 9
1.5.1. Sistema no lineal de tiempo continuo . . . . . . . ... .. 10

1.5.2. Sistema no lineal de tiempo discreto . . . . . . . ... .. 12

1.6. Problemas paraellector . . . . ... .. ... ... .. ... ... 18

2. Senales 21
2.1. Imtroduccién. . . . . . . . . ... 21
2.2. Senales de tiempo continuo . . . . . . ... L oL 21
2.2.1. Escalén unitario (funcién de Heaviside) . . . ... .. .. 21

2.2.2. Impulso unitario o delta de Dirac . . . . . . . . ... ... 22

2.2.3. Rampa unitaria . . . . . .. .. ... oL 23

2.24. Exponencial . . . . ... ... oo 24

2.2.5. Senales sinusoidales . . . . ... ... 000 26

2.2.6. Sinusoidales con amplitud exponencial . . . . . . .. ... 26

2.2.7. Potencia y energia en senales de tiempo continuo . . . . . 27

2.3. Senales de tiempo discreto . . . . . .. ..o oL 27
2.3.1. Escalén unitario de tiempo discreto . . . . . . ... ... 27

2.3.2. Impulso unitario discreto o delta de Kronecker . . . . . . 28

2.3.3. Rampa unitaria de tiempo discreto . . . . . . . ... ... 29

2.3.4. Exponencial de tiempo discreto . . . . . .. ... 29

2.3.5. Senales sinusoidales de tiempo discreto . . . . . . . .. .. 30

2.3.6. Sinusoidales con amplitud exponencial . . . . . . ... .. 31

2.3.7. Potencia y energia en senales de tiempo discreto . . . . . 32

2.4. Problemas para el lector . . . . . . ... . ... ... ... 33

Salgado, Yuz, Rojas [(co) AN EH


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

X Indice general

3. Analisis en tiempo continuo 35
3.1. Imtroduccién . . . . . . . ... 35
3.2. Ecuacién diferencial del sistema (EDS) . . . . ... .. ... ... 36
3.3. Larespuesta del sistema . . . . . .. ... ... ... ... ..., 37

3.3.1. Componente homogénea y componente particular . . . . . 38
3.3.2. Frecuencias y modos naturales . . ... .. ... .. ... 39
3.3.3. Modos forzantes y modos forzados . . . . .. .. ... .. 39
3.3.4. Estabilidad . . .. .. ... ... ... . L. 42
3.3.5. Velocidad . ... ... .. ... ... ... ... 43
3.3.6. Respuesta a estado inicial y respuesta a entrada . . . . . 43
3.4. Respuesta a senalesde prueba . . . . . .. .. ... 49
3.4.1. Respuesta a escalén unitario . . . ... .. ... ... .. 49
3.4.2. Respuesta a impulso unitario . . . ... .. ... ... 51
3.5. Calculo de la respuesta via convolucién . . . . . . ... ... ... 52
3.6. Problemas paraellector . . . .. ... .. ... .. ........ 56

4. Analisis en tiempo discreto 59
4.1. Imtroduccidn . . . . . . . . ... 59
4.2. Ecuacién de recursién del sistema (ERS) . . . .. ... ... ... 59
4.3. Larespuesta del sistema . . . . .. .. ... ... ... ... 62

4.3.1. Componente homogénea y componente particular . . . . . 63
4.3.2. Frecuencias y modos naturales . . .. ... .. ... ... 64
4.3.3. Modos forzantes y modos forzados . . . . .. .. ... .. 66
4.3.4. Estabilidad . . ... ... ... 0o 69
4.3.5. Velocidad . . . ... ... ... ... 70
4.3.6. Respuesta a estado inicial y respuesta a entrada . . . . . 71
4.4. Respuesta a senalesde prueba . . . . . .. ... ..o 73
4.4.1. Respuesta a escalén unitario . . . .. ... ..o 74
4.4.2. Respuesta a impulso unitario . . . . . . ... ... .. .. 76
4.5. Calculo de la respuesta via convoluciéon . . . . . . ... ... ... 7
4.6. Problemas paraellector . . . . .. .. ... ... ... ... 82

5. Analisis bajo excitaciones periédicas 85
5.1. Senales Periddicas . . . . . .. ... o o 85
5.2. Respuesta a entrada sinusoidal. El caso de tiempo continuo . . . 86
5.3. Series de Fourier para seniales de tiempo continuo . . . . . . . .. 90

5.3.1. Serie de Fourier trigonométrica . . . . . .. ... ... .. 91
5.3.2. Serie de Fourier exponencial . . . . . . ... ... ... .. 98
5.3.3. Parseval y la energia de las senales periddicas . . . . . . . 100
5.4. Respuesta a entradas sinusoidales. El caso de tiempo discreto . . 101
5.5. Serie de Fourier de tiempo discreto . . . . . ... ... ... .. 104

5.6. Aplicacion de las series de Fourier al andlisis de sistemas lineales 108
5.7. Problemas paraellector . . . . . .. .. ... ... ........ 111

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

Indice general X1

6. Analisis bajo excitaciones arbitrarias. La transformada de Fou-

rier 115
6.1. La limitacion de las series de Fourier . . . . . . .. ... .. ... 115
6.2. La transformada de Fourier de tiempo continuo . . . . . ... .. 116
6.2.1. Parseval y la energia de las senales en tiempo continuo . . 121
6.2.2. Aplicacién a sistemas lineales . . . . .. ... ... .... 122
6.2.3. La transferencia de Fourier y la respuesta en frecuencia . 127
6.2.4. Filtraje . . . .. ... 131
6.2.5. Caso singular en la funcién de transferencia.. . . . . . . . 135
6.3. La transformada de Fourier de tiempo discreto . . . . . ... .. 137
6.3.1. Parseval y la energia de las senales de tiempo discreto . . 141
6.3.2. Aplicacién a sistemas lineales . . . . . . ... ... .... 142
6.3.3. La funcién de transferencia y la respuesta en frecuencia . 146
6.3.4. Filtraje . . . .. . ... 146
6.3.5. Caso singular en la funcién de transferencia. El caso de
los sistemas discretos . . . . . .. ..o 148
6.4. LaSFD,laTFD ylaTFTD . . . . . ... ... ... ....... 149
6.4.1. Aspectos generales . . . . ... ... ... ... ... 149
6.4.2. Conexiones . . . . . . . . ..o 150
6.5. Problemas paraellector . . . . .. .. ... ... ... ... 151

7. Analisis bajo excitaciones arbitrarias. La transformada de La-

place 155
7.1. Introduccidn . . . . . . . ..o 155
7.2. Definicién de la transformada . . . . . . . ... ... L. 155
7.3. Aplicacién a sistemas lineales: la funcién de transferencia . . . . 156
7.3.1. Definicién y propiedades de la funcién de transferencia . . 156
7.3.2. Funcién de transferencia en dominios de Laplace y Fourier 160
7.3.3. Funcién de transferencia y respuesta en frecuencia . . . . 161
7.4. Respuesta a impulso y respuesta a escalén . . . . . .. ... ... 163
7.5. Respuesta a condiciones iniciales y senales arbitrarias. . . . . . . 168
7.6. Estabilidad . .. ... ... ... .. .. .. .. 172
7.6.1. Andlisis de polinomios . . . . . .. .. ... ... ... .. 173
7.6.2. Algoritmo de Routh-Hurwitz . . . ... ... ... .... 175
7.7. Polos, ceros y la respuesta temporal . . . ... ... ... 177
7.71. Polos. . . . . .. 178
T.7.2. Ceros . . . v v v v i e e 180
7.7.3. Respuesta inversa o contrarespuesta (undershoot) . . . . . 182
7.7.4. Sistema canoénico de segundo orden . . . . . . . ... ... 184
7.8. Relaciones entre las transformadas de Laplace y de Fourier . . . 186
7.9. Problemas paraellector . . . . .. ... ... oL 188

Salgado, Yuz, Rojas


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

XI1 Indice general

8. Analisis bajo excitaciones arbitrarias. La transformada Zeta 193

8.1. Definiciéon de la transformada . . . . . . . .. ... ... 193
8.2. Aplicacion a sistemas lineales: la funcién de transferencia . . . . 194
8.2.1. Definicién y propiedades de la funcién de transferencia . . 194
8.2.2. Funcién de transferencia en dominios de Fourier y Zeta . 200
8.2.3. Funcién de transferencia y respuesta en frecuencia . . . . 202

8.3. Respuesta a impulso y respuesta a escaléon. . . . . . . ... ... 202
8.4. Respuesta a condiciones iniciales y excitaciones arbitrarias. . . . 205
8.5. Estabilidad . . ... ... ... oo 206
8.5.1. Analisis de polinomios . . . . . . ... ... ... .. ... 207

8.6. Polos, ceros y la respuesta temporal . . . . . ... ... ... 212
8.6.1. Polos. . . . . . . . . . ..o 212
8.6.2. Ceros . . . . . . e 214
8.6.3. Respuesta inversa o contrarespuesta (undershoot) . . . . . 216

8.7. Relaciones entre la transformada Zeta y de Fourier . . . . . . .. 217
8.8. Problemas paraellector . . . . .. .. ... ... ... 220
9. Representacion grafica de sistemas lineales 223
9.1. Ideas generales . . . . . . ... ... ... ... 223
9.2. DiagramasdeBode . . . . . .. ... ... o oL 224
9.2.1. Tiempo continuo . . . .. ... .. ... ... ..... 224
9.2.2. Tiempo discreto . . . .. ... .. ... . ... 236

9.3. Diagramas polares . . . . .. ... ..o 237
9.3.1. Tiempo continuo . . . . .. ... ... .. ... ... ... 238
9.3.2. Tiempo discreto . . . . . . . . ... 249

9.4. Diagramas de bloques . . . . .. ... ... oL 251
9.5. Problemas paraellector . . . . . ... ... ... .. ... 255
10.Representacion en variables de estado 259
10.1. Introduccidon. . . . . . ... Lo 259
10.2. Conceptos fundamentales . . . . . . .. .. ... ... ... ... 259
10.2.1. Definicion de estado . . . . . . . . . ... ... 259
10.2.2. Modelos béasicos en variables de estado . . . . . . . . . .. 260
10.2.3. Senales descritas en espacios de estado . . . . . . .. . .. 262

10.3. Modelos de estado para sistemas continuos . . . .. .. ... .. 263
10.3.1. Linealizaciéon . . . . . . . . . ... ... 263
10.3.2. Modelos lineales en el espacio de estado . . . . . . . . .. 266
10.3.3. Transformaciones de similaridad . . . . . ... ... ... 273
10.3.4. Espacio de estado y funciones de transferencia . . . . . . 274

10.4. Modelos de estado para sistemas discretos . . . . . . .. ... .. 278
10.4.1. Linealizacién de sistemas discretos . . . . . . .. ... .. 278
10.4.2. Modelos de estado lineales . . . . . . ... ... ... ... 279
10.4.3. Transformaciones de similaridad . . . . . ... ... ... 284
10.4.4. Espacio de estado y funciones de transferencia . . . . . . 285

10.5. Modelos de estado para sistemas interconectados . . . . . . . .. 286
10.6. Propiedades de los sistemas . . . . . .. .. ... ... .. ... 288

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

Indice general XII1
10.6.1. Controlabilidad, Alcanzabilidad y Estabilizabilidad . . . . 288

10.6.2. Observabilidad, Reconstructibilidad y Detectabilidad . . . 294

10.6.3. Descomposicién Candnica . . . . . . . . . ... ... ... 299

10.7. Observadores . . . . . . . . . . . .. 301
10.7.1. Dinamica del observador . . . . . . . ... ... ... ... 301

10.7.2. Observadores y ruido de medicién . . . . . ... ... .. 303

10.8. Problemas para el lector . . . . . . ... ... .. ... ... .. 306
11.Sistemas hibridos 313
11.1. Introduccidén . . . . . . . . ... 313
11.2. Muestreo de sefiales . . . . . . . . . . ... oo 314
11.3. Analisis en frecuencia de senales muestreadas . . . . .. ... .. 317
11.3.1. Tren de impulsos y su espectro . . . . . . . .. ... ... 317

11.3.2. Muestreo impulsivo. . . . . . . . . .. ... 318

11.4. Reconstruccién . . . . . . . . . . ... 320
11.4.1. Reconstruccién ideal . . . . . . . ... .. ... L. 323

11.4.2. Retentor de orden cero . . . . . . . . ... ... ... ... 324

11.4.3. Retentor de primer orden . . . . . .. .. .. ... .. .. 326

11.5. Sistemas hibridos. Casos relevantes . . . . . . . . .. .. .. ... 328
11.5.1. Procesamiento digital de senales . . . . ... .. ... .. 328

11.5.2. Discretizacién de sistemas de tiempo continuo . . . . . . . 330

11.6. Modelos de estado para sistemas muestreados . . . . . .. .. .. 333
11.6.1. Efecto del periodo de muestreo . . . . . . .. .. ... .. 335

11.6.2. Sistemas muestreados y retardos . . . . . . ... ... .. 337

11.7. Problemas para el lector . . . . . .. .. ... .. ... .. ... 339
12.Construccién de modelos 341
12.1. Introduceién . . . . . . . ... 341
12.2. Modelos en tiempo continuo. . . . . . . . . . . ... ... ... 343
12.2.1. Teoria bésica . . . . . . . . . . . ... ... 345

12.2.2. Modelos lineales . . . . . .. ... ... ... ....... 349

12.3. Modelos en tiempo discreto . . . . . .. ... L oL 352
12.3.1. Teoria bésica . . . . . . . . ... ... .. 354

12.3.2. Modelos lineales . . . . . . ... ... ... ... ... .. 358

12.4. Problemas para el lector . . . . . . ... ... .. ... ... ... 360

A. Series de Taylor 363
A.1. Serie de Taylor en una variable . . . . . ... ... ... ..... 363
A.2. Serie de Taylor en dos variables . . . . . ... ... ... ..... 365
A3. Elcasogeneral . .. ... ... ... . ... ... 366
A.4. Algunas reglas practicas . . . . . . . ... ... 366

Salgado, Yuz, Rojas


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

X1V

Indice general

B. Bases matematicas para las Series de Fourier
B.1. Espacios vectoriales y bases ortogonales

B.2. Convergencia de las Series de Fourier . . . . . . .. ..

B.2.1. Sucesiones y series
B.2.2. Series de Fourier

C. La transformada de Fourier
C.1. Transformada de Fourier en tiempo continuo

C.1.1. Definicién de la transformada . . . . . . .. ..
C.1.2. Propiedades . . . . . . . . ... ... ... ..

C.2. Transformada de Fourier de tiempo discreto (TFTD)

C.2.1. Definicién de la transformada . . . . . . .. ..
C.2.2. Propiedades . . . . . . ... ... ... .....

C.3. La transformada rapida de Fourier
C.3.1. La transformada de Fourier discreta
C.3.2. El algoritmo de la FFT

D. La transformada de Laplace

D.1. Definicién de la transformada . . . . . . . .. ... ..
D.2. Propiedades . . . . . .. ... .. .. ... .. ...,
D.3. Descomposicién en fracciones parciales . . . . . . . ..

E. La transformada Zeta

E.1. Definicién de la transformada . . . . . . . .. .. ...
E.2. Propiedades . . . . . .. .. ... ... ... ...

F. Matrices
F.1. Conceptos Bésicos
F.2. Determinante y rango de una matriz
F.3. Inversa de una matriz

F.3.1. Lema de inversién matricial . . . . . . . . . ..

F.4. Autovalores y autovectores
F.4.1. Diagonalizacién y formas de Jordan
F.5. Normas de vectores y matrices
F.6. Algunos tipos especiales de matrices
F.6.1. Matrices positivas

F.7. Valores singulares . . . . . . ... ... ... .. ....

Referencias

Indice alfabético

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

XV

Indice de figuras

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.

1.5.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.

2.9.

2.10.
2.11.
2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

3.1
3.2.

3.3.
3.4.
3.5.

Sistema eléctrico . . . . . . ...
Representacién compacta de un sistema . . . . . . ... .. ...
Propiedad de invariancia en el tiempo . . . . .. ... ... ...
Salida del sistema no lineal (linea sélida) y salida del sistema
linealizado (linea segmentada) para una onda cuadrada de am-
plitud creciente en la entrada (linea segmento-punteada).
Ganancia no lineal para el Problema 1.8 . . . . . ... ... ...

Escalén unitario o funciéon de Heaviside. . . . . . . . . . ... ..
Impulso unitario o delta de Dirac. . . . . .. .. ... ... ...
Aproximaciones al delta de Dirac . . . . . .. ... ... .....
Rampa unitaria. . . . .. .. ... L oL
Exponenciales creciente (izquierda) y decreciente (derecha)
Exponenciales de diferentes velocidades de decaimiento . . . . . .
Propiedad de la constante de tiempo . . . . . .. ... ... ..
Senales sinusoidales con amplitud disminuyendo exponencialmen-
te (izq.) y creciendo exponencialmente (der.) . . . ... ... ..
Escalén unitario de tiempo discreto . . . . . . ... ... L.
Impulso unitario discreto o delta de Kronecker . . . . . ... ..
Rampa unitaria de tiempo discreto . . . . . . ... ...
Exponenciales de tiempo discreto, decreciente (izquierda) y cre-
ciente (derecha), \€ RT . . . . . ... .. ... ... ...
Exponenciales de tiempo discreto, decreciente (izquierda) y cre-
ciente (derecha), A€ R™ . . . . . ...
Senales sinusoidales de tiempo discreto con amplitud variando
exponencialmente . . . . . . .. ... L L
Sefiales compuestas . . . . . .. ...

Red RLC . . . . . .
Relacién entre la ubicacién de las frecuencias naturales (de mul-

tiplicidad uno) y los modos naturales . . . . . .. ... ... ...
Red lineal con condiciones iniciales . . . . . . ... ... ... ..
Efectos de la invariancia en el tiempo. . . . . . .. ... ... ..
Ejemplo de descripcién gréfica de la convolucién . . . . . . . ..

30

31

32
34

37

Salgado, Yuz, Rojas


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

XVI Indice de figuras

3.6. Respuesta a escalén unitario. . . . . . ... ... 57
3.7. Configuracién de frecuencias naturales de dos sistemas . . . . . . 57
3.8. Red eléctrica con amplificador operacional . . . . . . . ... ... 58

4.1. Relacién entre la ubicacién de las frecuencias naturales (de mul-

tiplicidad uno) y los modos naturales (caso decreciente). . . . . . 67
4.2. Relacién entre la ubicacién de las frecuencias naturales (de mul-

tiplicidad uno) y los modos naturales (caso no decreciente). . . . 68
4.3. Respuesta a escalén unitario. . . . .. ... .. ... ... .. .. 83
4.4. Redresistiva. . . . . . . ... Lo 84
5.1. Senales de entrada (linea delgada) y salida (linea gruesa) en el

Ejemplo 5.1 . . . . . ..o 89
5.2. Respuesta en frecuencia de un sistema de segundo orden de tiem-

pocontinuo . . . . ... e e 89
5.3. Senal cuadrada . . . . . . ... Lo 92
5.4. Espectro de lineas de una senal cuadrada. . . . . ... ... ... 94
5.5. Senal a la salida de rectificador controlado por tiristores . . . . . 94
5.6. Aproximacién de la senal triangular con la primera y la tercera

armoénica . ... ..o 96
5.7. Espectro de lineas de una senal triangular . . . . . .. ... ... 96
5.8. Error de representacién con serie truncada . . . . . . .. ... .. 97
5.9. Respuesta en frecuencia de un sistema de segundo orden de tiem-

podiscreto . . . . ... 103
5.10. Respuesta en frecuencia de un sistema de tercer orden de tiempo

continuo. . . . ... 109
5.11. Comportamiento de un sistema con una excitacion periédica (Ejem-

PO B.8). © 110
512. Tren de pulsos . . . . . . . .. . L 112
6.1. Senales arbitrarias . . . . .. ... ... o000 116
6.2. La funcién restringida a [a,b] y su reconstruccién mediante serie

de Fourier.. . . . . . . . . .. L 117
6.3. Viga cargada conarena . . . . . .. ... ... ... 121
6.4. Circuito RC como sistema de primer orden. . . . . .. ... ... 124
6.5. Magnitud y dngulo de H(jw) en el Ejemplo 6.5(cc = 100). . . . . 130
6.6. Sistemas pasa bajos (izquierda) y pasa altos (derecha) . . . . .. 132
6.7. Respuesta a escalones de un sistema pasa bajos, y1(t), y de un

sistema pasa altos, yo(t). . . . . . . . 132
6.8. Sistemas pasa banda y elimina banda. . . . ... ... ... ... 133
6.9. Respuesta a escalones de un sistema pasa banda, y3(t), y un sis-

tema elimina banda, ya(¢). . . . . . . ... oL 134
6.10. Delta de Kronecker y su transformada de Fourier . . . . . . . .. 139
6.11. Senal y[t] = (0,8)u[t] y la magnitud de Y[ed?]. . . ... ... .. 140
6.12. Senal y[t] y su transformada de Fourier de tiempo discreto Y[e/?]. 141
6.13. Respuesta a impulso y a escalén del ejemplo 6.14 . . . . . . . .. 145

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

Indice de figuras XVII

6.14.

7.1.
7.2.
7.3.
7.4.
7.5.
7.6.
7.7.
7.8.
7.9.
7.10.
7.11.

7.12.

8.1.
8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.
8.7.

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

9.7.

Respuesta en frecuencia (magnitud) de un sistema de tiempo dis-
creto. ..o 147

Magnitud y fase de la respuesta en frecuencia del sistema en

Ejemplo 7.3.. . . . . . .o 164
Respuestas a impulso y a escalén en Ejemplo 7.4 . . . . . . ... 166
Indices definidos en la respuesta a escalén . . . .. ... L., 167
Respuesta a condiciones iniciales para el ejemplo 7.5 . . . . . . . 169
Circuito RC . . . . . . . .. 170
Pulso de entrada y respuesta del sistema del ejemplo 7.7. . . . . 172
Respuesta a impulso de diferentes sistemas de acuerdo a la ubi-

cacion de sus polos en el plano complejo . . . ... ..o L 179
Sistema con interaccion aditiva entre dos estados . . . . . . . .. 180
Efecto de la ubicacion de los ceros sobre la respuesta a escalén . 182
Distintas formas de respuesta inversa . . . . . .. ... ... ... 183
Localizacion de los polos y respuesta a escalén unitario de un

sistema candnico de segundo orden. . . . . . . ... oL 185
Circuito RLC . . . . . . . ... 189
Salida y[t] para el Ejemplo 8.1. . . . . ... .. ... ... .... 197
Relaciones entre ERS, funcién de transferencia y respuestas a

deltayaescaldon. . . . . ... ... L Lo 200
Respuesta a delta Kronecker y a escalén unitario para el Ejemplo

T 204
Relacién entre la ubicacién de los polos (de multiplicidad uno) y

los modos naturales (caso decreciente). . . . . . ... ... .. .. 214
Relacién entre la ubicacién de los polos (de multiplicidad uno) y

los modos naturales (caso no decreciente). . . . . ... ... ... 215
Sistema discreto con interaccién aditiva entre dos estados. . . . . 216
Ejemplos de distintas formas de respuesta inversa en sistemas

discretos. . . . ... 217

Diagrama de Bode de magnitud (linea fina) y su aproximacién

asintética (linea gruesa) para una funcién tipo [B2], con ¢ = —1 . 227
Diagrama de Bode de fase (linea fina) y su aproximacién asint6ti-
ca (linea gruesa) para una funcién tipo [B2], conq=—-1y T >0 227
Diagrama de Bode de magnitud (linea fina) y su aproximacién
asintética (linea gruesa) para una funcién tipo [B4], con ¢ = —1
ydosvaloresde & . . . . ..o 229
Diagrama de Bode de fase (linea fina) y su aproximacién asint6ti-
ca (linea gruesa) para una funcién tipo [B4], con ¢ = —1, w,, >0 230
Diagrama de Bode de fase para una funcién tipo [B5]. . . . . . . 231

Diagramas de Bode de magnitud y fase (linea fina) y sus apro-
ximaciones asintéticas (lineas gruesas) para la respuesta en fre-
cuencia del Ejemplo 9.2 . . . .. ... oL 236
Diagrama de Bode en tiempo discreto (Ejemplo 9.3). . . . . . . . 238

Salgado, Yuz, Rojas


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

XVIII Indice de figuras

9.8. Diagrama polar. Coordenadas cartesianas (Ejemplo 9.4). . . . . . 239
9.9. Diagrama polar. Coordenadas polar (Ejemplo 9.4). . . . ... .. 240
9.10. Diagramas polares para el caso [P1]. . . ... ... ... ... .. 242
9.11. Diagrama polar de una funcién tipo [P4] para distintos valores de £243
9.12. Diagrama polar de una funcién tipo [P6] con T=1. ... .. .. 245
9.13. a) Diagrama polar de una funcién tipo [P7] (T =1y 17 =2),y
b)detalle. . . . . . ... 246
9.14. Diagrama polar de H(jw) para el Ejemplo 9.5. . . . .. ... .. 247

9.15. a) Diagrama polar de H(jw) para el Ejemplo 9.6, y b) detalle. . 248
9.16. Interpretacién gréfica de la respuesta en frecuencia (e/? — p,)~! . 249
9.17. Interpretacién grafica de la respuesta en frecuencia de 1 — z,e 7%, 250

9.18. Diagrama polar para el Ejemplo 9.7. . . . . . ... .. ... ... 251
9.19. Sistemas a interconectar. Caracterizacién independiente . . . . . 252
9.20. Sistemas interconectados . . . . . . . ... ... 252
9.21. Diagramas de Bode de Hy(s) . . . . . .. ... ... ... ..., 255
9.22. Diagramas de Bode de G(s) . . . . .. ... ... .. ... ..., 256
9.23. Diagramas de Bode de G(s) . . . . . . ... ... ... ... ... 256
9.24. Lazo realimentado . . . . . . . ... ... L. 257
9.25. Diagrama en bloques del predictor de un paso futuro. . .. . .. 258
10.1. Sistema masa-resorte. . . . . . . ... ..o 261
10.2. Levitador electromagnético. . . . . . .. .. ... ... .. 264
10.3. Respuesta homogénea del sistema masa-resorte-roce para tres va-

lores distintos de la constante de roce viscoso D. . . . ... ... 269
10.4. Trayectorias en el espacio de estado del sistema masa-resorte-roce

para tres valores distintos de la constante de roce viscoso D. . . . 270
10.5. Resonancia en el sistema masa-resorte. . . . . . . .. .. ... .. 272
10.6. Red eléctrica. . . . . . . .. ..o 274
10.7. Respuesta a escalon del sistema para diferentes valores de n. . . . 283
10.8. Resonancia en la salida del sistema, para dos excitaciones diferentes.284
10.9. Conexién de sistemas en serie . . . . . . . . . . ... ... .. .. 287
10.10Conexién de sistemas en paralelo . . . . . . ... ... ... ... 287
10.11Conexién de sistemas en realimentacion (feedback) . . . . . . .. 288
10.12Descomposicién candnica del modelo de estado. . . . . . . . . .. 300
10.13Error de estimacién del estado . . . . . .. ... ... ... ... 303
10.14Caracteristica de filtraje de los observadores . . . . . . . . . . .. 305
10.15Circuito electrénico para el Problema 10.10. . . . . . . . . . . .. 309
10.16Circuito electrénico para el Problema 10.13. . . . . . . .. .. .. 310
11.1. Proceso de muestreo y cuantizacién. . . . . . . ... .. ... .. 314
11.2. Muestreo de una senal sinusoidal a diferentes frecuencias. Ejem-

plo 11.1 . . . e 315
11.3. Error de reconstruccién usando interpolacién ctubica. . . . . . . . 316
11.4. Tren de impulsos y su espectro. . . . . . . . . .. ... ... ... 318
11.5. Senial muestreada mediante un tren de impulsos. . . . .. .. .. 319
11.6. Espectro de la senal f(t) = 217;27?5(27”5) muestreada cada A [s]. . . 321

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

Indice de figuras XIX

11.7. Al muestrear las sefiales f(t) y f(t) con perfodo A = 31s] se

obtienen secuencias con el mismo espectro. . . . ... ... ... 322
11.8. Filtraje de reconstruccién con filtro ideal (linea gruesa). . . . . . 322
11.9. Reconstruccién de una senal de tiempo continuo usando retentor

deordencero. . . . . .. ... L L Lo 324
11.10Modelo para la reconstruccién de orden cero. . . . . .. ... .. 325

11.11Magnitud de la respuesta en frecuencia del retentor de orden cero
(linea gruesa), del filtro ideal (linea segmentada) y espectro de la
sefial muestreada en el Ejemplo 11.2 (linea fina). . . . .. .. .. 325
11.12Comparacién de retentores de orden cero y uno. Se muestra la
sefial continua (linea fina) junto con la retencién de orden cero
(linea segmentada) y la retencién de primer orden (linea gruesa),
A=1[s]. .. 326
11.13Modelo para la reconstrucciéon de primer orden . . . . . . . . .. 327
11.14Magnitud de la respuesta en frecuencia del retentor de orden cero
(linea segmentada) y del retentor de primer orden (linea llena). . 327
11.15Muestreo, procesamiento discreto y reconstruccién de una senal

de tiempo continuo. . . . . .. ... 329
11.16Accion de tiempo discreto sobre sistema de tiempo continuo y

discretizacién de la respuesta. . . . .. ... 330
11.17Efecto del muestreo en los modos naturales . . . . . .. ... .. 336
11.18Sistema térmico con retardo. . . . . . . ... ... L. 337

12.1. Senal y(t) (en linea fina) y aproximacién éptima (en linea gruesa).348
12.2. Aplicacién de método en linea para estimar parametros en Ejem-

PO 12,6, o o o 352
12.3. Aplicacién de método en linea para estimar parametros en Ejem-
plo 12.10. . . . . o e 359
A.1. Aproximacién de primer orden para funcién no lineal de una va-
riable. . . . ... 364
C.1. Pulso ya(t) y su transformada Ya(yw) para A igual a 1, i y 1—16
(Ejemplo C.1). . . . oo o 386
C.2. Espectro de una senal de frecuencias audibles y espectro de la
senal modulada. . . . . . ... oo 390
C.3. Tren de pulsos (Ejemplo C.6). . . . . .. ... ... ... ..... 391
C.4. Amplitud de los coeficientes A, y espectro Y (Jw) . . . . . . . .. 392
C.5. Funciones y sus respectivas transformadas de Fourier de tiempo
discreto (Ejemplos C.8, C.9y C.10). . ... .. ... ... .... 402
C.6. Senal cosenoidal y su transformada de Fourier de tiempo discreto
(Ejemplo C.11). . . o o oo oo 405
C.7. Secuencia y[t] = t(0,8)"u[t] y la magnitud de su transformada de
Fourier (Ejemplo C.13). . . . . . . ... ... ... . ... .. 409
C.8. Raices N-ésimas de la unidad distribuidas sobre la circunferencia
unitaria. . ... oL 416

Salgado, Yuz, Rojas


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

XX Indice de figuras

C.9. Numero de cdlculos para la transformada de Fourier discreta (IN?)

y la transformada rapida de Fourier (Nlogo N). . . . . . . . . .. 418
C.10.Primera etapa de la FFT para N =8 . . . . . .. ... ... ... 418
C.11.Primera y segunda etapa de la FFT para N=8 ... ... ... 419
C.12.Las tres etapas de la FFT para N =8 . . .. ... ... ..... 419
D.1. Funcién y(t) de orden exponencial y regién de convergencia de su

transformada de Laplace. . . . .. ... ... ... ... ..... 422
D.2. Circuito RC . . . . . . . .. 435
D.3. Polos complejos conjugados, para w, > 0 (Ejemplo D.9). . . . . . 445

E.1. Funcién f[t] de orden exponencial en tiempo discreto y regién de
convergencia de su transformada Zeta. . . . . . .. .. ... ... 452

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

XXI

Indice de tablas

3.1
3.2.

4.1.
4.2.

5.1.

7.1.

7.2.

8.1.
8.2.
8.3.

9.1.
9.2.
9.3.
9.4.

9.5.

C.1.
C.2.
C.3.
Cd4.

D.1.
D.2.
D.3.

Presencia de modos en descomposiciones de la respuesta . . . . . 44
Presencia de modos en descomposiciones de la respuesta del Ejem-

plo 3.5, L 45
Presencia de modos en descomposiciones de la respuesta . . . . . 71
Presencia de modos en descomposiciones de la respuesta del Ejem-

plo 4.7, . . 73
Amplitud y fase de las arménicas en el Ejemplo 5.8. . . . . . .. 109

Indices de la respuesta a escalén para el sistema modelado por

(TAR) o 168
Arreglode Routh . . . . . ... ... o 175
Arreglode Jury . . . . . ... 210
Arreglo de Jury. Ejemplo 8.11 . . . . . . . ... ... ... 211
Arreglo de Jury. Ejemplo 8.12 . . . . . . . ... ..., 211
Aproximaciones asintdticas de magnitud de factores béasicos . . . 232
Aproximaciones asintdticas de fase de factores basicos . . . . . . 233
Contribuciéon de pendientes entre puntos de quiebre. Diagrama

demagnitud . . . . . ... Lo 234
Contribuciéon de pendientes entre puntos de quiebre. Diagrama

defase. . . . . . .. 235
Diagramas de bloques y transferencias equivalentes . . . . . . . . 254
Propiedades de la transformada de Fourier. . . . . . ... .. .. 398
Tabla de tranformadas de Fourier . . . . .. ... .. ... ... 399
Propiedades de la transformada de Fourier de tiempo discreto. . 412
Tabla de tranformadas de Fourier de tiempo discreto. . . . . . . 413
Propiedades de la transformada de Laplace . . . .. ... .. .. 437
Transformadas de Laplace de algunas funciones simples . . . . . 438
Transformadas de Laplace inversas utiles . . . . . . ... .. ... 449

Salgado, Yuz, Rojas


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

XXII Indice de tablas

E.1. Propiedades de la transformada Zeta . . . . . . . ... ... ... 463
E.2. Transformada Zeta de algunas funciones simples . . . . . .. .. 464

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

XXIII

Simbolos y Nomenclatura

|A| : mddulo de A € C
/X :angulode A € C

|H(jw)|ap : magnitud de H(jw), medida en decibeles.

(o)~! : inversa de una matriz (o).

(o) : inversa generalizada de una matriz (o).

(o)* : complejo conjugado de (o) € C.

(o) : hermitiano o conjugado traspuesto del vector o matriz (o).

(0)T : traspuesto del vector o matriz (o).

|l o]l : norma, para vectores generalmente se refiere a la norma euclideana o £5.

|l o1 : norma (inducida) ¢;.

|| o|l2 : norma (inducida) £5.

|l o[l : norma (inducida) .
|| o|lp : norma Frébenius.

| o]lp : norma (inducida) £,,.

( i, f;) : producto interno, (producto punto o producto escalar) entre dos vec-
tores (funciones) f1 y fa.

J1(t) * f2(t) : convolucién de las funciones f1(t) y f2(t).

f1[t] = f2[t] : convolucién de tiempo discreto de las funciones fi[t] y fa[t].
& : valor estimado del parametro a.

T'. : matriz de controlabilidad de un sistema.

I', : matriz de observabilidad de un sistema.
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XXIV Simbolos y Nomenclatura

A : perfiodo de muestreo.

Au(t), Ay(t) : variables incrementales en torno al punto de operacién (ug,yg).
4(t) : impulso unitario o delta de Dirac.

0[t] : impulso unitario de tiempo discreto o delta de Kronecker.

0 : frecuencia discreta.

k(A) : nimero de condicionamiento de una matriz A.

p(t) : escalén unitario o funcién de Heaviside.

w[t] : escalén unitario de tiempo discreto.

¢ : factor de amortiguamiento asociado a un par de polos complejos conjugados.
p (o) : operador de Heaviside.

p(A) : radio espectral de una matriz A.

o(A) : espectro o conjunto de autovalores de una matriz A.

@(t) : vector de regresion.

w : frecuencia en tiempo continuo.

wy, : frecuencia natural no amortiguada asociada a un par de polos complejos
conjugados.

{A,B,C,D} : 4-tupla de matrices que define la representacién de estado de un
sistema de tiempo continuo.

{A4,B4,Cq,Dq4} : 4-tupla de matrices que define la representacién de estado
de un sistema de tiempo discreto.

Aq4' : matriz de transicién de un sistema de tiempo discreto.
B : base de un espacio vectorial.

C : conjunto de los nimeros complejos.

Z(V;,7;) : dngulo entre dos vectores.

d(7;,¥;) : distancia entre dos vectores.

e.t.o.c. : en todo otro caso.

eAt : matriz de transicién de un sistema de tiempo continuo.

EDS : Ecuacion Diferencial del Sistema.

ERS : Ecuacién Recursiva del Sistema.
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F{f(t)} : transformada de Fourier de la funcién f(¢).
F~U{F(jw)} : transformada de Fourier inversa de la funcién F(jw).
Fa{f[t]} : transformada de Fourier de tiempo discreto de la funcién f[t].

Fa! {F[e?°]} : transformada de Fourier de tiempo discreto inversa de la fun-
cién Fle’?).

FFT : transformada répida de Fourier (Fast Fourier Transform).

f(t) : senal definida en tiempo continuo, t € R.

flt] 5 flk] : senal definida en tiempo discreto, ¢t € Z, k € Z.

g(t) : respuesta de un sistema a un escalén unitario u(t).

g[t] : respuesta de un sistema a un escalén unitario de tiempo discreto u[t].

H{[e?%] : funcién de transferencia o respuesta en frecuencia de un sistema de
tiempo discreto.

H(yw) : funcién de transferencia o respuesta en frecuencia de un sistema de
tiempo continuo.

h(t) : respuesta de un sistema a un impulso unitario §(¢).

h[t] : respuesta de un sistema a un delta de Kronecker J[t].

S{A} : parte imaginaria de A € C.

K (w) : respuesta en frecuencia de un sistema de tiempo continuo.

K|[f] : respuesta en frecuencia de un sistema de tiempo discreto.

LA{y(t)} : transformada de Laplace de y(t).

L71{Y(s)} : transformada de Laplace inversa de Y (s).

log,o(+) : logaritmo en base 10 de ().

M : clase de modelos.

M, : overshoot o sobre-respuesta de la respuesta a escalén de un sistema.

M, : undershoot o maxima contra-respuesta de la respuesta a escalén de un
sistema.

N : conjunto de los niimeros naturales (incluyendo el cero).
O(o) : funcién de orden o.
pa(A) : polinomio caracteristico de una matriz A.

q{o) : operador de adelanto temporal unitario.
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R : conjunto de los nimeros reales.

R{A} : parte real de \ € C.

r(t) : rampa unitaria.

r[t] : rampa unitaria de tiempo discreto.

S : sistema

SFD : Serie de Fourier Discreta.

SPI : Semi Plano Izquierdo.

SPD : Semi Plano Derecho.

T(o,0) : operador.

TFD : Transformada de Fourier Discreta.

TFTD : Transformada de Fourier de Tiempo Discreto.
t : argumento temporal de una senal.

t,. : rise time o tiempo de subida de la respuesta a escaléon de un sistema.

ts : settling time o tiempo de asentamiento de la respuesta a escaléon de un
sistema.

u(t) : excitaciones o entradas de un sistema.

(ug,yq) : punto de operacién (o de equilibrio) de un sistema.
V : espacio vectorial.

U 0 v : vector perteneciente a un espacio vectorial V.

Wn : matriz de Fourier

x(t), x[t] : vector de estado de un sistema.

x¢(t), x¢[t] : componente forzada del estado de un sistema.
Xnh(t), Xn[t] : componente homogénea del estado de un sistema.
Xp(t), Xp[t] : componente particular del estado de un sistema.
Xu(t)y, Xult] : componente no forzada del estado de un sistema.
y(t) : salidas o respuestas de un sistema.

Yoo : valor estacionario de la respuesta (a escalén) de un sistema.

yalk] : secuencia de tiempo discreto que contiene las muestras de la sefial y(t)
en los instantes t = kA, es decir, yq[k] = y(kA).
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yn(t), ynlt] : componente homogénea de la respuesta de un sistema.
)» Yplt] : componente particular de la respuesta de un sistema.
)> Yu[t] : respuesta a entrada de un sistema.

Yz (t), yz[t] : respuesta a estado inicial de un sistema.

Z : conjunto de los niimeros enteros.

7% : conjunto de los niimeros enteros positivos.

Zg : conjunto de los niimeros enteros no negativos.

Z{f[t]} : transformada Zeta de la funcién f[t].

Z71{F[z]} : transformada Zeta inversa de F[z].
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Capitulo 1

Aspectos fundamentales

1.1. Sistemas

La entidad basica considerada a lo largo del texto es el sistema. Como una
manera de uniformar el lenguaje a utilizar, usaremos la siguiente definicién:

Definicién 1.1. Un sistema es un ente organizado, resultante de la interco-
nexion de elementos bdsicos, que segun el juicio de un observador, tiene una
finalidad y cardcter determinado.

oo
Esta definicion es vaga a propdsito, de modo que ella permita describir si-
tuaciones tan disimiles como sea posible. Es asi como la definicién de arriba
incluye casos como los de una red eléctrica, un motor hidraulico, un organis-
mo vivo y la economia de un pais, etc. También es relevante destacar que un
mismo sistema fisico puede tener interés diferente para distintos observadores;
por ejemplo, un amplificador electrénico puede ser estudiado como un sistema
eléctrico o como un sistema térmico. De esta forma la nocién de sistema resulta
un tanto abstracta, pero por lo mismo sumamente poderosa. En este texto se
usa a veces la palabra proceso, para denotar la misma idea.
Nuestra tarea guarda relacion con el comportamiento de los sistemas en el
tiempo, el cual depende de:

= los elementos que lo forman y su interconexion, descritos mediante un
modelo matematico;

= Jos estimulos, entradas o excitaciones aplicados al sistema;

= la historia del sistema, condensada en un conjunto de condiciones ini-
ciales;

= la variable independiente tiempo (cuando los elementos del sistema y/o
la interconexién de ellos cambian a medida que el tiempo transcurre).
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Las entradas al sistema son senales o funciones temporales a través de las
cuales el sistema recibe informacién y/o energia. Estos estimulos contribuyen a
generar cambios en algunas o en todas las variables del proceso; estas tltimas
también son senales puesto que pueden ser descritas como funciones del tiempo.
Las senales del proceso elegidas para observar el comportamiento del sistema se
conocen como respuestas.

Las respuestas de un sistema pueden depender también de la informacién
y/o energia existentes (almacenadas) en el sistema en el instante en que el com-
portamiento del sistema empieza a ser observado. Los sistemas con esta carac-
teristica inercial se denominan genéricamente sistemas dinamicos. Ejemplos
de mecanismos inerciales en sistemas son:

la velocidad inicial de un motor

= ¢l valor inicial de una variable en un computador
= la temperatura inicial de una masa

= la tension inicial en un condensador.

Supongamos que deseamos conocer las respuestas en un sistema dado, a
partir de un instante inicial ¢,. Entonces sera suficiente conocer ciertas variables
(estado) del sistema en t = tg, y las excitaciones Vt > t,,.

Para ilustrar estas ideas analizaremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1. Consideremos la red eléctrica de la Figura 1.1.

Figura 1.1: Sistema eléctrico

Esta red es un sistema eléctrico formado por la interconexion de un resistor
y un condensador (los elementos). Hay una entrada al sistema determinada por
la tension aplicada a través de la fuente independiente de tension. Como salida o
respuesta se puede elegir cualquier senal eléctrica, como por ejemplo, la potencia
disipada en el resistor, la corriente en el circuito, la tension en el condensador,
etc.

En la Figura 1.1 se han indicado dos senales, i(t) y v.(t), que han sido
elegidas como respuestas del sistema. Para determinar el valor de estas senales
Vt > 0, necesitamos conocer vs(t) ¥Vt > t, y v.(0). 00O
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Para representar un sistema en forma compacta usaremos el diagrama de la
Figura 1.2. En esa figura se ha usado la siguiente notacion:

u(t) € R™ : vector que reune todas las excitaciones del sistema,
x(t,) € R™ : vector que describe el estado del sistema al tiempo t,,
y(t) € R?  : vector que reune las senales escogidas como salidas.

u(t) y(t)

z(to)

Figura 1.2: Representacion compacta de un sistema

Para representar genéricamente al sistema usaremos la notacién:

y(t) = T{(z(t,), u(t)) vt > t, (1.1)

En (1.1), T(o,0) es un operador que describe formalmente la dependencia
que la salida y(t) tiene del estado inicial, x(t,), y de la entrada u(t). Este
operador puede ser variante en el tiempo.

Ejemplo 1.2. En el Ejemplo 1.1 se tiene que:

UA@:RC@%Q+%@) (1.2)
cuya solucion es':
" ; _t—to t e fR_CT] d 13
— RC
UC( ) vC( 0)6 +\/t RC 'Uf(']?) 77 ( . )

Entonces, si hacemos la asociacion y(t) = vc(t), u(t) = vs(t) y z(ty) =
ve(to), la ecuacion (1.3) puede ser identificada con (1.1), es decir,

vo(t) = T(ue(to), vp(t))  VE> 1, (1.4)

00O
Las definiciones precedentes se aplican también a los sistemas de tiempo
discreto, es decir, cuando el tiempo toma valores en un conjunto numerable
(to,t1,t2,...). En este tipo de sistemas, la variable independiente temporal se
suele denominar ¢, y para enfatizar la naturaleza distinta de las senales de tiem-
po discreto, usaremos paréntesis cuadrados, es decir, f[t] describird una senal
funcién de la variable temporal discreta.
Para ilustrar este tipo de sistemas consideremos el siguiente ejemplo.

1Tal como se demostrard en el Capitulo 3.

Salgado, Yuz, Rojas


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

4 Aspectos fundamentales

Ejemplo 1.3. Una cuenta de ahorro tiene un saldo inicial s[to] = s,, y recibe
un interés igual a p % mensual. Si en el mes t-ésimo (t = to,to+1,...) se hace
un depdsito igual a d[t], entonces el saldo s[t] puede ser descrito por:
st =slt = 1] (14 05 ) +dlt] Ve >t (1.5)
100
y sujeto a s[to] = s,. En este sistema, la entrada es d[t], la salida es s[t], y el
estado inicial es s[to]. La ecuacion (1.5) tiene como solucidn:

t
s[t] = sea'™ + Y o'l VE> 1 (1.6)
l=tp+1

La ecuacion (1.6) puede ser asociada con una estructura andloga a la de
(1.1), es decir:
ylt] = T{z[to], ut]) Yt > to (1.7)

(|

Existe una clase (idealizada) de sistemas en los cuales no hay elementos
almacenadores de energfa, ni algin otro mecanismo que capture los efectos del
pasado. Estos sistemas se conocen como sistemas algebraicos o instantaneos.
Ejemplos clasicos de estos sistemas son las redes eléctricas resistivas. Para ellos
la representacién (1.1) se reduce a:

y(t) = T(u(®)) o y[t] = T(ult]) (1.8)

En estricto rigor, todos los sistemas reales son sistemas dindmicos. Sin em-
bargo, puede ocurrir que para un observador, la escala de tiempo es tal que,
desde el punto de vista practico, los fendmenos ocurren en forma instantanea,
es decir, no hay efectos inerciales. En esos casos, el sistema se representa a través
de un modelo algebraico.

1.2. Modelos

Cuando se enfrenta el problema de analizar un sistema, naturalmente no
trabajamos con el sistema real, sino que con una representacién de ese siste-
ma. Esa representaciéon o modelo, captura aspectos esenciales del sistema. Por
definicién, un modelo es una representacion aproximada de la realidad, y su
grado de fidelidad depende de muchos factores, siendo uno de ellos el propédsito
del modelo.

En la teoria de sistemas los modelos juegan un rol fundamental, pues son
imprescindibles para el andlisis, la sintesis y el diseno. En particular, el principal
objeto de contar con una representaciéon de un sistema es el poder predecir y
analizar el comportamiento del sistema en el tiempo.

Naturalmente existen diferentes formas de describir un sistema dado, dando
lugar a diferentes modelos, segin sea el aspecto del sistema que interesa describir
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con mayor énfasis. Por ejemplo, si consideramos un motor eléctrico, podriamos
estar interesados en él como un sistema de conversién electro-mecanica, un sis-
tema térmico, un sistema mecanico sujeto a vibraciones, o bien, estudiar el
comportamiento de los materiales que lo conforman. En segundo lugar, no exis-
te un unico modelo para un sistema, ya que al modelar siempre existe alguna
simplificaciéon implicita de la realidad, la cual, en la mayor parte de los casos,
resulta demasiado compleja para describir en todos sus aspectos.

De esta forma, una decision fundamental a la hora de modelar un sistema
es definir el propdsito, es decir, definir aquellos aspectos esenciales que queremos
capturar.

La teorfa y herramientas existentes para modelar de sistemas son muy di-
versas, y en ellas se combinan leyes de la fisica, la quimica, la termodindmica,
ademads de teoria de senales, procesamiento de datos, matematicas y herramien-
tas numéricas. De hecho, un modelo generalmente no se obtiene de una sola
vez, sino que se construye en un proceso iterativo, que considera la calidad de
los resultados obtenidos con él en las diferentes etapas, por ejemplo, para ha-
cer control sobre un sistema o predecir su comportamiento. La construccién de
modelos es, en si misma, una disciplina rica en conceptos y técnicas. Algunas
de esas técnicas son tratadas con detalle en el Capitulo 12.

A lo largo del texto, supondremos, excepto en el capitulo mencionado, que
ya se cuenta con un modelo que describe el sistema y, en consecuencia, la teoria
que aqui se desarrolla se aplica al modelo del sistema bajo estudio. El que las
conclusiones que asf se deriven sean validas para el sistema mismo dependerd de
la fidelidad con que el modelo representa a ese sistema para el proposito defi-
nido. En muchos casos hablaremos del modelo y del sistema (o proceso) como
sinénimos, en otros serd necesario hacer la diferencia.

1.3. Sistemas lineales

Los sistemas lineales son un subconjunto del universo de los sistemas. Su
importancia radica en la conjuncién de dos elementos:

= muchos sistemas pueden representarse por modelos lineales de razonable
fidelidad; y

= existen poderosas herramientas para analizar y sintetizar este tipo de sis-
temas.

La naturaleza de esta conjuncion se ird apreciando a medida que progresemos
en el tema. No obstante ello, se puede adquirir una visiéon temprana de estas
razones en las definiciones que siguen.

Definicién 1.2. Consideremos un sistema S, como se describe en la Figura 1.2
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y la ecuacion (1.1). Supongamos ademds que el sistema cumple con:

Yy12(t) = T(21(t,),0) vt > t, (1.9)
y1a(t) = T(0, uy (1)) V> t, (1.10)
Y2 (t) = T(x2(t,),0) Vit >t (1.11)
y2u (t) = T{0, ua(t)) Yt > t, (1.12)

donde x1(t,) y x2(t,), son dos vectores de estado inicial arbitrarios, y ui(t) y
us(t) son dos vectores de entrada arbitrarios.
Entonces el sistema es lineal si y sélo si:

y(t) = T{arz1(t,) + aora(ts), frua(t) + faua(t)) V>t (1.13)
= a1 T(z1(to),0) + a2 T(w2(t,),0) + B1T(0, u1(t)) + B2T(0, ua(t)) (1.14)
= a1Y12(t) + Yoz (t) + Lryiu(t) + Boy2u(t) (1.15)

para cualquier conjunto de constantes oy, ag, 81 Yy Ba.

000

En la definicion precedente se han combinado las dos propiedades claves que
definen los sistemas lineales: superposicién y homogeneidad.

La propiedad de superposicién encierra la idea que la salida del sistema se
puede calcular separando los efectos de componentes del estado y/o componentes
de la salida, y luego sumando (superponiendo) las respuestas a cada uno de
esos componentes. Note que existen tres formas en que se puede presentar la
superposicién:

= superposicién de la entrada y el estado inicial, es decir
T(x(to), u(t)) = T(x(t,),0) + T(0, u(t)) (1.16)
= superposicién de componentes del estado inicial, es decir
T(z1(to) + 22(t0),0) = T(x1(¢,),0) + T{(z2(t,),0) (1.17)
= superposicién de componentes de la entrada, es decir

T(0, ua (t) + u2(t)) = T(0, ua (t)) + T(0, ua(t)) (1.18)

Por su parte, la idea de homogeneidad se expresa en que la proporcionalidad
en la entrada y/o el estado se propaga a la salida sin alteracién, es decir

T{az,,0) = aT(z,,0) (1.19)
T(0, Bu(t)) = AT(0, u(t)) (1.20)
La ecuacién (1.19) describe la homogeneidad respecto del estado inicial,

mientras que la ecuacién (1.20) describe la homogeneidad respecto de la en-
trada.
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Para los sistemas algebraicos las propiedades de homogeneidad y superposi-
cién se aplican sélo a la entrada del sistema, es decir:

y(t) = T(Brua(t) + Bauz(t)) = S1T(u ()} + B2 T{(uz(1) (1.21)

En resumen, podemos afirmar que la propiedad de linealidad nos permi-
te calcular el efecto de una combinacién lineal de entradas y condiciones
iniciales como la combinacién lineal de sus efectos individuales.

Algunos ejemplos que ilustran las definiciones anteriores, son expuestos a
continuacion.

Ejemplo 1.4. Considere un sistema algebraico cuya relacion entrada-salida
estd dada por:

y(t) = T(u(t)) = 2[u(t)] (1.22)

El sistema es lineal si y sdlo si la condicidn (1.21) se cumple para toda
eleccion de las constantes By y B2. Es fdcil observar que si, por ejemplo, elegimos
b1 =—11y By =0, tal condicion no se cumple, ya que:

y(t) = T(—u1(t)) = 2fui(t)] # —2lur (t)] = —T(us (1)) (1.23)

En consecuencia, el sistema (1.22) no es lineal.
0o0od

Ejemplo 1.5. Sea un sistema cuya relacion entrada-salida estd descrita por:

d?jiiit) = (u(t))"  sujeto ay(t,) =, (1.24)

Entonces, el estado inicial 2(t,) es x, y la respuesta resulta:

Y(t) = Two, u(t)) = 70 + /t (W) dy V>, (1.25)

o

Note que, de la ecuacion (1.25), se ve que el efecto de la entrada y el efecto
de la condicion inicial se pueden superponer, ya que:

yo(t) = T(0,u(t)) = [ (u(n)"dn
t) = yu(t) + yu (t ° 1.26
y(t) = ya(t) + yu(t) {yu(t) —T{2,.0) = (1.26)
Consideremos ahora el caso del estado inicial x(t,) = x, = arx1(ts) +

asxa(t,), con u(t) = 0; entonces la respuesta y(t) = y,(t) estd dada por:
y(t) = a1x1(to) + ama(ts) = a1 T{z1(t0),0) + aaT{xa(t,),0) (1.27)

De la ecuacion (1.27) se comprueba que el sistema tiene la propiedad de
superposicion de las componentes del estado. Naturalmente que tiene ademds la
propiedad de homogeneidad del estado.
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Finalmente analizamos el caso donde x1(t,) = x2(t,) = y(to,) =0, y u(t) =
Bru (t) + Baua(t), la respuesta y(t) = y,(t) estd entonces dada por:

y(t) = / (Brs (n) + Bous(m)™ dy Ve > t, (1.28)

De esta ecuacion se puede ver que la propiedad de superposicion de las com-
ponentes de la entrada se cumple si y sélo si n = 1. Iqual condicion, necesaria
y suficiente, se aplica para la homogeneidad de la entrada.

Resumiendo, el sistema del ejemplo tiene las siguientes caracteristicas:

= tiene la propiedad de superposicion del estado y de la entrada;
= tiene la propiedad de superposicion y homogeneidad del estado;

= tiene la propiedad de superposicion y homogeneidad de la entrada si y
solo sin=1.

En consecuencia, el sistema del ejemplo es lineal st y solo si n = 1.
0ad

El lector debe tener claro que la propiedad de linealidad (o no linealidad) de
un sistema dado, no es necesariamente una propiedad intrinseca de ese sistema,
sino que puede depender de la eleccién de la variable de salida, y/o de la variable
de entrada. Para visualizar esto, supongamos que en la ecuacién (1.24) definimos

como entrada la senal u(t) 2 (u(t))". Entonces es ficil demostrar que el sistema
con entrada (t) y salida y(t) es lineal.

Se puede construir un segundo ejemplo a partir de la red eléctrica de la
Figura 1.1 en la pagina 2. Supongamos que escogemos como salida la potencia
p(t) disipada en el resistor. Entonces, el modelo de entrada-salida resulta dado

por:
= VPR + O/ \/> (1.29)

donde hemos usado la ley de Joule p(t) = R(i(t))?
La discusiéon precedente nos motiva a introducir una nota de cautela en esta
materia

La linealidad o no linealidad de un sistema debe entenderse como la lineali-
dad o no linealidad del modelo especifico que relaciona la entrada y la salida
particulares elegidas en el sistema.

1.4. Invariancia en el tiempo

Otra propiedad de interés es la de invariancia en el tiempo. Un sistema es
invariante en el tiempo cuando las propiedades del sistema no cambian en el
tiempo, es decir, cuando se cumple la situacion de la Figura 1.3, para cualquier
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u(t) s y(t) u(t — ) S y(t —)
Mnuariancia
z(0) = =, en tiempo z(7) =T

Figura 1.3: Propiedad de invariancia en el tiempo

valor del desplazamiento 7. En palabras, la Figura 1.3 dice que si retardamos
la entrada (y las condiciones iniciales), la respuesta es la misma que antes, pero
retardada en la misma cantidad.

En rigor, no existen los sistemas invariantes en el tiempo, excepto en su
expresion matematica pura. Sin embargo, es frecuente que la variaciéon que ex-
perimenta un sistema dado con el transcurso del tiempo sea tan lenta, que se
considera despreciable para todo efecto practico.

Otro aspecto a observar es que la invariancia en el tiempo (al igual que
la linealidad) no es necesariamente una propiedad intrinseca de un sistema.
Consideremos el caso de un sistema con entrada u(t) € R y salida y(t) € R,
donde y(t) = 4u(t) — f(t), y donde f(t) es una funcién (no constante) del
tiempo. Entonces este sistema es variante en t. Sin embargo, si redefinimos
el mismo sistema de modo que la entrada es ahora el vector %(t) € R?, dado
por 4(t) = [u(t) f(t)]T y mantenemos la salida y(t) € R, entonces y(t) = au(t),
donde « es un vector fila constante dado por o = [4 —1]. El sistema asi definido
es ahora invariante en t.

La propiedad de invariancia en el tiempo, en conjunto con la propiedad de
linealidad, son las que permiten aplicar una serie de poderosas herramientas
de analisis, sintesis y diseno de sistemas.

1.5. Linealizacion

Como ya hemos mencionado, los sistemas reales suelen incluir caracteristicas
no lineales. Sin embargo, muchos de ellos pueden ser descritos con razonable
precisién por modelos lineales, al menos dentro de ciertos rangos en que el
sistema funciona, lo cual permite aplicar una amplia gama de herramientas
matematicas.

Desde un punto de vista practico, para obtener estos modelos lineales es
comun comenzar con un modelo no lineal y, a partir de éste, construir una
aproximacién lineal en la vecindad de un punto de operacion elegido. Este
enfoque constituye una herramienta clave para el modelado lineal en diversos
campos, por ejemplo, en la Electrénica analdgica y en el Control Automético.

La estrategia de linealizacién puede ser aplicada de igual forma a modelos
de tiempo continuo y a modelos de tiempo discreto, a modelos en variables
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de estado (Capitulo 10) y a modelos de entrada-salida (ecuaciones recursivas y
ecuaciones diferenciales de orden superior).

Antes de intentar la formulacién de un procedimiento general de linealiza-
cién, motivaremos el tema con el estudio de dos casos. Ambos casos se fraseardn
de idéntica forma, con las obvias adaptaciones, para que el lector pueda apreciar
que el tema de linealizacién trasciende la naturaleza de la descripcién temporal.

1.5.1. Sistema no lineal de tiempo continuo

Considere un sistema con entrada wu(t) y salida y(t), donde el modelo de
entrada-salida estd dado por:

d?y(t)
di2

+(0,2 + y(t))dy—(t) +(y(1)® = (2d“(t) n u(t)) (1.30)

dt dt

La idea es construir un modelo (ecuacién diferencial) lineal donde las senales
involucradas sean:

en que la entrada incremental Au(t) y la salida incremental Ay(t) representan
las variaciones de las sefiales u(t) e y(t) en torno al punto de operacién (uqg, yq)-

La ecuacién (1.30) puede re-escribirse, término a término, como:
ga(@1(1), 22(t), 23()) = go(2a(t), 25(1)) (1.33)

dondfe z1(t) = y(t), za2(t) = Y(t), z5(t) = §(t), z4(t) = u(t) y z5(t) = u(t). De
esta forma:

Ga(@1 (1), (), 23(1)) = w3(t) + (0,2 + 1(8))aa(t) + (1(t))” (1.34)

go(@a(t), ws(t)) = (2w5(t) + 2a(t))” (1.35)

Luego hacemos la expansién en serie de Taylor (ver Apéndice A) de g,

vy gp para, finalmente, igualar las aproximaciones de primer orden de ambas
funciones. Esto lleva a:

9a(210, 720, 73) + (3 (210)” + 220) (21 (t) — 710)
+ (0,2 + 210) (22(t) — 22q) + (z3(t) — 730)

= gy(240, ¥50) + 3 (2750 + 240)” (Ta(t) — 74Q)
+6 (250 + 240)” (xs5(t) — x50)  (1.36)

Salgado, Yuz, Rojas.
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Usando las definiciones anteriores tenemos que:

21(t) — 210 = Ay(t) (1.37)
a(t) — Ta2g = Aj(t) = dAdgtj(t) — 220 (1.38)
2a(t) — w30 = Aji(t) = % 50 (1.39)
z4(t) — xag = Ault) (1.40)
w5(t) — 150 = Ai(t) = dA(;(t) — 250 (1.41)

Para lograr el objetivo deseado, es decir, una ecuacién diferencial en Au(t)
y Az;(t), es necesario que el conjunto de valores (r19, Z2q; - - -, %5¢0) que define
el punto de operacion satisfaga:

9a(Z10, 20, ¥30Q) = 9b(T4Q, T50) (1.42)

con lo cual, g (210, %20, 23q) ¥ 9»(T10, ¥5¢Q) se compensan en la ecuacién (1.36).
En esta etapa de nuestro andlisis es oportuno hacer las siguientes observa-
ciones:

(i)
(i)

(iii)

Cada derivada debe ser asociada a una variable x;.

El punto de operacion es arbitrario; pero para llegar a un modelo linea-
lizado, debe satisfacer la ecuacién no lineal original. Para este caso, un
ejemplo de punto de operacién es 19 = 2, x2q9 =1, T30 = —9,2, 4g = 3
y 59 = —1.

Es necesario elegir un punto de operacién para el que las derivadas de y(t)
y de u(t), respecto del tiempo, sean iguales a cero. Este punto de operacién
se conoce como punto de operacion en equilibrio o, mas brevemente, punto
de equilibrio. La idea es que si un sistema estd en un punto de equilibrio,
el sistema se mantiene operando en ese punto ya que las derivadas de y(t) y
de u(t) son cero. La eleccién del punto de equilibrio se hace considerando
el punto en que el sistema a analizar estard operando. Para este caso,
existen infinitos puntos de equilibrio y todos ellos satisfacen z1g = %40,
29 = 0,230 = 0y x50 = 0. Con esto, las ecuaciones (1.37)-(1.41) se
transforman en:

21(t) — 21 = Ay(t) (1.43)
22(t) — w20 = Ag(t) = 2 Ad?t’(t) (1.44)
23(t) — g = Aji(t) = % (1.45)
2at) — 2ag = Auf?) (1.46)
ro(t) — a5 = Ai(t) = 2240 (1.47)
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El modelo lineal para el caso estudiado tiene entonces la forma:

d?Ay(t) ta d Ay(t) d Au(t)
dt? Yt dt
(iv) Cuando el modelo no lineal estd descrito por dos o més ecuaciones, las
coordenadas del punto de operacién deben satisfacer al conjunto de ecua-
ciones simultaneas.

+hoAu(t)  (1.48)

+ aoAy(t) = bl

(v) Un punto de operacién en equilibrio se calcula a partir del modelo alge-
braico (tal vez no lineal) que resulta de hacer cero todas las derivadas en
el modelo dindmico no lineal.

(vi) La linealizacién puede hacerse sobre la funcién compuesta g = g, — g, = 0.
0oo

1.5.2. Sistema no lineal de tiempo discreto

Considere un sistema de tiempo discreto con entrada u[t] y salida y[t], donde
el modelo de entrada-salida es la ecuacién recursiva:

y[t] + 0,5yt — 1y[t — 2] + 0, 1uft](y[t — 2])* = (ult — 1])? (1.49)

La idea es construir un modelo (ecuacién recursiva) lineal en que las sefiales
involucradas sean:

1>

Ault]

Aylt] 2 ylt] - yo (1.51)

en que la entrada incremental Ault] y la salida incremental Aylt] representan las
variaciones de las variables u[t] e y[t] en torno al punto de operacién (ug, yg)-
La ecuacién (1.30) puede re-escribirse, miembro a miembro, como:

ult] — ug (1.50)

ge(@1[t], wa[t], x3t], 2a[t]) = ga(wst]) (1.52)

iotlde x1[t] = y[t], z2[t] = y[t — 1], x3[t] = y[t — 2], z4[t] = ult] y z5[t] = u[t —1].
ge(r[t], wa[t], w3[t], za[t]) = z1
ga(ws(t]) = (ws]t]

Luego hacemos la expansién en serie de Taylor (ver Apéndice A) de g. y ga
para, finalmente, igualar las aproximaciones de primer orden de ambas funcio-
nes. Esto lleva a:

[t] + 0, 5o [t]zs[t] + 0, 1y [t] (zs[t])®  (1.53)
)? (1.54)

9e(T1Q: T2, T3Q, Taq) + (z1[t] — 710)
+ 0, 55(72@(.7;3 [t] — 1‘3@) + 0, 55(13@(1‘2 [t} — .%'QQ)
+0, 224030 (73[t] — 30) + 0,1 (230)° (24[t] — 240)
= ga(zsQ) +3 (%Q)2 (ws[t] — x50) (1.55)
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Usando las definiciones anteriores y la notacién Ayt — €] = y[t — 4] —z1Q ¥y
Ault — j] = u[t — j] — zaq, tenemos que:

z1[t] — z1g = Ay[t] (1.56)
xa[t] — wag = Ayt — 1] + z19 — ®20 (1.57)
x3[t] — 230 = Ay[t — 2] + 219 — 230 (1.58)
z4[t] — 22 = Ault] (1.59)
x5[t] — x5 = Auft — 1] + z4g — T50 (1.60)

Para lograr el objetivo deseado, es decir, una ecuacién recursiva en Ault] y
Aylt], es necesario que el punto de operacién (z1g, Z2q,- - ., ¥5¢Q) satisfaga:

9e(71Q: T2Q, T30, T4Q) = 9a(¥5Q) (1.61)

con lo cual, gc.(z10, 20, T30, 4Q) ¥ 9i(xsq) se compensan en (1.55).
En esta etapa de nuestro andlisis es oportuno hacer las siguientes observa-
ciones:

(i)
(i)

(iii)

(iv)

Cada senal retardada debe ser asociada a una variable x;.

El punto de operacion es arbitrario; pero para llegar a un modelo linea-
lizado, debe satisfacer la ecuacién no lineal original. Para este caso, un
ejemplo de punto de operacién es 19 = =2, 2g =1, T390 =2, zag =5
y 250 = 1.

Es necesario elegir un punto de operacién en que las senales son constantes,
es decir, u[t] = ug e y[t] = yo, para todo instante ¢, lo cual implica también
que todas las diferencias son cero. Este punto de operacién se conoce como
punto de operacion en equilibrio o, mas brevemente, punto de equilibrio.
La idea es que si un sistema estd en un punto de equilibrio, el sistema se
mantiene operando en ese punto ya que las diferencias de y[t] y de u[t] son
cero. La eleccién del punto de equilibrio se hace considerando el punto en
que el sistema a analizar estard operando. Para este caso, existen infinitos
puntos de equilibrio y todos ellos satisfacen z1g = 20 = %30 = Vo,
T4Q = T5Q = UQ, €

Yo + 0,595 + 0, lugyg = u (1.62)

El modelo lineal tiene entonces la forma

Ay[t] + 1 Ayt — 1] + coAy[t — 2] = diAult] + doAuft — 1] (1.63)

Cuando el modelo no lineal estd descrito por dos o mas ecuaciones, las
coordenadas del punto de operacién deben satisfacer al conjunto de ecua-
ciones simultaneas.
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(v) Un punto de operacién en equilibrio se calcula a partir del modelo algebrai-
co que resulta de hacer cero todas las diferencias en el modelo dindmico no
lineal, es decir, cada una de las seniales involucradas es reemplazada por
una constante a calcular, con independencia del retardo que ella exhiba.

. . oy .y A
(vi) La linealizacién puede hacerse sobre la funcién compuesta g = g. —gq = 0.

([
El anélisis de los casos precedentes muestra que, con independencia de la
naturaleza temporal de los sistemas (continuo o discreto), la linealizacién de
sus modelos no lineales tiene ciertos pasos bésicos. En primer lugar, restringi-
remos la linealizacion a la construccién de modelos lineales en torno a puntos
de equilibrio. Observamos que cuando trabajamos en un punto de equilibrio,
todos los valores de ese punto z1¢, 29, ..., se pueden expresar en funcién del
par (ug,yq); por ello diremos que el punto de operacién en equilibrio queda
definido por ese par.
Supongamos que el sistema con entrada u(o) y salida y(o) es descrito por

flu(e),y(e)) =0 (1.64)

donde f{o) es un operador no lineal y, posiblemente, dindmico.
También suponemos que

(i) existe, al menos un par de valores constantes reales (uq, yg) tales que,

flug,yq) =0 (1.65)
Cada uno de estos pares define un punto de operacion en equilibrio.

(i) f(u(o),y(o)) es infinitamente diferenciable, con respecto a u, con respecto
a y, y con respecto a las derivadas (o valores retardados) de ambos, en el
punto de operacién de interés.

Si expresamos u(o) y y(o) como

u(o) = ug + Au(o) (1.66)
y(o) = yq + Ay(o) (1.67)

entonces podemos expandir el lado izquierdo de la ecuacién (1.64) en una serie
de Taylor, en torno al punto de operacién (ug, yg)- Si en esa expansién tomamos
sélo los términos de primer orden, entonces el resultado es un modelo lineal, una
ecuacién diferencial o una ecuacién recursiva, en las variables Au(o) y Ay(o).

Nota 1.1. El procedimiento de linealizacion en el caso de un sistema discreto se
desarrolla sin dificultad porque las derivadas parciales de la expansion en serie
de Taylor se realizan con respecto a las variables de entrada y de salida y no
con respecto de la variable discretas tiempo.
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Nota 1.2. El procedimiento de linealizacion presentado anteriormente genera
un modelo que es lineal en las componentes incrementales de las entradas y
las salidas en torno a un punto de operacion elegido (i.e. se trata de un modelo
a pequena senal).

Tlustramos esto con algunos ejemplos.

Ejemplo 1.6. Considere un sistema de tiempo continuo descrito por el modelo

dy(t)

Flu). (o) = L7

=0 (1.68)

Suponga que la entrada u(t) varia alrededor de u = 2. Encuentre un punto
de operacion con ug = 2 y un modelo linealizado en torno a él.
Solucion

dy(t) _

(i) El punto de operacion es calculado de (1.68) conug = 2 y tomando =5~

0. Esto lleva a

o (ug)® _ 16 1

(i) El modelo linealizado es entonces construido a partir de la expansion de
(1.68) en serie de Taylor para obtener:

dAy(t 1 2u
W)y Ty - 2
VY 3

Cuando se usan los valores numéricos que definen el punto de operacion,
se obtiene el modelo linealizado dado por:

Ault) =0 (1.70)

dAy(t) 3 4 B
7 + gAy(t) - gAu(t) =0 (1.71)

0oO

La idea fundamental que se deduce del proceso de linealizacién es que las
propiedades del modelo lineal para valores pequenos de sus variables incremen-
tales, permiten inferir el comportamiento del sistema original en las cercanias
del punto de operacion.

Para comparar efectivamente la calidad de la aproximacién de un modelo
linealizado, es necesario poder simular ambos modelos, el original (no-lineal) y
el obtenido (lineal). Para ello, herramientas como SIMULINK son extraordinaria-
mente poderosas. A modo de ejemplo, se construye un esquema SIMULINK para
simular el modelo no lineal del Ejemplo 1.6, dado por:

dé’—t(t) +/y(t) = (u(?) (1.72)
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o, en forma méds conveniente para construir el esquema SIMULINK :

dZ—t(t) = —Vy(t) + (u(;)) (1.73)

Para apreciar la calidad de la aproximacién consideramos el sistema original
y su modelo linealizado y desarrollamos una simulaciéon. En esta simulacién,
la entrada a ambos sistemas es una constante ug igual a 2 mds una secuencia
de pulsos de amplitud creciente. Los resultados se muestran en la Figura 1.4.
Podemos ver ahi que el error de linealizacién crece a medida que el sistema
es llevado lejos del punto de operacién, en torno al cual se calculé el modelo
linealizado.

2.8
26 i
24
22

Tiempo [s]

Figura 1.4: Salida del sistema no lineal (linea sélida) y salida del sistema li-
nealizado (linea segmentada) para una onda cuadrada de amplitud
creciente en la entrada (linea segmento-punteada).

Ejemplo 1.7. Las caracteristicas de un sistema no lineal de tiempo discreto,
con entrada ult] y salida y[t], son descritas exactamente por

flult], y[t]) = y[t] — 0,7yt — 1] + 0,12(1 + 0,1u[t])y[t — 2] — 2+ sen (u[t — 1]) =0

(1.74)
Construya un modelo linealizado en torno al punto de operacion definido por
uQ = 0.
Solucion
(i) Para calcular yg aplicamos (1.65), de donde se obtiene
yo — 0,7yg + 0,12yg = 2 = yg = 4,762 (1.75)

(i) El modelo linealizado es ahora construido de (1.74), llevando a

Aylt] = 0,7Ay[t — 1] + 0,12(1 + 0,1ug)Ay[t — 2]+
0,12y (Ault])) + cos (ug) Ault —1] =0 (1.76)
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Entonces, usando los valores numéricos que definen el punto de operacion,
se obtiene un modelo linealizado dado por:

Ay[t] — 0,7Ay[t — 1] + 0,12Ay[t — 2] = —0,571Au[t] + Auft — 1] (1.77)

(|

Nota 1.3. Los paquetes computacionales modernos incluyen comandos especia-
les para calcular modelos linealizados en torno a puntos de operacion definidos
por el usuario (pre-calculados). En el caso de SIMULINK , los comandos apropia-
dos son linmod (para sistemas de tiempo continuo) y dlinmod (para sistemas
de tiempo discreto e hibridos).

Nota 1.4. Como hemos mencionado, los modelos linealizados son sélo modelos
aproximados y, por tanto, deben ser considerados con la precaucion apropiada
(como deberian serlo en realidad todos los modelos). Cuando se realiza la linea-
lizacion de un modelo, el siguiente término no nulo de la expansion en serie de
Taylor puede ser utilizado como una medida del error asociado al modelado.

Los modelos lineales pueden ser obtenidos linealizando un modelo no lineal
en torno a un punto de operacién. En muchas aplicaciones, los modelos
lineales proveen suficiente informacién para estudiar la operacién del sistema
(no lineal) original y para sintetizar sistemas con suficiente precisién. Sin
embargo, se requiere desarrollar una metodologia para tratar los inevitables
errores de modelado que resultan de la linealizacion.

Una observacion mas general sobre el tema de la linealizacién se relaciona
con el hecho que este concepto se puede extender, de modo que la linealizacion
se hace, no en torno a un punto de operacién, sino que a una trayectoria de
operacidn, es decir, en torno a una solucién de interés (ug(t), yo(t)) del modelo
no lineal.
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1.6. Problemas para el lector

Problema 1.1. Considere un sistema cuyo modelo de comportamiento estd da-
do por:
y(t) = mu(t) + b (1.78)

Determine las condiciones que deben satisfacer las constantes m y b de modo
que el sistema con entrada u(t) y respuesta y(t) sea lineal.

Problema 1.2. El drea de un rectdngulo es A = xy, donde x ey representan
las longitudes de sus lados.

1.2.1 Obtenga una expresion linealizada para A en torno al punto de operacion
g =2, yg =5.

1.2.2 Obtenga y describa geométricamente el error cometido al usar el modelo
lineal para calcular el drea de un rectdngulo con lados x =3 ey = 6.

Problema 1.3. Sea un sistema lineal algebraico de dimension 2x2, es decir,
con dos entradas y dos salidas. Se realizan algunos experimentos y se llega a:

y() =12 -1 =1(1 —1]") (1.79)
y(t)=[3 47 =T(1 —2") (1.80)

Determine la respuesta del sistema cuando la entrada es u(t) = [1 1]7

Problema 1.4. Considere un sistema con entrada u(t) y salida y(t), relacio-
nados por la ecuacion diferencial

dy(t)

a (2401 (w(e)*) y(t) = 2u(t) (1.81)

1.4.1 Determine los modelos linealizados para un punto de operacion definido
por yg = 0,1.

1.4.2 Repita el punto anterior para yo = 3. Compare con el resultado anterior.

Problema 1.5. En un sistema con entrada u(t) y salida y(t), la relacion
entrada-salida estd dada por

dy t 1
v 15 40 = 2 (uir))} (1.82)
Redefina, si es posible, la entrada y/o la salida de modo que el modelo en las
salidas redefinidas sea lineal.
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Problema 1.6. Considere la funcion no lineal dada por

b {u(t) Vju(t)] <1

signo{u(t)} V]u(t)] >1 (1.83)

Discuta la linealizacion de esta funcion en distintos punto de operacion.

Problema 1.7. En los sistemas tributarios modernos existe un tasa progresiva,
es asi como a mayor ingreso, mds alto es el porcentaje de impuesto a pagar.
Analice el sistema desde el punto de vista de la linealidad

Problema 1.8. Un sistema no lineal tiene un modelo dado por

dy(t)

o T Wy(t) = 2u() (1.84)

Donde la funcion f(y) aparece en la Figura 1.5.

1.5

1

Figura 1.5: Ganancia no lineal para el Problema 1.8

Construya modelos linealizados para los puntos de operacion determinados
poryg = -3,y =0eyg=1.

Problema 1.9. Determine si el siguiente sistema es o no lineal

dy(t)

25 2ty(t) = 2u(t) (1.85)

Problema 1.10. Construya, si es posible, modelos lineales para los sistemas no
lineales cuyos modelos se indican, con las condiciones de operacion especificadas
(en todos los puntos de operacidn resultantes)

ylt] = 05(ylt —1])° =ult —5]  yo=2 (1.86)

B uft — 1]
14 0,2(uft — 2])2

y[t] — 0,2y[t — 1y[t — 2] + 0,4y[t — 3] ug =1 (1.87)
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Problema 1.11. Considere el siguiente modelo no lineal

&1 (t) = =221 (t) + 0,1z (£)z2(t) + u(t) (1.88)
do(t) = —a1(t) — 220(t) (21(1))? (1.89)
y(t) = z1(t) + (1 +a2(1))? (1.90)

Construya un modelo lineal en torno al punto de operacion definido por
UQ =1.

Problema 1.12. . Sistema predador-presa (Lotka-Volterra). Considere el
sistema de ecuaciones diferenciales no-lineales, que describe la dindmica de una
poblacion de conejos (c(t) > 0) y de zorros (z(t) > 0):

LA — aclt) + Bet)=(1) (1.91)
O _ 2+ s (1.92)

en que los pardmetros a, 8,7, son positivos.

1.12.1 Determine todos los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones.

1.12.2 Obtenga el sistema linealizado en torno a cada uno de los puntos de
equilibrio anteriores.

1.12.3 Estudie y compare el tipo de soluciones del sistema linealizado en cada
uno de los puntos de equilibrio.

1.12.4 Elija algin valor para los pardmetros, y simule el sistema original y el
sistema linealizado en torno a cada punto de equilibrio, representando la
solucion en el plano (c(t), z(t)).
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Capitulo 2

Senales

2.1. Introduccion

El comportamiento de los sistemas puede evaluarse observando las senales
correspondientes a las variables de entrada del sistema, variables de salida e
incluso a variables intermedias del mismo. Més aun, el comportamiento de los
sistemas puede estudiarse, y asi suele hacerse, observando su respuesta cuando
se inyectan al sistema determinadas senales de prueba.

El anélisis de senales es un aspecto esencial de la teoria de sistemas lineales,
no sélo por su valor experimental, sino también por el uso de la propiedad de
linealidad, la cual permite construir modelos en base a la respuesta del sistema a
ciertas senales de prueba. En rigor, las senales reales son muy complejas, y para
estudiar sus propiedades y su efecto sobre los sistemas reales, también conviene
aplicar el concepto de modelo. Las idea, en este libro, es aplicar modelos de
senales a modelos de sistemas lineales.

2.2. Senales de tiempo continuo
En el caso de los sistemas de tiempo continuo, existen varios modelos de

senales basicas que juegan un rol fundamental en la teoria de los sistemas linea-
les. Ellas y sus propiedades de mayor interés se presentan a continuacién.

2.2.1. Escalén unitario (funcién de Heaviside)

El escalén unitario en el instante ¢, se define como:

(2.1)

Al Vt>t,
t—1t,) = -
e ) {0 Vit < t,

y se representa en la Figura 2.1.
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"y

0 to

Figura 2.1: Escalén unitario o funcién de Heaviside.

“ 8t —to)

~

0 t

Figura 2.2: Impulso unitario o delta de Dirac.

2.2.2. Impulso unitario o delta de Dirac

El impulso unitario o delta de Dirac es una senal peculiar. En estricto rigor
no es una funcién temporal, sino que es lo que se conoce en matematica como
distribucién o funcion generalizada. Se representa por §(o) y satisface:

(t—1t,) =0 Vt#t, con /OO ot —to)dt =1 (2.2)

y se representa graficamente como muestra la Figura 2.2.

Como se puede observar, esta senal no es fisicamente realizable, y se debe
entender como una idealizacién de determinadas situaciones. Algunas de ellas
se pueden apreciar en la Figura 2.3.

La funciones f1(t) y f2(t) de la Figura 2.3 cumplen con:

/_Oo fl(t)dt:/_oo fot)dt =1 Ve (2.3)

Ademads:
lim f1(¢t) = lim fo(t) =0 Vt#t, (2.4)
e—0 e—0

Una propiedad clave del delta de Dirac estd descrita en el siguiente lema.
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fi(?) fa(t)

I |
to—€ to to+ € t to—€ty t,+e t

Figura 2.3: Aproximaciones al delta de Dirac

Lema 2.1. Considere una funcidn cualquiera f(t), entonces:

f(t) = /jo f(r)o(t —7)dr (2.5)

00O

La demostracién del lema anterior se basa en la definicién del delta de Dirac,

y en otra propiedad de interés, segiin la cual, si f(¢) es continua en t = t,,
entonces se cumple que

F)6(t —to) = [f(to)o(t —to) (2.6)

El Lema 2.1 establece que toda senal puede ser expresada como una opera-
cién lineal sobre el impulso §(t — 7) para —oo < 7 < oo. Veremos més adelante
que esta propiedad sera la base para calcular la respuesta de un sistema lineal
ante cualquier senal, a partir de la respuesta tedrica de ese sistema a un impulso
unitario.

2.2.3. Rampa unitaria

La rampa unitaria se define como:

t—t, Yt>t,
r(t—ty) = {0 vt oy (2.7)

y se muestra en la Figura 2.4.

El delta de Dirac, el escalén unitario y la rampa unitaria pertenecen a una
secuencia de funciones, donde cada una se puede obtener como la derivada de
la siguiente, es decir:

du(t —to,)  d?r(t —t,)
a  dt?

0, equivalentemente, a través de la integral de la anterior, es decir:

St —t,) = (2.8)

r(t—t,) = /; p(r — ) dr = /; /; Sv—t)dvdr (2.9
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0 to to+1 t

Figura 2.4: Rampa unitaria.

Al interpretar el impulso de Dirac como la derivada del escalén unitario,
hemos asignado un valor a la derivada de una discontinuidad finita. Esta asig-
nacién tiene gran valor experimental, pero como el escalén no es una funcién
diferenciable, su manejo suele provocar dificultades matematicas que deben tra-
tarse caso a caso.

2.2.4. Exponencial

La funcién exponencial es definida genéricamente como:
flt) =e™ (2.10)

donde a = 0 + jw, con o,w € R. Sin embargo, cuando w # 0, la exponencial es
una funcién compleja (f : R — C), y sdlo tiene sentido fisico cuando se combina
con su sefial compleja conjugada, f(t)* = e®'t, en cuyo caso la relacién de Euler
(2.14) permite obtener una sinusoide de amplitud modulada exponencialmente,
situacién que se analiza por separado mas adelante.

8 1
7
0.8 a<0
6 >0
5 0.6
4 0.4
3
0.2
2
1 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 2.5: Exponenciales creciente (izquierda) y decreciente (derecha)

Para el caso o € R distinguimos dos situaciones, como se ilustra en la Figura
2.5, para t > 0. Cuando « > 0 tenemos una exponencial creciente. Esta sefial
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esta asociada a los sistemas inestables, concepto que se explicard mas adelante.
Cuando « < 0, estamos en presencia de una exponencial decreciente. Esta forma
exponencial es de enorme importancia en la teoria de sistemas lineales, ya que
permite la descripcion de una amplia gama de fenémenos, por ejemplo, la des-
carga de un condensador a través de un resistor y el decaimiento de sustancias
radiactivas, entre otros.

Naturalmente que el caso especial & = 0 corresponde a la funcién constante.

Para las exponenciales decrecientes se suele definir un pardmetro adicional:
la constante de tiempo 7 definida como:

1

T=—
o]

(2.11)

La constante de tiempo es una medida de la velocidad de decaimiento
de la exponencial, tal como se ilustra en la Figura 2.6, para ¢t > 0.

0.8 T >T>T,
0.6 =1,
041 =T,
0.2 _
=T,
0 1 1 1 " L
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Tiempo [s]

Figura 2.6: Exponenciales de diferentes velocidades de decaimiento

0.8 b

0.6 bl

0 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Tiempo normalizado t/t

Figura 2.7: Propiedad de la constante de tiempo

Una propiedad interesante de la exponencial se muestra en la Figura 2.7,
donde se observa que la tangente a la curva, trazada en t = 0 intercepta la
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asintota de la exponencial (el eje temporal) exactamente en ¢t = 7, lo cual puede
ser verificado analiticamente por el lector.

2.2.5. Senales sinusoidales

La senal fundamental en todo tipo de oscilaciones periddicas es la funcién
sinusoidal, que se describe en forma genérica por:

f(t) = Asen(wt + ) (2.12)

donde A es la amplitud, w es la frecuencia angular (en [rad/s]) y 3 es el desfase
o angulo de fase.
El periodo, T [s], y la frecuencia, f [Hz], de la sinusoide estan dados por:

T—s=7 (2.13)

Un representacién equivalente para las senales sinusoidales se puede obtener
a partir de la formula de Euler:

I @t+B) _ o—j(wt+h)

2j

Asen(wt+ ) = A (2.14)

De esta ecuacién se puede apreciar la interpretacién que usualmente se da a

X . . . . y :
la exponencial imaginaria e/“¢, ya que’

sen(wt) = I{e“'}, cos(wt) = R{e/} (2.15)

2.2.6. Sinusoidales con amplitud exponencial

Otra de las senales que aparece frecuentemente en la descripcion del com-
portamiento natural de los sistemas es la sinusoidal cuya amplitud varia expo-
nencialmente en el tiempo, es decir, de la forma:

f(t) = Ae sen(wt + B) (2.16)

Naturalmente, cuando o = 0, la senal se reduce a una sinusoide pura. Los
casos 0 < 0 (sinusoide amortiguada exponencialmente) y ¢ > 0 (sinusoide
creciente exponencialmente) se muestran en la Figura 2.8, para t > 0.

Para estas funciones, la relacién de Euler lleva a:

e(a+jw)t+j6 — e(o'fjw)tfj,@

Aetsen(wt + 3) = A o

(2.17)

1G{o} representa la parte imaginaria o
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05
0 0
~05
o 1 2 3 -0 1 2 3

tiempo normalizado t/T tiempo normalizado t/T

Figura 2.8: Senales sinusoidales con amplitud disminuyendo exponencialmente
(izq.) y creciendo exponencialmente (der.)

2.2.7. Potencia y energia en senales de tiempo continuo

En muchos casos se puede asignar significado fisico a una senial f(t). En esos
casos, se suele asociar potencia y energia a la senal, en la forma:

potencia: p(t) = f(t)?

energfa:  w(t) = [0 f(t)?dt

Si, por ejemplo, f(t) es la corriente eléctrica, que fluye en una resistencia de valor
R =1 [Q)], entonces p(t) es la potencia instantdnea disipada en la resistencia, y
w(t) es la energfa total disipada en ella.

2.3. Senales de tiempo discreto

En el caso de las senales de tiempo discreto, existen contrapartes directas de
las senales para tiempo continuo, con algunas sutiles, pero significativas diferen-
cias. La primera diferencia evidente es que la variable independiente estd definida
sobre el conjunto de los nimeros enteros, Z. Otras diferencias apareceran méas
adelante.

2.3.1. Escaldn unitario de tiempo discreto

El escalén unitario en el instante ¢, se define como:

1 vt>t,
2 { = (2.18)

t—t,] =
il ) 0 Vt<t,

y se representa en la Figura 2.9.
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D
o)
D
D
V

)
~
o
~~

0 to t

Figura 2.10: Impulso unitario discreto o delta de Kronecker

2.3.2. Impulso unitario discreto o delta de Kronecker

El impulso unitario discreto o delta de Kronecker se define como:

S[t—t,] 2 {(1) jtjt to (2.19)

y se representa en la Figura 2.10.
Una propiedad clave del delta de Kronecker, andloga a la del delta de Dirac
(lema 2.1), estd descrita en el siguiente lema.

Lema 2.2. Considere una funcidn cualquiera f[t], entonces:

ft = > st~ (2.20)

1=—0Q

([
La demostracion del lema anterior se basa en la definicién del delta de Kro-
necker, y en otra propiedad de interés, segiin la cual se cumple que:

f[tloft — €] = fleloft — ] (2.21)

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

2.3. Senales de tiempo discreto 29

“ ’I“[t - to]

D
D
D
D
o)
_@«
—6~

Y

Figura 2.11: Rampa unitaria de tiempo discreto

El Lema 2.2 establece que toda senal puede ser expresada como una opera-
cién lineal sobre un tren de deltas de Kronecker. Veremos més adelante que esta
propiedad serd la base para calcular la respuesta de un sistema lineal de tiempo
discreto a partir de su respuesta a un impulso unitario.

2.3.3. Rampa unitaria de tiempo discreto

La rampa unitaria se define como:

(2.22)

Aft—t, Vit
r[t_to]:{o ’ Vt<t0

y se representa en la Figura 2.11.

De manera similar a las senales de tiempo continuo, el delta de Kronecker,
el escalén unitario y la rampa unitaria pertenecen a una secuencia de funciones,
donde cada una se puede obtener como la primera diferencia del miembro que
le sigue, es decir:

5[t - to} = N[t - to] - U[t —to— 1]; U[t - to] = T[t —lo+ 1] - T[t - to] (2'23)
o a través de la acumulacién de la que precede, es decir

rlt—to] = Y plt—il;  plt—to] =Y o[t—i (2.24)

1=to+1 i=t,

2.3.4. Exponencial de tiempo discreto
La funcién exponencial es definida genéricamente como:
flt] =\ (2.25)

donde A es, en general, un ntmero complejo. Sin embargo, cuando S{A} # 0,
la exponencial es una senal compleja (f : Z — C), y sélo tiene sentido fisico
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cuando se combina con (A*)!, en cuyo caso se llega, a través de la relacién de
Euler, a una sinusoide de amplitud modulada exponencialmente, situacién que
se analiza por separado méas adelante.

Si A € R distinguimos cuatro casos, como se ilustra en la Figuras 2.12 y 2.13,
para t > 0.

1.2 5
1 O<A< 1 4 1< ®
0.8
3
0.6
2
0.4
0 0
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

Figura 2.12: Exponenciales de tiempo discreto, decreciente (izquierda) y cre-
ciente (derecha), A € RT

En la Figura 2.12, se observa el caso cuando A es positivo, a la izquierda
aparece un ejemplo para 0 < A < 1y a la derecha, aparece un ejemplo para A >
1. Cuando A > 1 tenemos una exponencial creciente. Esta senal aparece asociada
a los sistemas inestables de tiempo discreto, como se explicard méas adelante.
Por su parte, cuando 0 < A < 1, estamos en presencia de una exponencial
decreciente. Esta forma exponencial es de enorme importancia en la teoria de
sistemas, ya que interviene con frecuencia en la descripcion del comportamiento
natural de una amplia gama de sistemas.

En la Figura 2.13, se observa el caso cuando A es negativo, a la izquierda
aparece el sub-caso 0 > A > —1 y a la derecha, aparece el sub-caso A < —1.

Naturalmente que el caso especial A = 1 corresponde a la funcién constante,
y el caso A = —1 puede identificarse como una sefial sinusoidal, las cuales se
revisan a continuacion.

2.3.5. Senales sinusoidales de tiempo discreto

Al igual que en el caso de tiempo continuo, en sistemas lineales de tiempo
discreto, la sefial fundamental en oscilaciones periédicas es la funcién sinusoidal,
cuya forma genérica es:

ft] = Asen(0t + B) (2.26)

donde A es la amplitud, € es la frecuencia angular normalizada (en [rad]) y 8
es desfase o angulo de fase. Note que la unidad de la frecuencia es [rad], y en
el Capitulo 11 veremos la relacién entre ésta y la frecuencia angular en tiempo
continuo, la que se mide en [rad/s].
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Figura 2.13: Exponenciales de tiempo discreto, decreciente (izquierda) y cre-
ciente (derecha), A € R~

Una importante diferencia con las sinusoides de tiempo continuo, es que una
sinusoide de tiempo discreto puede ser aperiédica en t.

Lema 2.3. Una sinusoide de tiempo discreto es periddica si solo si existen
numeros naturales p y N, tales que:

p
= 2T — 2.2
0 T~ (2.27)

Demostracion
Una sinusoide discreta sen(0t) es periddica si y sdlo si existe un nidmero
natural N tal que, para todo t € N,

sen(6t) = sen(0(t + N)) = sen(6t) cos(ON) + cos(0t) sen(0N) (2.28)

Para que esta igualdad se cumpla para todo t € N, es necesario y suficiente
que cos(0N) =1 ( <= sen(dN) = 0). Esto se cumple si y sélo si existe p € N
tal que se cumple (2.27).

oo

De acuerdo a este lema, las sinusoidales de tiempo discreto: sen(t/7), cos(2t),
sen(et) son todas sefiales aperiddicas.

Un representacién equivalente para las senales sinusoidales se puede obtener
a partir de la férmula de Euler:

eI (01+8) _ o —i(0t+5)

Asen(0t +p) = A 5 (2.29)

2.3.6. Sinusoidales con amplitud exponencial

La sinusoide con amplitud modulada exponencialmente interviene frecuen-
temente describiendo el comportamiento natural de los sistemas de tiempo dis-
creto. Esta senal aparece cuando A € C, lo cual significa que podemos expresar
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A en la forma polar: ) )
A=pel? = |\l (2.30)

y, de esta forma, tenemos que:
M= plted 0 = plcos(t ) + jpt sen(t 6) (2.31)
Consideremos entonces la senal:
flt] = Ap'sen(6t + B) (2.32)

Naturalmente, cuando p = 1, la senal se reduce a una sinusoide pura. Los
casos 0 < p < 1 (sinusoide amortiguada exponencialmente) y p > 1 (sinusoide
creciente exponencialmente) se muestran en la Figura 2.14, .

O<p <1 p>1
0.8 3

0.6 2

miil L, Al

-3

Figura 2.14: Senales sinusoidales de tiempo discreto con amplitud variando ex-
ponencialmente

2.3.7. Potencia y energia en senales de tiempo discreto

Como una extension de las interpretaciones en la subseccion §2.2.7, también
se suele asociar potencia y energia a senales de tiempo discreto. Si la senal es
ft], definida V¢ € Z, entonces:

potencia: plt] = f[t]?

energla:  wlt] => 0 flt]? dt
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2.4. Problemas para el lector

Problema 2.1. Dibuje los grdficos de las siguientes senales:

£16) = |sen(20)] PO =p-3+2)  @3)
falt) = <220, A =r(-at-2) (@230

Problema 2.2 (Senial de amplitud modulada). Suponga que la senal f(t) =
cos(107t) es multiplicada por otra senal g(t). Dibuje el grdfico del producto
f(®)g(t), para dos casos distintos: g(t) = 0,2sen(nt) y g(t) = signo(sen(nt))

Problema 2.3 (Pulsos de ancho modulado). Supongamos se tiene la secuencia
de pulsos:

F) =" (ult = 3i) = u(t — 1 = g(t) - 34)) (2.35)
=0

K2

Construya un grdfico de la senal f(t) para g(t) = 0,5sen(0,17t).

Problema 2.4. Considere la funcion:

_ Lsen(a(t —2))

==z (2.56)

Dibuge f(t) (use MATLAB ) para diferentes valores de a. Comente sus resul-
tados

Problema 2.5. Suponga que se aplica el Lema 2.2 usando una aproximacion
para §(t) dada por:
t+0,5¢) — p(t —0,5

€

¢ Cudl es el error que se comete?

Problema 2.6. Determine (y grafique) una expresion analitica, usando deltas
de Dirac si es necesario, para la derivada de cada una de las siguientes funciones:

fi(t) =2p(t —2) — u(t —4) (2.38)
fa(t) = sen <3t - g) w(t — g) (2.39)
Folt) = 1 (%3_ 4) (2.40)
fa(t) = (r(t) = 2r(t — 2)) p(—t +4) (2.41)

Problema 2.7. Considere los grificos de la Figura 2.15.
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fi(#) fa(t)

Figura 2.15: Senales compuestas

2.7.1 Encuentre la expresion analitica para cada una de las senales (use las
senales bdsicas definidas en este capitulo).

2.7.2 Determine una expresion analitica para la integral de cada senal en el
intervalo [0,¢].

Problema 2.8. Grafique las siguientes senales de tiempo discreto:

Ailt] = plt — 2] - 3uft - 5] (2.42)
f2[t] = (0,8)" cos(0,25t) (2.43)
f3[t] =1 — sen(tm/8) (2.44)

Problema 2.9. Considere la secuencia de nimeros {2;1;2;1;2;1;2;1;2;1,...}.
Si asocia esa secuencia a una senal de tiempo discreto, encuentre una expresion
analitica que describa la secuencia, en término de las funciones bdsicas definidas
en este capitulo.
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Capitulo 3

Analisis en tiempo continuo

3.1. Introduccion

La herramienta fundamental para describir los cambios de una variable en
el dominio del tiempo continuo es la derivada, por tanto, el modelo matematico
bésico para los sistemas en tiempo continuo es la ecuacién diferencial del sistema,
EDS, la cual relaciona la entrada del sistema, u(t), con la salida, y(t). En el
caso de modelos linealizados (Capitulo 1), debe entenderse que nos referimos a
la entrada incremental Au(t) y salida incremental Ay(t).

Como ya hemos destacado, cuando se dispone de un buen modelo lineal para
un sistema, se puede utilizar numerosas y poderosas herramientas de analisis,
sintesis y disefio. Por ejemplo, para resolver una EDS respecto de una entra-
da particular y condiciones iniciales especificas, los métodos operacionalmente
mas eficientes pertenecen probablemente al dominio del tiempo. Aprovechan-
do tales métodos de resolucién en el tiempo presentaremos en este capitulo las
soluciones generales para tiempo continuo, suponiendo que el lector tiene la pre-
paracién matemadtica previa necesaria para utilizar esos métodos de resolucién
sin necesidad de demostracién.

El estudio de las propiedades de las soluciones de una EDS nos permitird in-
troducir indicadores de propiedades fundamentales para los sistemas dinamicos
lineales tales como su comportamiento natural, estabilidad, velocidad relativa,
ganancia y otras. La aplicacion de los indicadores descritos en este capitulo y
en el siguiente, para el caso de sistemas de tiempo discreto, es més eficiente
en el dominio de la frecuencia. Este y otros temas se abordaran en capitulos
posteriores a través de las transformaciones de Fourier, de Laplace y Zeta.
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3.2. Ecuacion diferencial del sistema (EDS)

La forma general de la EDS, para un sistema lineal e invariante en el tiempo,

es
dmy(t drty(t
d:(;’r(L ) + anflwﬁ) + e + a()y(t)
dn—l dn—2

La solucién a esta ecuacién debe cumplir ademas con las restricciones que
imponen las condiciones iniciales (estado inicial).

En algunos casos, conviene usar una notacién compacta, tipo operador, para
denotar la operacién derivada. Con este propésito, introducimos el operador de
Heaviside, p (o) definido por

p (1) = p (1) & 110 (32
P F@) = 0 £1) = p om0 = LI (33

El operador de Heaviside representa la derivada de una funcién y tiene un
inverso asociado, definido por la integral

t
p i) = [ s (3.4
Usando este operador, el modelo (3.1) puede ser escrito como

p"y(t) Fan_1p" tyt) + ...+ agy(t) = bup u(t) + bp_1p"  u(t) + ...+ bou(t)

(3.5)

Para ilustrar la forma en que se llega a la EDS desarrollamos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.1. Considere la red eléctrica de la Figura 3.1, donde todos los com-
ponentes son lineales.

Aplicando las leyes de Kirchoff y las relaciones terminales de las componen-
tes eléctricas se llega a:

vy (t) v(t) (3.6)

= Rli(t) + v(t
(t) = %[ v(T)dr + Cd%it) + %i) (3.7

Derivando ambos miembros de las ecuaciones (3.6) y (3.7) se obtiene:

dug(t) _ p dilt) | do()

a U dt dt (38)
di(t) 1 d*v(t) 1 do(t)
i Zv(t) +C a2 By di (3.9)
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; R
Q) o

ir(t)

e 1§ ¢

/1

R o

Figura 3.1: Red RLC

Combinando las ecuaciones (3.8) y (3.9) se obtiene finalmente:

dzv(t) n Ry + Rs d’l}(t) Lv(t) _ 1 d’l)f(t)
dt? RiR,C dt LC T RCdt

Este modelo tiene la estructura de la ecuacion (3.1), en que u(t) = vy(t),
y(t) = v(t), n =2, y los valores de los pardmetros son:

Ry + Ry 1 1
= : by =0; byj=——; b= A1
a 0o =0; b ”C Do 0 (3.11)

RiR,C T Lo’

Ademdas, la solucion v(t) debe ser tal que satisfaga las condiciones iniciales
impuestas por la tension inicial en el condensador, y la corriente inicial en el
inductor.

00O

En forma resumida, podemos afirmar que:

La EDS es un modelo dindmico del sistema que describe una restriccién
fundamental sobre ciertas combinaciones de la entrada, la salida y algunas
derivadas de ambas senales.

3.3. La respuesta del sistema

La solucién de la EDS condensa aspectos fundamentales del comportamiento
temporal del sistema. Una aproximacién intuitiva a esta conexién sugiere que
la excitacion no sélo fuerza determinada conducta en la respuesta, sino que en
ese proceso revela aspectos claves de la naturaleza del sistema. Esta percepcién
justifica el observar con detencién la solucién de la EDS y algunas formas en
que ella puede ser descompuesta para su mejor comprension.
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3.3.1. Componente homogénea y componente particular

Una primera forma de estudiar la respuesta del sistema es descomponerla de
modo de identificar aquella parte que captura la naturaleza del sistema, com-
ponente natural u homogénea, y la otra, que captura la naturaleza especifica
de la excitacion, componente particular o forzada.

La componente homogénea, yy, (), satisface la ecuacién diferencial homogénea
asociada a (3.1), es decir:

P yn(t) + an—1p™ "yn(t) + ... + aoyn(t) = 0 (3.12)

Note que esta ecuacién tiene un niimero infinito de soluciones, las que pueden
describirse genéricamente como una familia. Los miembros de esta familia se
diferencian por los valores numéricos especificos que se pueden escoger para un
conjunto de n constantes indeterminadas.

Por su parte, la componente o solucién particular, y,(t), es una funcién
especifica del tiempo, independiente de las condiciones iniciales, que satisface la
ecuacién (3.1).

La solucién completa y(t) = yn(t) + yp(t) queda totalmente determinada al
usar las condiciones iniciales, aplicadas a la respuesta completa, y(t), para
calcular las constantes indeterminadas presentes en yp, (¢).

Antes de proseguir con el andlisis consideraremos un ejemplo.

Ejemplo 3.2. Suponga que la EDS de un sistema estd dada por:

dy(t)

y que la respuesta y(t) debe satisfacer la condicion inicial y(0) = —0,5. Se desea
caleular la respuesta del sistema para t > 0 cuando u(t) = 1.
yu(t)
La componente homogénea debe cumplir con:
dyp (t
yd%() +2n(t) =0 (3.14)

Esta ecuacion es satisfecha por y(t) = Ce™2t, para cualquier valor de la
constante C'.

La componente particular y,(t) es una funcidn, independiente de las condi-
ciones iniciales, que debe satisfacer (3.13) con u(t) = 1. Una solucidn simple es
yp(t) =2, Vt > 0.

De esta forma, la solucion completa es:

y(t) = yn(t) +yp(t) = Ce™ +2 (3.15)

y la constante C se calcula de modo que y(0) satisfaga la condicidn inicial y(0) =
—0,5. Por lo tanto, se obtiene C' = —25 e y(t) = —2,5¢72¢ + 2

([
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3.3.2. Frecuencias y modos naturales

La componente natural u homogénea, y;,(t) depende sélo de la ecuacién
caracteristica asociada a (3.1), dada por:

A" b AN Pt aAtag=0 (3.16)

Si las soluciones de (3.16) son A1, Ag, ... A, con multiplicidad nq, na, ..., ny
respectivamente, tal que n; + na2 + ... 4+ n, = n, entonces la forma general de

yh(t) es:

P ng
yn(t) =D > Crit' e (3.17)

k=1 1i=1

donde los Cy; son constantes arbitrarias (constantes indeterminadas) que gene-
ran los grados de libertad necesarios para que la respuesta completa satisfaga
las condiciones iniciales.

Los valores de A que satisfacen (3.16) son conocidos como autovalores, valores
propios', valores caracteristicos o frecuencias naturales del sistema. Dado
que los coeficientes de la ecuacién caracteristica asociada a la EDS son reales,
todos los valores caracteristicos son reales, o bien aparecen en pares complejos
conjugados.

A su vez, cada una de las funciones temporales, asociadas a A, de la forma:

i LeAnt (3.18)

que aparecen en (3.17) se denomina modo natural del sistema.

Los modos naturales se asocian univocamente a las frecuencias naturales, y
la forma temporal de los primeros depende de la multiplicidad y la ubicacién
de las segundos en el plano complejo. En la Figura 3.2 se aprecia un mapa
general de modos naturales, suponiendo multiplicidad uno para cada frecuencia
natural. En esa figura se asocia una sefial (modo natural) a cada frecuencia
natural, excepto en el caso de frecuencias complejas, en que se considera el par
de complejos conjugados.

3.3.3. Modos forzantes y modos forzados

La componente particular de la respuesta, y,(t), es una funcién estrecha-
mente ligada a la entrada, u(t). Un caso simple, en que podemos apreciar esta
relacién, es cuando u(t) puede describirse como una combinacién lineal de fun-
ciones de la forma ef* es decir:

4
u(t) =Y B! (3.19)

donde los B.s son distintos y ninguno de ellos coincide con alguna frecuencia
natural. Cada una de las funciones e®* recibe el nombre de modo forzante.

1Esta denominacién resultard natural para modelos en variables de estado (Capitulo 10)
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Eje

Imaginario

o
-

A

L3 £e3 £e3 o
A2 A1 Ao Az A+ Eje
Real

Figura 3.2: Relacién entre la ubicacién de las frecuencias naturales (de multi-
plicidad uno) y los modos naturales
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Se puede verificar, usando la linealidad del sistema, que la solucién particu-
lar, y,(t), estd dada por:

0
up(t) =D ypi(t) . enque yp(t) = K;Bie"! (3.20)
=1

y donde cada uno de los coeficientes es:

_ Sk be(B8)*
im0 a(Bi)!

La respuesta y,(t) contiene modos forzados. Bajo la suposicién anterior,
relativa a que ningin f}s coincide con las frecuencias naturales, cada uno de los
modos forzados coincide con uno de los modos forzantes.

Observe que podemos identificar a K; con una ganancia asociada al modo
forzante i-ésimo. Cuando el modo forzante es una constante, es decir, eft = 1,
se habla de la ganancia a continua.

Para facilitar la comprensién del concepto de ganancia a modos, considere-
mos un ejemplo.

K; (3.21)

Ejemplo 3.3. La EDS de un sistema lineal es:

yr + 3y(t) = 2u(t); entonces a1 =1; ag = 3; by =2 (3.22)

Supongamos que la entrada es u(t) = 5+ 4 cos(wt + w/4), entonces podemos
expresarla como:

3
u(t) =Y BiePt =5eMt 4 (2e75) e 4 (277 7) P! (3.23)
i=1
donde 51 =0, Po = jm y B3 = —jm, es decir, hay tres modos forzantes presentes.
Las ganancias estdn dadas por (3.21), y para este caso particular:
bo 2
K, = == 3.24
YT Bitar 3 (8:24)
b .
Ky= —2 = =0,3180 — j0,3330 = 0,4604¢ 708084 (3.25)
B2+ao  jm+3
b 2 ,
K; 0 _ =0,3180 + j0,3330 = 0,4604¢70-8084 (3.26)

© Bs+ag  —jm+3
ood
El tratamiento general de la solucién particular, incluyendo la coincidencia
entre frecuencias naturales y frecuencias forzantes, serd pospuesto para capitulos
futuros; pero en el intertanto podemos establecer un hecho trascendente:

Los sistemas lineales exhiben ganancias distintas para modos forzantes dis-
tintos, y esta capacidad de discriminacién es la base para el anélisis y diseno
de sistemas de procesamiento de senales y para otras aplicaciones.
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3.3.4. Estabilidad

Como ya hemos mencionado, los modos naturales describen aspectos esencia-
les de un sistema lineal. En primer lugar, los modos naturales guardan estrecha
relacién con la idea de estabilidad. Intuitivamente podemos definir un siste-
ma lineal (o, mejor dicho, un modelo lineal) como estable si todas las variables
(senales) del sistema permanecen acotadas ante cualquier excitacién acotada y
para cualquier estado inicial acotado. Si consideramos sélo el efecto de condi-
ciones iniciales, resulta que la estabilidad requiere que los modos naturales sean
todos acotados. Sin embargo, veremos que la estabilidad de un sistema requiere
que todos los modos naturales decaigan en el tiempo.

Como cada modo natural depende de una frecuencia natural, son éstas, es
decir, las raices de la ecuacion caracteristica del sistema, las que determinan la
estabilidad del sistema. Consideremos el caso de un modo natural de la forma
genérica:

yn (t) = CeM; reC (3.27)

Sea A = 0 + jw,, entonces
yni (t) = CeM = Ceoted®o!t = Ce(cos(wot) + jsen(wot)) (3.28)

De la expresién anterior se observa que y,1(t) decae a medida que el tiempo
transcurre si y sélo si e decae, y esto ocurre si y sélo si 0 < 0. Esto se ve
reflejado claramente en la Figura 3.2.

La observacién del parrafo precedente se puede resumir formalmente en la
definicién de la llamada estabilidad asintética:

Un modelo lineal e invariante en el tiempo es estable si y sélo si todos sus
modos naturales decaen asintéticamente a cero, es decir, si y s6lo si todas
sus frecuencias naturales tienen parte real estrictamente menor que cero. Si
una o mas de las frecuencias naturales del modelo tienen parte real mayor
o igual que cero, diremos que el modelo es inestable.

Definimos, en consecuencia, la region de estabilidad en el plano comple-
jo, para sistemas continuos en el tiempo, como el semiplano izquierdo (SPI)
abierto, es decir excluyendo el eje imaginario. La necesidad de esta exclusion
se demostrard mas adelante. Sin embargo, el ejemplo siguiente permite apre-
ciar el origen de las dificultades cuando una frecuencia natural estd en el eje
imaginario.

Ejemplo 3.4. Sea un sistema cuya EDS estd dada por:

dy
prl 2u(t) (3.29)

Entonces el sistema tiene sélo una frecuencia natural, y ella estd ubicada
en A = 0, esto significa que el modo natural que aparecerd en la respuesta del
sistema es eM = 1. Asi, la respuesta homogénea es yy(t) = Cy. Supongamos que
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la entrada es una constante Vt > 0, digamos u(t) = U,, entonces la componente
particular de la respuesta es y,(t) = Ust. De esa forma la respuesta completa es
y(t) = C1 + Ust donde Cy debe calcularse para satisfacer la condicion inicial.

Debemos notar que este ejemplo pone en evidencia que, aunque la entrada
es una simple constante, la salida del sistema crece en forma ilimitada a medida
que transcurre el tiempo. El sistema es, por tanto, inestable.

00O

3.3.5. Velocidad

Un segundo aspecto de interés en relacién con las frecuencias y modos natu-
rales guarda relacién con la velocidad con que evolucionan las variables de los
sistemas.

Dentro de la clase de sistemas estables, podemos distinguir diferencias no-
tables, no sélo por la distinta naturaleza de los valores propios, sino por las
velocidades relativas con que decaen sus modos naturales. Por ejemplo, consi-
deremos dos sistemas con las componentes homogéneas que se indican:

Sistema 1 yni(t) = Crie 2t + Cppe™ (3.30)
Sistema 2 yhg(t) = 0216_3t + 0226_7t (331)

Vemos que yp,1(t) estd dominada por el modo natural e~2¢ porque esta sefial
decae mas lentamente que el otro modo natural e ~°. Por su parte, yp2(t) estd do-
minada por el modo natural e3¢, el que decae més lentamente que el modo e~ "¢,
Asf diremos que el Sistema 1 tiene una frecuencia natural dominante igual
a —2, con un modo natural dominante e~2?!. A su vez, el Sistema 2 tiene una
frecuencia natural dominante igual a —3, con un modo natural dominante e3¢,
Al comparar ambos sistemas podemos concluir, en primera aproximacién, que
el Sistema 1 es mas lento que el Sistema 2, porque su modo dominante decae
mas lentamente.

En general, si A = —|o| + jw,, el modo natural tiene la forma:

eM = e 171t (cos(wot) + j sen(wot)) (3.32)

De esta ecuacién se observa que este modo decae mas rapidamente cuanto
més grande es |o|. Asi, los sistemas son mds rdpidos cuanto méds alejados del eje
imaginario estan sus frecuencias naturales dominantes.

3.3.6. Respuesta a estado inicial y respuesta a entrada

Una forma alternativa de descomponer la respuesta de un sistema es con-
siderar por separado la componente de la respuesta debida a las condiciones
iniciales o estado inicial, y,(t), y la componente de la respuesta debida a la
entrada, y,(t), es decir:

y(t) = T(x,, u(t)y = T{x,,0) + T{0, u(t)) (3.33)

Ya (1) Yu ()
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En consecuencia, y,(t) satisface:
P Yz (t) + an—1p™ yp () + ... + aoyL(t) = 0 (3.34)

sujeta a las condiciones iniciales definidas en el vector x,. Esto significa
que y.(t) es una combinacién lineal de modos naturales, en donde las constan-
tes dependen de las condiciones iniciales (las que deben ser satisfechas por la
solucién completa de la EDS).

A su vez, la respuesta a entrada, y,(t), es una solucién de la EDS con con-
diciones iniciales iguales a cero, es decir, satisface:

anU(ﬂ +a d"_lyu(ﬂ

e .. u(t
ym 1 Tt aogu(t)

dn—l n—2

sujeta a condiciones iniciales cero. Para poder cumplir con esta restriccion,
yu(t) debe contener, ademds de los modos forzados, una combinacién lineal de
modos naturales cuyas constantes son calculadas de modo que se cumpla aquella
restriccion.

La Tabla 3.1 muestra como se distribuyen los diferentes modos en cada una
de las componentes de la respuesta del sistema (homogénea-particular y estado
inicial-entrada).

| Lon®) [ 4o(®) [ 5e®) [ 9u®) |
modos naturales | +/ v/ vV
modos forzados Vv v

Tabla 3.1: Presencia de modos en descomposiciones de la respuesta

Es ademas importante el notar que:
y(t) = yn(t) + yp(t) = v (t) + yu(t) (3.36)

Sin embargo, por lo general, yj,(t) # Yy (t) e yp(t) # yu(t).

Afianzamos estas ideas retomando el Ejemplo 3.2, en el que ilustramos la
descomposicion de la respuesta del sistema en sus componente homogénea y
particular.

Ejemplo 3.5. Suponga que la EDS estd dada por:

dy(t
% +2y(t) = du(t) (3.37)
y que la respuesta y(t) debe satisfacer la condicion inicial y(0) = —0,5.

Se desea calcular la respuesta del sistema para u(t) =1 para t > 0.
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L own® lw® [ w® | oy |
modos naturales | —2,5e~2 —0,5e72t | —2e~%
modos forzados 2 2

Tabla 3.2: Presencia de modos en descomposiciones de la respuesta del Ejemplo

3.5.
yx(t)
La respuesta a estado inicial debe cumplir con:
dy.(t
ydt( ) 2.t = 0 (3.38)

2t

y con y.(0) = —0,5 Esta ecuacidn es satisfecha por y,(t) = Ce™%*, con C =

-0,5
Yu(t)

La respuesta a entrada, y,(t), es una solucion para (3.37) con u(t) =1, y
sujeta a y,(0) = 0.

De esta forma, la solucién completa es:

Yu(t) = yun(t) + yup(t) (3.39)

donde yup(t) es una solucién de la ecuacidon homogénea, es decir yun(t) =
Cue™?t, e yup(t) es la solucion particular y,,(t) = 2. C, se calcula de modo
de obtener y,(0) = 0, lo cual conduce a C, = —2.

Finalmente
Y (t) = —0, 52 (3.40)
Yu(t) = —2e7% +2 (3.41)
y(t) = yu(t) + yu(t) = =2,5¢7% +2 (3.42)

De esta forma, podemos ahora completar la Tabla 3.1 para el caso de las
soluciones obtenidas para este ejemplo. Esto se muestra en la Tabla 3.2.

(|

Las dos descomposiciones de la respuesta del sistema obtenidas permiten
observar dicha respuesta desde dos perspectivas diferentes:

= En la descomposicién componente homogénea — componente particular se
observa la estructura de la respuesta. En efecto, en esa particion queda en
evidencia la presencia de dos tipos de modos: modos naturales (incluidos en
la componente homogénea) y modos forzados (incluidos en la componente
particular).
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= En la descomposicién respuesta a estado inicial — respuesta a entrada
se separan los efectos de las dos causantes de que el sistema tenga una
respuesta no nula: las condiciones iniciales y las excitaciones o entradas
aplicadas.

Note que aunque las condiciones iniciales sean iguales a cero, atn asi, los mo-
dos naturales se encuentran presentes en la respuesta (en este caso sélo aparece
la componente debida a la entrada, y,(t)).

Para completar esta secciéon consideraremos un ejemplo donde estos concep-
tos adquieren un significado més concreto.

Ejemplo 3.6. En el circuito de la Figura 3.3 las componentes (escaladas, por
simplicidad) tienen los siguientes valores:

Ry =2[Q); Ry=1[Q; L=1[H]; C=0,5[F] (3.43)

os (1) ia(t) . is(t) Ry ve(t)

Figura 3.3: Red lineal con condiciones iniciales

En esta red, la entrada es vs(t), la salida ha sido elegida como v.(t) y el
estado inicial es descrito por x, = [ir(0) v.(0)]T. Entonces usando el operador
de Heaviside (y su inverso) tenemos que las ecuaciones de mallas llevan a:

Z 1=E (3.44)
donde:
1 1
48 RitLlp+5p7"  —Gr7" A ia(t) A vy (t)
- 1 1 ' . ' B
ol 4 + Ry ig(t) 0
(3.45)

FEsto se puede resolver usando el siguiente codigo:

MAPLE

>with(linalg) ;

>Z:=array(1..2,1..2, [[2+rho+2/rho,-2/rho], [-2/rho,2/rho+1]]);
>Zi:=inverse(Z);
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De donde resulta:

1 p+2 2

Z = 3.46
p24+4p +6 | 2 p?P+2p 42 (3.46)
Resolviendo para ig(t) se obtiene:
(b + 49 + )in(t) = (p +2)us(1) (3.47)
Dado que v.(t) =1-1ig(t), la EDS es:
d?v.(t) dve(t) dvs(t)
4 6v.(t) = ———= + 2v,(2 3.48

Supongamos que las condiciones iniciales son v.(0) = 5 [V], ir(0) = 3 [A]
y supongamos ademds que vy(t) = 10 [V]. Primero observamos que, al aplicar
LCK en el nodo A, se cumple

5.(0) = - (mm - 40 ) — 4[] (3.49)

La solucion total se puede entonces calcular usando el siguiente codigo:

MAPLE

>v_f(t):=10:

>eds:=diff(v_c(t),t,t)+4xdiff (v_c(t) ,t)+6xv_c(t)-diff(v_f(t),t)
-2xv_f (t)=0;

>dsolve({eds,v_c(0)=5,D(v_c) (0)=-4},v_c(t));

que entrega como resultado:

ve(t) = 10 + §e_2t cos(V/2t) — %\/ie_% sen(V/2t) (3.50)

Ast, las distintas componentes de la respuesta v.(t) tienen los siguientes
valores e interpretaciones:

(a) La componente particular, vepy(t) es aquella parte de vs(t) que contiene sdlo
los modos forzados por la excitacion constante, es decir, es la componente
continua de v.(t), en este caso v,y (t) = 10/3[V]. Note que esta componente
se puede calcular usando un divisor de tensiones, y que la ganancia a modo
constante de la red es igual a 1/3.

(b) La componente homogénea, vep(t), es la parte de la respuesta que contiene
todos los modos naturales, en este caso:

ven(t) = ge_% cos(V2t) — é\/ie_% sen(v/2t) (3.51)
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(¢) La componente a estado inicial, v.y(t), corresponde al valor que tendria
ve(t) debido sdlo a la corriente inicial en el inductor y a la tension inicial
en el condensador, es decir con la fuente de tension cortocircuitada. Esta
componente se puede calcular con el siguiente codigo:

MAPLE

>v_f(t):=0:

>eds:=diff (v_c(t),t,t)+4*diff (v_c(t),t)+6xv_c(t)-diff(v_£(
-2xv_f (t)=0;

>dsolve({eds,v_c(0)=5,D(v_c) (0)=-4},v_c(t));

que entrega como resultado:

Vew = 5e~ 2 cos(V2t) + 3v2e % sen(V/2t) (3.52)

(d) La componente a entrada, ve,(t), corresponde a la tension en el condensa-
dor cuando se aplica la fuente de tension a la red inicialmente relajada.
Esta componente se puede calcular con el siguiente codigo:

MAPLE

>v_f(t):=10:

>eds:=diff(v_c(t),t,t)+4xdiff (v_c(t),t)+6xv_c(t)-diff (v_£(
-2xv_f(t)=0;

>dsolve({eds,v_c(0)=0,D(v_c) (0)=0},v_c(t));

de donde se obtiene:

Veu(t) = % - ?e_% cos(V2t) — 3\/56_% sen(v/2t) (3.53)

00O
Se puede agregar que la respuesta de un sistema también se suele descom-
poner en una respuesta transitoria (o transiente) y una respuesta esta-
cionaria (o en estado estacionario). La respuesta estacionaria corresponde a la
respuesta del sistema cuando ha transcurrido mucho tiempo desde el instante
inicial. Por su parte la respuesta transitoria es aquella parte de la respuesta
que se extingue con el tiempo; esta componente se puede interpretar como el
descriptor de la evolucion de las condiciones iniciales hacia el estado final.
En el Ejemplo 3.6 en la pagina 46, la respuesta estacionaria estd dada por
el modo forzado constante, mientras que la respuesta transitoria esta formada
por los modos naturales (sinusoidales amortiguadas).
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La separacion en componentes estacionaria y transitoria es transversal a la
idea de modos naturales y modos forzados, es decir, no ocurrira siempre que la
respuesta estacionaria incluya sélo modos forzados, e incluso es posible que la
respuesta estacionaria esté formada exclusivamente por modos naturales. Por
ejemplo, el lector puede verificar que si un sistema tiene modos naturales si-
nusoidales y la entrada es una exponencial decreciente, entonces la respuesta
estacionaria contendrd los modos naturales sinusoidales y la respuesta transito-
ria incluird el modo forzado por la exponencial.

3.4. Respuesta a senales de prueba

Una forma de estudiar, y comparar en forma estandarizada el comporta-
miento de un sistema es determinar su respuesta para excitaciones de prueba.
Entre esas senales de prueba se consideran usualmente: el escalén unitario, el
impulso unitario y la senal sinusoidal. En esta seccién nos concentraremos en las
dos primeras, pues la respuesta ante senales sinusoidales serd materia de estudio
en el Capitulo 5).

3.4.1. Respuesta a escalén unitario

Considere la ecuacién (3.1) en la pigina 36. Entonces la respuesta, g(t), a
un escalén unitario y condiciones iniciales iguales a cero, es decir g(t) =
T(0, p(t)), se puede obtener de la siguiente forma:

Paso 1 Determine la solucién general de la ecuacién:

d™go(t d™ g, (t
9o(?) + an,lig_l() + ...+ ago(t) = p(t) =1vt > 0 (3.54)
dtn dtn
Note que go(t) = T,(0, u(t)) contiene una parte natural u homogénea

(combinacién lineal de modos naturales de la forma (3.17)) y una compo-
nente particular o forzada. Para el caso ag # 0, go(t) tiene la forma:

1 P ngk )
o t) = — . i—1 At > .
9o(t) aO+ZZth e V¢ >0 (3.55)
k=1 1i=1
En el caso més general, siag = a1 = ... = ap_1 =0, a, # 0 entonces g,(t)
tiene la forma:
1 Py 4
golt) = 1"+ Y Ciit''eM" vt >0 (3.56)
pap k=1i=1

Paso 2 Calcule las constantes Cj; usando la restriccién de las condiciones ini-
ciales iguales a cero, es decir, usando el hecho que:

P 9t)|,_y =0 £=0,1,....n—1 (3.57)
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Paso 3 Calcule las primeras n — 1 derivadas de g,(t). Note que, como las con-
diciones iniciales son cero, esas derivadas son continuas en t = 0.

Paso 4 Calcule g(t), usando las propiedades de linealidad, a través de la ex-
presién

n—1 n—1
g(t) =T, u(t) =D b To(0,p'u(t)) = > bip'go(t) p(t)  (3.58)
1=0 =0

00O
El procedimiento anterior es ilustrado con el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.7. Consideremos un sistema con la EDS:
P2 y(t) + 5py(t) + dy(t) = —pult) + 2u(t) (3.59)
Entonces las frecuencias naturales son soluciones de A2 + 5\ +4 = 0, es
decir \y = —4 y Ao = —1. Luego sequimos los pasos bosquejados previamente:
Paso 1 Calculamos la solucion general de:
029,(t) + 5p go(t) +4g,(t) = 1 (3.60)

que resulta ser g, (t) = i+018_4t+026_t. Este resultado se puede obtener
con el siguiente codigo:

MAPLE

>eds:=Diff (Diff (go(t),t),t)+ 5xDiff(go(t),t)+4xgo(t)-1;
>dsolve(eds);

Paso 2 Para este ejemplo, ya que n = 1, se necesita calcular solo la primera
derivada de g,(t), la que estd dada por:

p(go(t)) = —AC1e™* — Coe™ (3.61)

Paso 3 Las constantes Cy y Co se calculan a partir de las condiciones iniciales
(iguales a cero), es decir:

1
90(0) =0 = i Cr+Cy (3.62)
P (go(t)]mg = 0= —4C1 — C2 (3.63)
de donde Cy = % y Co = f%. Nuevamente, este resultado se puede obte-

ner a través del siguiente cddigo:
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MAPLE

>eds:=Diff (Diff (go(t),t),t)+ 5*Diff (go(t),t)+4*go(t)-1;
>dsolve({eds, go(0)=0,D(go) (0)=0},go(t));

Paso 4 La respuesta a escalon unitario estd entonces dada por:

9(t) = 29,(t) — p (go(t)) = % - %e““ —et (3.64)

([

3.4.2. Respuesta a impulso unitario

Considere la ecuacién (3.1) en la pagina (3.1). Entonces la respuesta a un
impulso unitario, §(t), y condiciones iniciales iguales a cero, se puede obtener
a partir de la respuesta a escaldon unitario. Esta estrategia se basa en que el
sistema representado por la EDS (3.1) es lineal e invariante en el tiempo, pues
sus coeficientes son constantes y el argumento de las funciones es t. De esta
forma se tiene la situacién descrita en la figura 3.4.

p(t) s 9(t) : p(t —A) s |9t—A)
07— mva;z:g]c)zoa en =N

Figura 3.4: Efectos de la invariancia en el tiempo

Por lo tanto, usando linealidad:

dg(t) _ o 90 =9t =4) . T(0, u(t)) = T{0, ult — A))
dt A—0 A A—0 A
(t) —pu(t—A)

. Jz
~ lim T(0, - ) = T(0,8(t)) = h(t) (3.65)

Entonces, h(t) = d%—(tt) es la respuesta del sistema a un impulso unitario con
condiciones iniciales iguales a cero.

Aunque en algunos textos se propone calcular h(t) usando una estrategia
similar a la seguida para el cdlculo de la respuesta a escalén unitario, en general
ello no es aconsejable dada la especial naturaleza del delta Dirac. En efecto, ésta
no es, en rigor, una funcién y no es diferenciable, por lo cual ocurren situaciones
paraddjicas. Por ultimo, desde el punto de vista meramente instrumental es
mucho maés simple calcular la respuesta a impulso usando la transformacién de
Laplace, como se verd en el Capitulo 7.
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Ejemplo 3.8. Consideremos el mismo sistema descrito por (3.59), entonces
podemos calcular h(t) derivando la respuesta a escalon unitario en (3.64). Asi se

obtiene
dg(t
h(t) = % =24t V>0 (3.66)
([
Es importante anotar que las condiciones iniciales de un sistema son valores
conocidos para t =t , pero las senales pueden ser discontinuas en ¢t = ¢,. Esto
es lo que ocurre en el Ejemplo 3.8, donde:

lim h(t) =0# lim h(t) = -1 (3.67)
t—0~ t—0+
En una perspectiva mas general, podemos observar que dada la relacién entre
la respuesta a impulso y la respuesta a escaldn, y considerando que esta ulti-
ma contiene una combinacion lineal de los modos naturales del sistema y una
constante, entonces h(t) contiene sélo modos naturales. Conceptualmen-
te, es ésta la caracteristica que confiere especial importancia a las respuestas
a escalén e impulso. En rigor, la respuesta a excitaciones mas complejas tam-
bién contiene una combinacién de modos naturales (a través de la componente
homogénea de la respuesta), sin embargo, la presencia de estos modos se ve
oscurecida por la componente particular o forzada de la respuesta.
Veremos, en la siguiente seccién una utilidad inmediata de estas considera-
ciones.

3.5. Calculo de la respuesta via convolucion

Supongamos que se conoce la respuesta a impulso, h(t), de un sistema lineal
e invariante en el tiempo, con condiciones iniciales iguales a cero. Entonces el
siguiente lema proporciona un resultado crucial en la teoria de los sistemas
lineales.

Lema 3.1. Considere un sistema lineal e invariante en el tiempo. Sea ademds
h(t) la respuesta de ese sistema a un impulso unitario en la entrada, con condi-
ciones iniciales iguales a cero. Entonces, la respuesta y(t) del mismo sistema a
una excitacion causal’ arbitraria, f(t), con condiciones iniciales iguales a cero,
estd dada por:

y(t) = /0 f(D)h(t—7)dr Vi >0 (3.68)

Demostracion
Sea i € N y sea A un incremento temporal, entonces, usando la propiedad
de invariancia en el tiempo, tenemos que:

h(t —iA) = T(0,8(t — iA)) (3.69)

2Una sefial f(t) es causal si f(t) =0Vt <0
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Luego, usando homogeneidad,

FAAR(t — iA)A = T(0, f(iA)S(t — iA)A) (3.70)

Aplicando ahora superposicion (i = 0,1,...) y haciendo A — 0, iA se con-
vierte en una variable continua T, ast se llega a:

/OO f(m)h(t — 7)dr = T(0, /00 F(m)(t — 7)dr) (3.71)
0 0

Finalmente, usando el Lema 2.1 y el hecho que h(t — ) = 0 V7 > t (por
causalidad), se obtiene:

y(t) = T(0, (1)) = / f(h(t - 7)dr (3.72)

([

Observando la ecuacién (3.72), y(t) se puede interpretar como una suma

ponderada (por f(7)) de respuestas a impulso h(t — 7). Note ademds que la
ecuacién (3.68) también se puede escribir como:

y(t) = /jo F(Oh(E—7)dr = /:’0 fit =71)h(7)dr Vvt >0 (3.73)

Las integrales que aparecen en la ecuacién (3.73) son una expresién de la
convolucién de dos funciones temporales. La definicién genérica es:

f1(t) = fa(t) = /:’0 fi(n) fat —7)dr = /j)o filt — 1) fa(r) dr (3.74)

Ademsés de la propiedad de conmutatividad en (3.74), la convolucién tiene
la propiedad de distributividad, es decir:

fix (f2(t) + f3(2) = f1(t) * fa(t) + fo(2) * f3(2) (3.75)

El uso de convolucién para la determinacién de la respuesta de un sistema
lineal tiene importancia conceptual y numérica, sin embargo, no es, en general,
un procedimiento analiticamente simple. Para apreciar esto iltimo, desarrolla-
remos un ejemplo.

Ejemplo 3.9. Un sistema lineal tiene una respuesta a impulso unitario, con
condiciones iguales a cero, dada por h(t) = e~ u(t). Nos interesa determinar,
usando convolucidn, la respuesta a un pulso u(t) = p(t) — p(t —1).

De acuerdo al Lema 3.1 la respuesta del sistema estd dada por:

t

y(t) = u(t) * h(t) = / h(r)u(t — 7)dr

— 00

= /_ e (T (u(t — 1) — p(t — 1 —7)dr  (3.76)
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La integracion se puede separar en tres intervalos, que a su vez se muestran
en la Figura 3.5:

/O u(T)h(t — 7)dr =0 t<0
u(t) x h(t) = /Ot w(T)h(t — 7)dr = %(1 — e 0<t<1l (3.77)

h(t-7) h(t-1)

Figura 3.5: Ejemplo de descripcion gréfica de la convolucién

00O

Como se puede apreciar, el cdlculo mismo de la convolucién es complejo. En
realidad la importancia de ella se debe a que, por un lado, condensa la esencia
de la linealidad de los sistemas lineales (e invariantes en el tiempo), y por otro,
establece un nexo fundamental con el andlisis mediante las transformadas de
Fourier y de Laplace (Capitulos 6 y 7, respectivamente).

De igual forma, la respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo
se puede calcular a partir de la respuesta a escalén, como se demuestra en el
siguiente lema.

Lema 3.2. Sea una sistema lineal e invariante en el tiempo. Suponga que la
respuesta de ese sistema a un escalon unitario de entrada, con condiciones ini-
ciales iguales a cero, es g(t). Entonces la respuesta del sistema, bajo condiciones
iniciales iguales a cero, a una excitacion u(t) estd dada por:

(3.78)

Demostracion

La demostracion sigue la misma linea que el lema anterior. En primer lugar,
tenemos que la senal de entrada u(t) puede ser expresada aproxzimadamente
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como la suma de escalones de altura diferencial, es decir’:

o0

iy =Y u((i+1)AA)_u(iA)u(t—iA)A (3.79)

donde u(t) tiende a u(t) cuando A tiende a cero. Por otro lado:
g(t —iA) = T(0, u(t — iA)) (3.80)

Asi, si el sistema es excitado con u(t) entonces, por linealidad e invariancia,
se obtiene que la respuesta, §(t), estd dada por:

gt~ Y u((i—’_l)AA)_u(iA)g(tfiA)A (3.81)

1=—00

Si finalmente hacemos tender A a cero, el producto iA se convierte en una
variable continua T y tenemos que:

> du(r)
t) = lim g(t) = t—T1)d 3.82
o) = Jim i) = [ 5t - ryar (3.82)

Esta ecuacion corresponde al resultado deseado. Note que el limite superior
puede ser reducido a T = t, ya que suponemos que el sistema es causal, por lo
cual g(t —7) es cero Y7 > t. Adicionalmente, siu(t) es causal, el limite inferior
puede ser reemplazado por cero.

00O

3Note que el limite superior de la suma es co aunque los sumandos para i > t/A son cero,
debido a la presencia del escalén p(t —iA).
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3.6. Problemas para el lector

Problema 3.1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales con las con-
diciones iniciales que se indican

dy

o T =0 y0)=-1 (3.83)
% + 7% +10y(t) =0 y(0) = -1; 5(0) =2 (3.84)
% +4y(t) =0  y(0)=0; y(0)=1 (3.85)

Problema 3.2. La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a
un escalon unitario (con condiciones iguales a cero) estd dada por

gty =1—e " +te? Yt >0 (3.86)
3.2.1 Determine la EDS.

3.2.2 Calcule la respuesta del mismo sistema a un impulso unitario.

Problema 3.3. Determine los modos asociados a las siguientes conjuntos de
frecuencias naturales

Sistema 1 A =—2 M= -2 A3 = —2

Sistema 2 A1 =3 A =0 A3 =0
Sistema 3 A =-1 Xd=-1+4+342 Ag=-1-—32

Problema 3.4. La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a
un impulso unitario es h(t) = e~ u(t). Usando convolucion calcule la respuesta
del sistema a una entrada u(t) = e =3 pu(t)

Problema 3.5. La ecuacion caracteristica de un sistema estd dada por
M4ad+4=0 (3.87)
3.5.1 Determine el rango de valores de a que hacen estable al sistema.

3.5.2 Dentro de ese rango determine el valor de a de modo que el sistema sea
lo mds rdpido posible.

Problema 3.6. Suponga que la respuesta de un sistema lineal a un escalon
unitario con condiciones iniciales iguales a cero es una senal g(t), que se muestra
en la Figura 3.6.

3.6.1 ;Es el sistema estable ?

3.6.2 Estime los modos naturales del sistema
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Figura 3.6: Respuesta a escalén unitario
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Figura 3.7: Configuracion de frecuencias naturales de dos sistemas

3.6.3 Estime la ganancia al modo forzante constante

Problema 3.7. Se calculan los valores caracteristicos de dos sistemas y se
dibujan en el plano complejo, como se muestra en la Figura 3.7.

3.7.1 Determine los modos naturales de cada sistema.
3.7.2 ;Cludles son las frecuencias dominantes en cada caso?

3.7.3 sCudl de los dos sistemas es mds rapido?

Problema 3.8. Considere la red eléctrica de la Figura 3.8, en donde se ha
agregado el modelo de red para el amplificador operacional.

3.8.1 Determine la ecuacién diferencial que relaciona la entrada vy(t) con la
salida v, (t).

3.8.2 Si A> 1, ses el sistema estable?
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3.8.3 Repita si A < —1 (o, lo que es lo mismo, si se intercambian los terminales
1y2).

Ry

O
_|_
R
N Q~
=
[\
S
=
v
s
=
—
:B+
&

vg(t)

Figura 3.8: Red eléctrica con amplificador operacional

Problema 3.9. La ecuacion diferencial de un sistema es:

d?y(t) | . dy(t) d u(t)
T—— 4+ 12y(t) = —

iz g Tl dt

Calcule la ganancia del sistema para los siguientes modos: ui(t) = e~ 2

uz(t) =1 y ug(t) = cos(3t).

+ 2u(t) (3.88)

)

Problema 3.10. En un sistema lineal e invariante en el tiempo se sabe que
la ganancia al modo €7t es 0,3 + j0,4, y que las frecuencias naturales estdn
ubicadas en A = —1 y A = 0.

Calcule, si es posible, la respuesta y(t) del sistema cuando la entrada es
u(t) = v/2sen(2t + 7/4) y las condiciones iniciales son y(0) = 0 e §(0) = 2.
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Capitulo 4

Analisis en tiempo discreto

4.1. Introduccion

Para senales definidas s6lo en instantes discretos de tiempo, no es posible
definir la derivada, por lo tanto, una alternativa natural, para describir sus
variaciones en el tiempo, es la diferencia de los valores que toma la senal entre
instantes sucesivos. Esta idea es la base de la descripcién basada en el operador
delta [33]. Sin embargo, la descripcién mas tradicional es la ecuacién de recursién
del sistema, ERS, la cual relaciona valores presentes y pasados de la entrada del
sistema, u[t] y la salida, y[t]. Para el caso de modelos linealizados, la entrada y
salida son Au[t] y Aylt], respectivamente.

La ERS es una descripcion cuantitativa del sistema, especialmente til para
el andlisis numérico del mismo. Esto tiene relacién con la naturaleza de los algo-
ritmos computacionales, en los que una iteracion o paso de calculo, se basa en los
resultados de la iteracién anterior. Por otro lado, una ERS surge también cuan-
do se discretiza el modelo de un sistema lineal de tiempo continuo. El estudio de
las propiedades de la solucién que realizaremos en este capitulo serda complemen-
tado cuando, més adelante, estudiemos la transformada de Fourier de tiempo
discreto y la transformada Zeta, en los Capitulos 6 y 8, respectivamente.

En este capitulo, en forma andloga a lo que se hizo en el capitulo precedente,
se desarrollan herramientas de andlisis que establecen relaciones entre propieda-
des cuantitativas y cualitativas de los sistemas lineales (de tiempo discreto). En
particular, interesa cuantificar y construir indicadores de propiedades relevantes
tales como comportamiento natural, estabilidad, velocidad relativa y ganancia.

4.2. Ecuacién de recursién del sistema (ERS)
La forma general de la ERS es:

ylt] + an—1ylt — 1] + ... + ary[t —n+ 1] +aoy[t —n] =
buft] + by—ruft — 1] 4+ ...+ byult — m + 1] + bou[t —m] (4.1)
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En esta forma de la ERS la causalidad se cumple sin condiciones para
cualquier par de enteros positivos n y m. Esto se aprecia por el hecho que
la salida y[t] no depende de valores futuros de la entrada, aunque si podria
depender de valores presentes de la misma. Cuando la salida depende sélo de
valores pasados de la entrada (b, = 0), se habla de sistemas estrictamente
causales.

Un aspecto notable de la ERS; con respecto de la EDS, es la habilidad de
la primera para incluir retardos puros en la descripciéon del sistema de tiempo
discreto, en ese caso, la ERS es:

Yt + a1yt — 1]+ ... + ary[t —n+ 1] + agy[t — n] =

bpult — ta] + bp—ru[t — 1 —tq] + ... + bru[t — m+ 1 — t4] + bou[t — m — t4]
(4.2)

where t4 es el retardo puro.

La solucién de esta ecuacién debe cumplir ademas con las restricciones que
imponen las condiciones o estado inicial. Estas condiciones iniciales se refieren
usualmente a un conjunto de n valores y[i], y[i — 1], ..., y[i — n + 1], donde
i = —1 o, alternativamente' i = n — 1. Note que estas alternativas no encierran
aspectos conceptuales, sino que reflejan el hecho que la eleccién del instante
inicial es arbitraria. Una generalizacién mds amplia dice que la ecuacién (4.1)
puede ser resuelta si conocemos, aparte de la entrada u[t], un conjunto de valores
de la salida y[t] en cualquier conjunto de n instantes.

Asi como ocurre con los sistemas de tiempo continuo, conviene usar una
notacién compacta, tipo operador, para denotar la operaciéon corrimiento tem-
poral. Por esa razén, introducimos el operador adelanto temporal, ¢ definido
por:

g(fI1]) = af[t] 2 ft +1] (4.3)
¢ (F1) = q"f[] = flt +n)
g ) = gl = It — 4]

Usando este operador, el modelo (4.1) puede ser escrito como

Yt + an1q7 'yt + .+ arg Tyt + aog "yl =
bn[t] + by 1q tult — 1] + ..+ big " ruft] + bog ™ ult]  (4.6)

La ERS puede aparecer como modelo de situaciones muy diferentes. Consi-
deraremos varios casos a modo de ilustracién.

Ejemplo 4.1 (Promedio mévil). En estadisticas econdmicas se suele calcular
indicadores que resultan de promediar el valor de ciertas variables durante un
numero de periodos consecutivos 2. Suponga que nos interesa la variable des-
empleo, y que definimos el indice de desempleo trimestral calculado como el

IEl comando rsolve de MAPLE puede usar ambas opciones.
2Esto se hace para disminuir el efecto de fenémenos ocasionales, propios de sélo parte del
periodo bajo andlisis (fenémenos estacionales)
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promedio de los porcentajes de desempleos de los tres ultimos meses. Entonces
la ecuacion del sistema es

yt] = %(u[t] ot —1] + uft —2)) (4.7)

00O

Ejemplo 4.2 (Discretizacién de ecuaciones diferenciales). Considere la ecua-
cion diferencial

py(t) + ay(t) = Bu(t) (4.8)
Entonces, si usamos la discretizacion de Euler® para la primera derivada y
consideramos el tiempo discreto t = 0, A, ... LA se llega a
{4+ 1)A) —y(lA
w(E+1) A) VD) | ay(en) = pu(en) (4.9)
Lo cual lleva a
y[t] + (Aa — D)y[t — 1] = ABuft — 1] (4.10)

donde ylt] = y((0 + 1)A), y[t — 1] = y((A), ult — 1] = u({A).
00O

Ejemplo 4.3 (Algoritmo computacional). Considere el siguiente cddigo de pro-
grama

input N

ul=0 y1=0 y2=0

For t=1,N
input u
y=0.7xy1-0.12%y2+0.2%ul
output y
ul=u
y2=y1
yi=y

end

Entonces podemos hacer la siguiente asociacion de variables: u[t] = u, ut —
1] = wl, y[t] =y, y[t — 1] = yl e y[t — 2] = y2. Por lo tanto en la iteracidn
t-ésima tenemos que

y[t] = 0,7y[t — 1] — 0,12y[t — 2] + 0,2u[t — 1] (4.11)
000

La ERS es un modelo dindmico que establece una restriccién fundamen-
tal sobre ciertas combinaciones de la entrada, la salida y algunas versiones
retrasadas de ambas senales.

3 Aproximacién de la derivada como una diferencia hacia adelante.
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Para ser mas especificos, consideremos una ecuaciéon de recursiéon de primer
orden:
ylt] — 0,5y[t — 1] = uft — 1] (4.12)
Observamos en (4.12) que la salida y[t] no puede variar arbitrariamente, sino
que existe una restriccién. Esa restriccién dice que en un instante arbitrario,
t = t1, la salida menos la mitad de la salida en un instante anterior debe ser
igual al valor que tenfa la entrada un instante anterior, u[t; —1]. Para estudiar la
evolucién de la salida del sistema conviene re-escribir (4.12) en la forma siguiente

ylt] — y[t — 1] = =0,5y[t — 1] + u[t — 1] (4.13)

Supongamos ahora que u[—1] = 0, u[t] = 2, V¢t > 0, e y[—1] = —2, entonces
necesariamente y[1] —y[0] = 2,5, es decir, y[1] —y[0] > 0 por lo cual, en t = 0, la
salida y, estd aumentando. Por otro lado, a medida que y[t] aumenta y se acerca
a 4, entonces y[t] —y[t—1] sigue siendo positiva, pero disminuye consistentemente
ya que —0,5y[t — 1] + u[t — 1] se acerca a 0. En el limite, cuando y[t] = 4, la
diferencia y[t] —y[t—1] es cero, lo cual dice que en ese instante y[¢] ya no cambia,
es decir, se alcanza un punto de equilibrio estable.

Introduzcamos ahora una variante en (4.12) :

y[t] — Loyt — 1] = uft — 1) = y[t] —y[t — 1] = 0,5yt — 1] + u[t — 1] (4.14)

Sinuevamente ult] = 2, Vt > 0, e y[—1] = —2, entonces y[1]—y[0] = 1, lo cual
implica que en t = 0 la salida y estd aumentando. Sin embargo, a diferencia del
caso anterior, a medida que y aumenta, acercdndose a 2, su primera diferencia
crece, es decir, y[t] aumenta. Cuando y[t] = 2, se tiene que y[t| —y[t—1] =4,y
subiendo. En consecuencia, y sigue creciendo monoténicamente, pero siempre la
diferencia, y[t] — y[t — 1], debe cumplir con y[t] — y[t — 1] = 0,5y[t — 1] + u[t —1].
Es decir, no se alcanza un punto de equilibrio y, mas adelante, definimos este
tipo de sistemas como inestable.

Ambos casos pueden ser representados por la forma general de una ERS de
primer orden

y[t] + ay[t — 1] — bult] =0 (4.15)

La forma (4.15) deja en evidencia el significado de restriccién que tiene la
ERS.

El analisis precedente se puede aplicar a ERS més complejas, pero en esos
casos se pierde la visién intuitiva, por ello nos conviene trasladarnos a un ambito
mas general, que es lo que hacemos a continuacion.

4.3. La respuesta del sistema

La solucién de la ERS condensa aspectos fundamentales del comportamiento
del sistema. Una aproximacion intuitiva a esta conexién indica que es esperable
que la excitacion no sélo fuerce determinada conducta en la respuesta, sino
que en ese proceso revele aspectos claves de la naturaleza del sistema. Esta
percepciéon motiva a observar con detencién la solucién de la ERS y algunas
formas en que ella puede ser descompuesta para su mejor comprension.
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4.3.1. Componente homogénea y componente particular

Una primera forma de escudrifiar la respuesta del sistema es descomponerla
de modo de identificar aquella parte que captura la naturaleza del sistema, com-
ponente natural u homogénea, y la otra, que refleja la naturaleza especifica
de la excitacion, componente particular o forzada.

La componente homogénea, yy,[t], satisface la ecuacién homogénea asociada
a (4.1), es decir:

ynlt] + an—1q” "ynlt] + ...+ aoq "yult] = 0 (4.16)
Antes de proseguir con el anilisis consideraremos un ejemplo.

Ejemplo 4.4. Suponga que la ERS estd dada por:

y[t] — 0,5y[t — 1] = uft — 1] (4.17)
y que la respuesta y[t] debe satisfacer la condicion inicial y[—1] = —1. Se desea
calcular la respuesta del sistema cuando u[t] =1 para t > 0.

Yn[t]
La componente homogénea debe cumplir con:

ynlt] = 0,5yn[t — 1] =0 (4.18)

Esta ecuacion es satisfecha por yp[t] = C(0,5)t, para cualquier valor de la
constante C. Esto se verifica reemplazando yp[t] en (4.18)

C(0,5)" —0,5C(0,5)"' = C ((0,5)" — (0,5)") =0 (4.19)

Yplt]

La componente particular y,[t] es una funcion, independiente de las condi-
ciones iniciales, que debe satisfacer (3.13) con u[t] = 1. Como la entrada es una
constante, una solucion tentativa es suponer que la solucion particular también
es constante, digamos yp[t] = C,. Si esta suposicion es correcta, entonces existe
C, constante que satisface (4.17) y puede ser calculada reemplazando y,[t] = C,
yult]=1 en (4.17):

C,—05C, =1=C,=2 (4.20)

Entonces la solucién completa es y[t] = yn[t] + yp[t] = 2+ C(0,5)". La cons-
tante C' se calcula de modo que y[—1] = —1:

1] = 1 =2+ C(05) ! — C = _g (4.21)

Por lo tanto la solucion completa estda dada por:

i) =2 2(05) (4.22)

oo
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4.3.2. Frecuencias y modos naturales

Volvamos ahora al problema general de calcular la componente homogénea
de la respuesta del sistema. Para ello repetimos la ecuacién homogénea (4.16):

ynlt] + an—1q ynlt] + ... + aog "ynlt] = 0 (4.23)
La solucién para (4.23) puede ser construida en torno al siguiente lema.

Lema 4.1. La funcién f[t] = CXL (N, # 0) satisface (4.23) para cualquier
constante C' € C si y solo si A\, € C satisface la ecuaciéon caracteristica
asociada a la ecuacion homogénea:

Pe(N) BN +a A" 4 agh+ag =0 (4.24)
donde: .
pg(A) = Zag/\e con a, =1 (4.25)
=0

es conocido como el polinomio caracteristico asociado a la ERS.

Demostracion
Reemplazando f[t] en (4.23) se obtiene:

CAT™ (AL +anaAg 7 4. +a1do +ag) =0 (4.26)

Por un lado (suficiencia) se ve que si \, satisface (4.24), entonces f[t] sa-
tisface la ecuacion homogénea.

Por otro lado (necesidad), si f[t] satisface la ecuacién homogénea, entonces
(4.26) debe cumplirse ¥t y dado que X\, # 0, entonces py(Ao) = 0.

([
Supongamos que las n raices de p,(\) son distintas, entonces la solucién
homogénea tiene la forma:

ult] = D il (4.27)

Esta soluciéon provee, a través de las constantes indeterminadas, la flexi-
bilidad para acomodar un conjunto de n condiciones iniciales arbitrarias. La
demostracién de unicidad de la solucion, es decir, la demostraciéon que cualquier
solucién para la ecuaciéon homogénea es un caso particular de (4.27), estd mds
alla del propdsito de este texto.

Un caso més complejo ocurre cuando algunas raices de py(A) son repetidas.
El lema que sigue se refiere al caso de raices dobles.

Lema 4.2. Si el polinomio caracteristico py(\) tiene una raiz doble, digamos
en X = A1, entonces la funcion fa[t] = CtAt satisface la ecuacion homogénea
(4.23).
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Demostracion
Primero notamos que si pg(A) tiene una raiz doble en A = A1, entonces:

= a7t =0; con a,=1 (4.28)
A=A =0

dpq(/\)
dA

Luego, reemplazamos yp[t] por f2[t] en el lado izquierdo de (4.23), para de-
mostrar que es igual a cero.

Z agyplt —n+ 4] = Z ag(t —n 4 ONHE (4.29)
£=0 £=0
=(t—n)AT" D ad] AT T aen(! (4.30)
£=0 =0
—n g1 dpg(A
= (t—n)A" py(Ap) FAT T qu( ) (4.31)
e A~
0

Con lo cual el lema queda demostrado.

0o0od
El lector es invitado a demostrar el siguiente lema.

Lema 4.3. Si el polinomio caracteristico pq(\) tiene una raiz de multiplicidad
ny en A = \1, entonces la funcion f;[t] = Ct'\} satisface la ecuacién homogénea
(4.23) parai=0,1,...,n; — 1.

oo

De los resultados precedentes se puede ver que la ecuaciéon homogénea tiene
un numero infinito de soluciones, las que pueden describirse genéricamente co-
mo miembros de una familia. Los miembros de esta familia se diferencian por
los valores numeéricos especificos que se pueden escoger para un conjunto de n
constantes indeterminadas. De la ecuacién (4.23) se observa que podemos esco-
ger libremente un conjunto de valores arbitrarios para y[—1], y[—2], ..., y[—n].
Por cada conjunto elegido hay una solucién distinta.

Por su parte, la componente o solucién particular es una funcion del tiempo
completamente determinada, es decir, independiente de las condiciones iniciales,
y que satisface la ecuacién (3.1). La solucién completa y[t] = yp[t] + yp [t] queda
totalmente determinada al usar las condiciones iniciales, aplicadas a la res-
puesta completa, y[t], para calcular las constantes indeterminadas presentes

en yp[t].

Si las soluciones distintas de (4.24) son A1, Az, ... A, con multiplicidades n1,
ng, ..., Ny respectivamente, tales que nq +ng +...+n, = n, entonces la forma
general de yp[t] es:

b ng )
unlt] =D Cut ™' (4.32)
(=1 i=1
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donde los Cy; son constantes arbitrarias (constantes indeterminadas) que gene-
ran los grados de libertad necesarios para que la respuesta completa satisfaga
las condiciones iniciales.

Los valores de A que satisfacen (4.24) son conocidos como autovalores, valores
propios o frecuencias naturales del sistema. Como la ecuacién caracteristica
de la ERS tiene coeficientes reales, cuando las soluciones son complejas, siempre
ocurren en pares conjugados.

A su vez, la funciones temporales de la forma:

tINL (4.33)

que aparecen en (4.32) se denominan modos naturales del sistema.

Los modos naturales se asocian univocamente a las frecuencias naturales, y
la forma temporal de los primeros depende de la ubicacién de los segundos en
el plano complejo. Un mapa general se aprecia combinando las Figuras 4.1 y
4.2 . En ambos gréaficos se ha dibujado la circunferencia de radio unitario con
centro en el origen. La separacion se ha hecho sélo para una mayor claridad.
En esas figuras se asocia una senal (modo natural) a cada frecuencia natural
de multiplicidad uno, excepto en el caso de frecuencias complejas, en que se
considera el par complejo conjugado.

4.3.3. Modos forzantes y modos forzados

La componente particular de la respuesta, y,[t], es una funcién estrechamente
ligada a la entrada, u[t]. Un caso simple, en que podemos apreciar esta relacién,
es cuando u[t] puede describirse como una combinacién lineal de funciones de
la forma f3¢, es decir:

L
ult] = Z Bif; (4.34)

donde los /s son distintos entre si y ninguno de ellos coincide con alguna fre-
cuencia natural. Cada una de las funciones ! recibe el nombre de modo for-
zante.

Se puede verificar, usando la linealidad del sistema, que la solucién particu-
lar, y,[t], estd dada por:

¢
wolt] =Y wpiltls  con yult] = KiBif} (4.35)
i=1

y donde cada uno de los coeficientes es:

K: = Z?:o bm—@(ﬂi)ig.

(A b
>l an—1(Bi) 7!

La respuesta y,[t] contiene modos forzados. Bajo la suposicién anterior,

relativos a que los s son distintos de las frecuencias naturales, todos los modos
forzados coinciden con modos forzantes.

con a, =1 (4.36)
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Figura 4.1: Relacién entre la ubicacién de las frecuencias naturales (de multi-
plicidad uno) y los modos naturales (caso decreciente).

Observe que podemos identificar a K; con una ganancia asociada al modo
forzante i-ésimo. Cuando el modo forzante es una constante, es decir, ¢ = 1¢ =
1, se habla de la ganancia a continua o ganancia a frecuencia cero.

Para facilitar la comprensién del concepto de ganancia a modos, considere-
mos un ejemplo.

Ejemplo 4.5. Considere la ERS lineal:

y[t]—0,5y[t—1] = 2u[t—1]; entonces n=m = 1;a1 =1; ag = —0,5; by = 2

(4.37)

Supongamos que la entrada es ult] = 5+4 cos(mt/4+m/7), entonces podemos
expresarla como:

3
ult] = > BiePt =58 + (2¢77) B + (2¢797) B} (4.38)
i=1
donde B1 = 1, By = €’5 y P = e J7, es decir, hay tres modos forzantes
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Figura 4.2: Relacién entre la ubicacién de las frecuencias naturales (de multi-
plicidad uno) y los modos naturales (caso no decreciente).

presentes. Las ganancias estan dadas por (4.36), y para este caso particular:

bo
" Bita 05 (4.39)
bofy ! ,
Ky = &_1 = 0,7630 — j2,605 = 2,7144¢ 71256 (4.40)
1 + aoﬂQ
bofy ,
K3 = &_1 = 0,7630 + j2,605 = 2,7144¢71:286 (4.41)
1+ aoﬁQ
000

El tratamiento general de la solucion particular serd pospuesto para capitulos
futuros; pero en el intertanto podemos establecer un hecho trascendente

Los sistemas lineales exhiben ganancias distintas para modos forzantes dis-
tintos, y esta capacidad de discriminacién es la base para el anélisis y diseno
de sistemas de procesamiento de senales y para otras aplicaciones.
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4.3.4. Estabilidad

Como ya hemos mencionado, los modos naturales describen aspectos esencia-
les de un sistema lineal. En primer lugar, los modos naturales guardan estrecha
relacion con la idea de estabilidad. Intuitivamente podemos definir un siste-
ma lineal (o, mejor dicho, un modelo lineal) como estable si todas las variables
(senales) del sistema permanecen acotadas ante cualquier excitacién acotada o
estado inicial acotado. Si consideramos sélo el efecto de condiciones iniciales,
resulta que la estabilidad requiere que los modos naturales sean todos acotados.
Sin embargo, veremos que la estabilidad de un sistema requiere que todos los
modos naturales decaigan en el tiempo.

Como cada modo natural depende de una frecuencia natural, son éstas, es
decir, las raices de la ecuacién caracteristica, las que determinan la estabilidad
del sistema. Consideremos el caso de un modo de la forma genérica:

yn[t] = C\Y; reC (4.42)
Sea A = ne??, entonces:
yn[t] = OX = Cnted® = Ot (cos(0t) + jsen(6t)) (4.43)

De la expresién anterior se observa que yp1[t] decae a medida que el tiempo
transcurre si y sélo si ! decae, y esto ocurre si y sélo si |\| = n < 1. Dicho
de otra forma, si y sélo si A estd al interior del circulo o disco unitario (exclu-
yendo su borde). Esto se refleja los modos que aparecen en la Figura 4.1 y, por
contradiccién, en la Figura 4.2.

En resumen, tenemos la siguiente definicién de estabilidad, conocida como
estabilidad asintética:

Diremos que un modelo lineal e invariante en el tiempo (discreto) es estable
siy sélo si todos sus modos naturales decaen asintéticamente a cero, es decir,
si y sélo si todas sus frecuencias naturales tienen magnitud estrictamente
menor que uno. Si una o mas de las frecuencias naturales del modelo tienen
magnitud mayor o igual que uno, diremos que el modelo es inestable.

Definimos, en consecuencia, la regién de estabilidad en el plano com-
plejo, para sistemas de tiempo discreto, como el circulo unitario abierto, es
decir excluyendo la circunferencia unitaria. La necesidad de esta exclusién se
demostrard mas adelante. Sin embargo, el ejemplo siguiente permite apreciar el
origen de las dificultades cuando una frecuencia natural esté en la circunferencia
unitaria.

Ejemplo 4.6. Sea un sistema cuya ERS estd dada por:

ylt] — y[t — 1] = 2u[t — 1] (4.44)

Entonces el sistema tiene sélo una frecuencia natural, y ella estd ubicada
en A = 1, esto significa que el modo natural que aparecerd en la respuesta del
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sistema es \' = 1. Asi, la respuesta homogénea es yu[t] = C1. Supongamos que
la entrada es una constante Yt > 0, digamos u[t] = U,, entonces la componente
particular de la respuesta es yp[t] = 2U,t. De esa forma la respuesta completa es
y[t] = Cy + 2U,t donde Cy debe calcularse para satisfacer la condicion inicial.
En todo caso, lo relevante de este ejemplo es que aunque la entrada es una
simple constante, la salida crece en forma no acotada a medida que el tiempo
evoluciona. El sistema es, entonces, inestable.

Podemos apreciar mejor la naturaleza de este sistema, si (4.44) es escrita
como:

ylt] = y[t — 1] + 2u[t — 1] (4.45)
Esta ecuacién modela el fendmeno de acumulacidn ( de la excitacion) y puede
ser asociada con el cdlculo de una integral por aproximacion rectangular cuando

el ancho de los rectangulos es 2. Al final, el resultado del ejemplo muestra que
la acumulacion de un escalon crece linealmente con t.

00O

4.3.5. Velocidad

Un segundo aspecto de interés en relacién con las frecuencias y modos natu-
rales guarda relacién con la velocidad con que evolucionan las variables de un
sistema.

Dentro de la clase de sistemas estables, podemos distinguir diferencias no-
tables, no sélo por la distinta naturaleza de los valores propios, sino por las
velocidades comparativas a las que decaen las componente homogéneas de la
respuesta de los distintos sistemas. Por ejemplo, consideremos dos sistemas con
las componentes homogéneas que se indican:

Sistema 1 yhl[t] = C’HO,Qt + 0120,5t (446)
Sistema 2 ype[t] = C210,2" + C220,7" (4.47)

Vemos que yp1[t] estd dominada por el modo natural 0,9%, pues esta senal
decae més lentamente que el otro modo natural 0,5¢. Por su parte, ys2[t] estd do-
minada por el modo natural 0,7/, el que decae més lentamente que el modo 0,2¢.
Asi diremos que el Sistema 1 tiene una frecuencia natural dominante igual
a 0,9, con un modo natural dominante 0,9¢. A su vez, el Sistema 2 tiene una
frecuencia natural dominante igual a 0,7, con un modo natural dominante 0,7¢.
Al comparar ambos sistemas podemos concluir, en primera aproximacién, que
el Sistema 1 es mas lento que el Sistema 2, porque su modo dominante decae
mas lentamente.

En general, si A = ne’?, con 0 <1 < 1, el modo natural tiene la forma:

A =" (cos(6t) + jsen(6t)) (4.48)

De esta ecuacién se observa que este modo decae mas rapidamente cuanto
mas pequeno es 7. Asi, los sistemas estables son més rapidos cuanto mas cercanos
al origen del plano complejo estdn sus frecuencias naturales dominantes.
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L ynlt] | wolt] | welt] | wult] |
modos naturales v/ Vv i
modos forzados vV vV

Tabla 4.1: Presencia de modos en descomposiciones de la respuesta

4.3.6. Respuesta a estado inicial y respuesta a entrada

Una forma alternativa de descomponer la respuesta de un sistema es consi-
derar por separado la componente de la respuesta debida al estado inicial, y,[t],
y la componente de la respuesta debida a la entrada, y,,[t], es decir:

y[t] = T(wz,, ult]) = T(z,,0) + T{0, u[t]) (4.49)
ym[t] yu[ﬂ

En consecuencia, y.[t] satisface:
Yult] + an_1q 'y [t] + ... 4 aoqg "y, [t] = 0 (4.50)

sujeta a las condiciones iniciales definidas en un vector x,. Esto significa
que y,[t] es una combinacién lineal de modos naturales, en donde las constan-
tes dependen de las condiciones iniciales (las que deben ser satisfechas por la
solucién completa de la ERS).

A su vez, la respuesta a entrada, y,[t], es una solucién de la ERS con condi-
ciones iniciales iguales a cero, es decir, satisface:

Yult] + an—1q "' yult] + ... + a0g "yult]
= bpuft] + bn_1q " tut] 4 ... +bog ™ult] (4.51)
sujeta a condiciones iniciales cero. Para poder cumplir la restriccion que
imponen estas condiciones, y,[t] debe contener, ademds de los modos forzados,
una combinacién lineal de modos naturales cuyas constantes son calculadas de
modo que se cumpla aquella restriccién.
La Tabla 4.1 muestra una comparacion de los modos presentes en las des-

composiciones descritas de la respuesta de un sistema.
Es ademas importante el notar que:

ylt] = unlt] + yplt] = ya[t] + yult] (4.52)

No obstante, en general, yp[t] # yu[t] € yp[t] # yult], tal como se ve en el
siguiente ejemplo, que se puede comparar con el Ejemplo 4.4 en la pagina 63.

Ejemplo 4.7. Suponga que la ERS estd dada por:
y[t] — 0,5y[t — 1] = uft — 1] (4.53)

Salgado, Yuz, Rojas


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

72 Analisis en tiempo discreto

y suponga ademds que la respuesta y[t] debe satisfacer la condicion inicial y[—1] =
—1. Se desea calcular la respuesta del sistema si u[t] =1 para t > —1.

yxt]
La respuesta a estado inicial debe cumplir con:

Yu[t] = 0,5yt —1] =0 (4.54)
y con y,[—1] = —1. Esta ecuacion es satisfecha por y.[t] = C(0,5)!, con C =
—0,5, es decir:
Yult]
La respuesta a entrada, yy[t], es una solucidn para (4.53) con u[t] =1, y

sujeta a y,[—1] = 0.
De esta forma, la solucion completa es

Yult] = Yun[t] + Yupl[t] (4.56)

donde y,i[t] es una solucion de la ecuacion homogénea, es decir y,,[t] = C,(0,5)%,
e Yup[t] es la solucion particular® y,,[t] = 2. C,, se calcula para obtener y,[—1] =

0, lo cual conduce a C,, = —1.
Finalmente:
y.[t] = —0,5(0,5)" (4.57)
yult] = —(0,5)" +2 (4.58)
y[t] = ya[t] + yult] = —1,5(0,5)" + 2 (4.59)

Este resultado también puede ser obtenido directamente con el codigo:

MAPLE

>rsolve({y(n)=0.5xy(n-1)+1, y(-1)=-1},y(£));

De esta forma, podemos ahora completar la Tabla /.1 para el caso de las
soluciones obtenidas para este ejemplo. Esto se muestra en la Tabla j.2.

00O
Las dos descomposiciones de la respuesta del sistema que se han desarrollado
permiten observar esa respuesta desde dos perspectivas diferentes

= En la descomposicién componente homogénea — componente particular se
observa la estructura de la respuesta. En efecto, en esa particién queda en
evidencia la presencia de dos tipos de modos: modos naturales (incluidos en
la componente homogénea) y modos forzados (incluidos en la componente
particular).

4Esta solucién particular se puede calcular usando la ganancia al modo 1°.
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ol (wl ] wl) | v ]
modos naturales | —1,5(0,5)* -0,5(0,5)" | —(0,5)*
modos forzados 2 2

Tabla 4.2: Presencia de modos en descomposiciones de la respuesta del Ejemplo
4.7.

= En la descomposicién respuesta a estado inicial — respuesta a entrada se
separan los efectos de las dos causas de que el sistema tenga una respuesta:
las condiciones iniciales y las excitaciones o entradas aplicadas.

Note que aunque las condiciones iniciales sean cero, los modos naturales tam-
bién se encuentran presentes en la respuesta del sistema a través de la respuesta
debida a la entrada, y,[t].

Se puede agregar que la respuesta de un sistema también se suele descom-
poner en una respuesta transitoria (o transiente) y una respuesta esta-
cionaria (o en estado estacionario). La respuesta estacionaria corresponde a la
respuesta del sistema cuando ha transcurrido mucho tiempo desde el instante
inicial. Por su parte la respuesta transitoria es aquella parte de la respuesta que
se extingue con el tiempo.

En el ejemplo 3.6 en la pagina 46, la respuesta estacionaria estd dada por el
modo forzado constante, mientras que la respuesta transitoria esta formada por
los modos naturales (sinusoidales amortiguadas).

La separacién en componentes estacionaria y transitoria es transversal a
la idea de modos naturales y modos forzados. La respuesta estacionaria puede
existir incluso si la entrada es cero. En ese caso estd formada exclusivamente por
modos naturales. Por ejemplo, si un sistema tiene modos naturales sinusoidales
y la entrada es una exponencial decreciente, entonces la respuesta estacionaria
contendrd los modos naturales sinusoidales y la respuesta transitoria incluira el
modo forzado por la exponencial.

Por otro lado, si el sistema tiene ganancia cero a un modo forzante, el co-
rrespondiente modo forzado no aparecera en la respuesta estacionaria.

4.4. Respuesta a senales de prueba

Una forma de estudiar, y comparar en forma estandarizada el comporta-
miento de un sistema, es determinar su respuesta para excitaciones de prueba.
Entre esas senales de prueba se consideran usualmente: el escaléon unitario, el
impulso unitario y las sefiales sinusoidales. En esta seccion nos concentraremos
en las dos primeras, pues la respuesta a excitaciones sinusoidales sera materia
de estudio en el Capitulo 5).
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4.4.1. Respuesta a escaléon unitario

Considere la ecuacién (4.1) en la pagina 59. Suponga ademéds que los valores
caracteristicos distintos del sistema son A, Ag, ... A, con multiplicidades n, no,
..., np respectivamente, tales que n; +no +...4+mn, = n. Entonces la respuesta,
g[t], a un escalén unitario y condiciones iniciales iguales a cero®, es decir
g[t] = T(0, u[t]), se puede obtener de la siguiente forma:

Paso 1 Determine la solucién general de la ecuacion:

Golt] + an1q " golt] + ... + aoq " go[t] = plt] = 19t >0 (4.60)

Note que g,[t] = T,(0, p[t]) contiene una parte natural u homogénea (com-
binacién lineal de modos naturales de la forma (4.32)) y una componente
particular o forzada. Cuando el sistema no tiene frecuencias naturales en
A =1, go[t] tiene la forma:

ng

p
Goltl = Ko+ D) Cut' ™'\, Vt>—n (4.61)
(=1 i=1

donde K, es la ganancia del sistema con ERS (4.60) al modo constante
1%, es decir:

1

Ky = =
’ Z?:oai7

con a, =1 (4.62)

Si el sistema tiene una frecuencia natural en A = 1, con multiplicidad p,,
entonces g,[t] tiene la forma:

P ng
Golt] = Kpt?* ™ + 3 "N " Cot' ™A, VE> —m (4.63)
(=1 1i=1

Hemos anotado que esta expresién para g,[t] es vélida V¢ > —n ya que
satisface las condiciones iniciales.

Paso 2 Calcule la sefiales retardadas ¢ ~‘g,[t], para £ =1, 2, ..., m.

Paso 3 Calcule las constantes Cy; usando la restriccion de las condiciones ini-
ciales iguales a cero, es decir, usando el hecho que:

¢ goltll,.g=0 £=0,1,....,n—1 (4.64)

5Elegimos, por simplicidad, g[—1] = g[-2] = ... =g[-n] =0
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Paso 4 Calcule g(t), usando las propiedades de linealidad, a través de la ex-
presion

m m

glt] = T{0, u(£) = D bn—e To(0, plt — €)) = Y bin—rq“golt]  (4.65)
=0 (=0

El procedimiento anterior es ilustrado con el siguiente ejemplo.
Ejemplo 4.8. Consideremos la ERS:
y[t] — 0,9¢ ~'y[t] + 0,2¢ y[t] = 2ut] + ¢ ult] (4.66)

Entonces las frecuencias naturales son soluciones de A2 —0,9A 40,2 =0, es
decir Ay = 0,5 y Ao = 0,4.
Luego, sequimos los pasos bosquejados previamente:

Paso 1 Calculamos la solucion general de:

Golt] — 0,9¢ "go[t] + 0,2 2g,[t] = 1 (4.67)

que resulta ser go[t] = 12 + C1(0,5)" + C2(0,4)". Note que el término 1
corresponde a la ganancia a continua, es decir, al modo forzante 1°.

Paso 2 Para este ejemplo, ya que m = 1, se necesita calcular sélo g,[t — 1].

1 1
Golt — 1] = 30 +C1(0,5)1 + Cy(0,4) 7t = 30 +2C1(0,5)" +2,5C2(0,4)"

(4.68)
(4.69)

Paso 3 Las constantes Cy y Cs se calculan a partir de las condiciones iniciales
(iguales a cero), es decir:

10

9o[~1] = 0= 5 + 201 +2,5C; (4.70)
1
go[—2] = 0 = EO +4C; + 6,25C, (4.71)

de donde Cy = =5 y Cy = %. Lo cual conduce a:

10 8
dolt] = 5 - 5(0,5)" + 5(074)f vt > -2 (4.72)

Este resultado se puede obtener a través del siguiente codigo MAPLE :
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MAPLE

>ers:=go(n)-0.9%go(n-1)+0.2*go(n-2)-1;
>rsolve({ers,go(-1)=0,g0(-2)=0},go(t));

Paso 4 La respuesta a escalon unitario estd entonces dada por:

glt] = 2golt] — go[t — u[t — 1] (4.73)
= ? —10(0,5)" + %6(0,4)f + {1; —5(0,5)" + 2(0,4)“} plt—1] vt > -2
(4.74)
= ? —10(0,5)" + %6(0,4)t + F30 —10(0,5)" + 2??(0,4)t] plt—1] Vvt > -2

(4.75)

Note quegolt =11l =1] = olt = Upld v que golt = el o = 3ol =

Asi tenemos que®

gt] = 10 — 20(0,5)" +12(0,4)*  Vt>0 (4.76)

o0

4.4.2. Respuesta a impulso unitario

Considere la ecuacién (4.1) en la pdgina 59. Entonces la respuesta a un
impulso unitario, §[t], y condiciones iniciales iguales a cero, se puede obtener a
partir de la respuesta a escalén unitario.Esta estrategia se basa en que el sistema
representado por la ERS (4.1) es lineal e invariante en el tiempo.

Recordemos que:

Oft] = plt] — plt = 1] (4.77)

Entonces, la respuesta h[t], a un impulso unitario estd dada por:
hit) = glt] — glt = pult —=1] V> -n (4.78)

Como las condiciones iniciales son cero, g[t — 1|u[t — 1] = g[t — 1]ult], ya
que g[t — 1]u[t]|,_, = 0. Asf la respuesta a un impulso unitario con condiciones
iniciales iguales a cero estd dada por:

(B[] =glt] —glt—1]  ¥t>0] (4.79)

SNote que esta expresién no es vélida parat = —1y t = —2
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En algunos textos se propone calcular h[t] usando una estrategia similar a la
seguida aqui para el célculo de la respuesta a escaléon unitario. Esa metodologia
puede ser muy compleja, y por ello es poco usada. Desde el punto de vista
meramente instrumental es mucho mas simple calcular la respuesta a impulso
usando la transformada Zeta, como se vera en el Capitulo 8.

Ejemplo 4.9. Consideremos el mismo sistema descrito por (4.66), entonces po-
demos calcular hlt] construyendo la primera diferencia de la respuesta a escalén
unitario en (4.73). Asi se obtiene:

h[t] = 10 — 20(0,5)" + 12(0,4)" — 10 4+ 20(0,5)" ! — 12(0,4)" ! (4.80)
=20(0,5)" —18(0,4)"  Vt>0 (4.81)
000

En una perspectiva general, podemos observar que dada la relacién entre
la respuesta a impulso y la respuesta a escalén, y considerando que esta tlti-
ma contiene una combinacion lineal de los modos naturales del sistema y una
constante, entonces h[t] contiene sélo modos naturales. Conceptualmente, es
ésta la caracteristica que confiere especial importancia a las respuestas a escalén
e impulso. En rigor, la respuesta a excitaciones mas complejas también contiene
una combinacién de modos naturales (a través de la componente homogénea de
la respuesta), sin embargo, la presencia de estos modos se ve oscurecida por la
componente particular o forzada de la respuesta.

Veremos, en la siguiente seccion, una utilidad inmediata de estos resultados.

4.5. Calculo de la respuesta via convolucion

Supongamos que se conoce la respuesta a impulso, h[t], de un sistema lineal
e invariante en el tiempo, con condiciones iniciales iguales a cero, entonces, el
siguiente lema nos proporciona un resultado crucial en la teoria de los sistemas
lineales de tiempo discreto.

Lema 4.4. Considere un sistema causal, lineal e invariante en el tiempo. Sea
ademds h[t] la respuesta de ese sistema a un impulso unitario en la entrada, con
condiciones iniciales iguales a cero. Entonces, la respuesta y[t] del mismo sis-
tema a una excitacion causal’ arbitraria, ult], con condiciones iniciales iguales
a cero, estd dada por:

ylt] = Zt:u[é}h(t 0 V>0 (4.82)

£=0

Demostracion
Recordemos que toda senal ult] puede expresarse por:

ul] = S ulf]éft — 4] (4.83)

"Una sehal u[t] es causal si uft] =0Vt < 0
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Por otro lado, dada la invariancia del sistema tenemos que:
hlt — €] = T(0, 6[t — £]) (4.84)
Luego, usando homogeneidad:
ull]h[t — €] = T{0, ul[€]d[t — €]) (4.85)

Aplicando ahora superposicion se llega a:
ulflhft — €] = 140, > ul(]s[t — £)) (4.86)
£=0 £=0

Finalmente, usando (4.83) y el hecho que h[t —£] = 0 VL >t (por causalidad
del sistema), se obtiene:

t
ylt] = T(0,ult]) =Y u[h[t— ¢ vt >0 (4.87)
=0
(]
En la ecuacién (4.87) y[t] se puede interpretar como una suma ponderada
(por w[f]) de respuestas a impulso hlt — £].

Note que dado que u[t] y h[t] son causales, entonces, la ecuacién (4.82)
también se puede escribir como:

o0 o0

ylt)= > ulfhft— = > uft—(n[f] V>0 (4.88)

{=—o00 {=—o00

Las sumas que aparecen en la ecuacién (4.88) son una expresién particular
de la convolucién de dos funciones temporales no necesariamente causales. La
definicién genérica es:

Altlx fltl= > Aldflt—0= > Alt—af (4.89)
{=—c0 {=—c0

Aparte de la propiedad de conmutatividad que aparece en (4.89), la convo-
lucion tiene la propiedad de distributividad, esto es:

J1x (folt] + f3[t]) = fult] * fo[t] + fu[t] * f3[t] (4.90)

Otra propiedad fundamental de la convolucién estd dada por el siguiente
lema.

Lema 4.5. La convolucion de un senal con un impulso de Kronecker en el
origen, d[t], es la senal misma, es decir:

| uft] « [t — to] = ult — t.]

(4.91)
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Demostracion
Tenemos que:

uft] %6t —t,] = Si ul)ft—to—1] = Si ult—to)d[t—to—1] = ult—t,] (4.92)

=—00 l=—00

Note que el dltimo paso de la demostracion se basa en que una funcion de
tiempo discreto es un tren de impulsos de Kronecker cuya amplitud es el valor
instantdneo de la senal. 00O

El uso de convolucién para la determinacién de la respuesta de un sistema
lineal tiene importancia conceptual y numérica, sin embargo, no es, en general,
un procedimiento analiticamente simple. Es interesante observar que el calculo
de la convolucién entre dos senales discretas se puede ilustrar de manera muy
simple: si consideramos dos tiras de papel, en una de las cuales se anotan los
valores de la primera senal y, en la otra los de la segunda, entonces la convolucién
se realiza invirtiendo una de las tiras y retrocediéndola sobre la otra. Para cada
retroceso, la convolucién corresponde a multiplicar los valores coincidentes y
sumar los productos resultantes. Esto se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.10. Un sistema lineal tiene una respuesta a impulso unitario, con
condiciones iguales a cero, dada por h[t] = (0,5)'u[t]. Nos interesa determinar,
usando convolucion, la respuesta a un pulso ult] = p[t] — plt — 3.

De acuerdo al Lema 4.5, la respuesta del sistema estd dada por:

t

ylt] = ult] x ht] = Z ul[l)hlt — £]

{—o00

= > (0.5) " ult — (ulf) — ple —3])  (4.93)
{—o0

La suma o acumulacion se puede segmentar en tres intervalos:

-1

u[f)hlt — 0] = 0 t<0
f=—o0
ult] * blt] = Y ulllat — () =2 (05)" 0<t<3 (4.94)
£=0
ullhlt — 0 = 7(0,5)"  t>3
£=0

Una resolucion compacta se puede desarrollar usando el hecho que la entrada
se puede expresar como la suma de tres impulsos unitarios, es decir:

ult] = pft] — plt — 3) = O[t] + 6[t — 1] + o[t — 2] (4.95)
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De esta forma podemos calcular la respuesta usando la propiedad de distri-
butividad de la convolucion, sequida por la aplicacion del Lema 4.5:

ylt] = hlt] * ult] = h(t) * (5]t + 8[t — 1] + o[t — 2])
(0,5)" ult] + (0,5) " pft — 1] + (0.5)"2plt — 2] (4.96)

00O

Como se puede apreciar, el cdlculo mismo de la convolucién es complejo. En
realidad la importancia de ella se debe a que, por un lado, condensa la esencia de
la linealidad de los sistemas lineales (e invariantes en el tiempo), y por otro, es
un nexo de conexién con el andlisis en el dominio de las transformadas de Fourier
de tiempo discreto y la transformada Zeta (Capitulos 6 y 8, respectivamente).

La convolucién en tiempo discreto es ampliamente usada para construir la
respuesta de sistemas lineales, invariantes en el tiempo y causales, cuando se
conoce la respuesta a un impulso unitario. Esto se debe a la simplicidad de las
expresiones del Lema 4.4.

La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo se puede calcular
a partir de la respuesta a escalén, como se muestra en el siguiente lema.

Lema 4.6. Sea un sistema lineal e invariante en el tiempo. Suponga que la res-
puesta de ese sistema a un escalon unitario de entrada, con condiciones iniciales
iguales a cero, es g[t]. Entonces la respuesta del sistema a una excitacion causal
ult], bajo condiciones iniciales iguales a cero, estd dada por:

yltl = ult] * (g[t] — gt — 1) = g[t] * (u[t] — u[t —1]) (4.97)
Demostracion
Dado que 0[t] = p[t] — plt — 1], entonces, por linealidad e invariancia, la

respuesta hlt], a un impulso unitario puede expresarse como:

hlt] = glt] — glt — 1] (4.98)

FEsto lleva inmediatamente al primer resultado, dado que:
ylt] = ult] * hlt] = uft] * (g[t] — g[t = 1]) (4.99)
Para demostrar la sequnda parte del resultado, notamos que la senal de en-

trada, ult] puede expresarse como la suma de escalones incrementales, es decir:

[e.9]

ult) = > (uf] = ul — 1])uft — 1] (4.100)

{=—o00

Luego, usando la linealidad y la invariancia vemos que:

oo

ylt] = T ult]) = > (ult] - ult - 1])g[t 4] (4.101)

l=—00
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Y, finalmente, reconocemos en la sumatoria la forma de la convolucion, es
decir:

oo

> (ulf) —ult = 1)glt — € = g[t] * (ult] - ult —1]) (4.102)

{=—0c0

ood
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4.6. Problemas para el lector

Problema 4.1. Resuelva las siguientes ecuaciones de recursion con las condi-
ciones iniciales que se indican:

ylt] —02y[t =2l =0  y[-1]=1 y[-2]=-1 (4.103)

y[t] — 0,6y[t — 1] + 0,09yt —2] =0  y[-1]=2; y[l]=1 (4.104)
ylt+1] = 13y[t] + 04yt — 1] =0  y[0] =0; y[5] =0 (4.105)
ylt] =4yt = 1]+ 9yt =2 =0 y[-1]=0; y[-2]=1 (4.106)

ylt] —y[t —10] =0  y[-1]=1; y[—i]=0 Vi>1 (4.107)

Verifique con MAPLE .

Problema 4.2. Calcule la respuesta a escaldn unitario, con condiciones iguales
a cero para cada una de las ERS:

ylt] = 0,2yt — 2] = wlt]

y[t] — 0,6y[t — 1] + 0,09yt — 2] = u[t — 1] — ult — 2]
y[t] — 1,3y[t — 1] + 0,4y[t — 2] = 0,2u[t — 10]

ylt] = 2ylt — 1] + y[t — 2] = wft]

Verifique con MAPLE .

Problema 4.3. Considere la senal:
flt] = 2(0,6)" —2(0,2)" (4.112)

4.3.1 Proponga una ERS de modo que f[t] corresponda (Yt > 0) a la respuesta
del sistema a impulso con condiciones iniciales iguales a cero.

4.3.2 Proponga una ecuacion de recursién homogénea, de modo que f[t]
corresponda a la respuesta a estado inicial. FEspecifique ese estado inicial.

Problema 4.4. La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a
un escalon unitario y condiciones iniciales iguales a cero estd dada por:

g[t] = (1 = (0,5)" +t(0,5)" ) pult] (4.113)
4.4.1 Determine la ERS.

4.4.2 Calcule la respuesta del mismo sistema a un impulso unitario.
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Problema 4.5. Determine los modos asociados a las siguientes conjuntos de
frecuencias naturales:

Sistema 1 A\ =-0,2 Xy =-0,2 A3 = —0,2
Sistema 2 A\ =—-0,3 Ay =0,3 Az = —2
Sistema 8 A\ = —1 Ao =-0,14750,2 X3=-0,1-750,2

Problema 4.6. La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo
a un delta de Kronecker es h[t] = (0,7)'u[t]. Usando convolucién calcule la
respuesta del sistema a una entrada ult] = (0,3)" u[t].

Problema 4.7. La ecuacion caracteristica de un sistema estd dada por:

M 4ad+b=0 (4.114)

4.7.1 Suponga que b = 0,8; determine el rango de valores de a que hacen estable
al sistema.

4.7.2 Dentro de ese rango determine el valor de a de modo que el sistema sea
lo mds rdpido posible.

4.7.3 Suponga ahora que b = 1,2, repita 4.7.1.

Problema 4.8. Suponga que un sistema lineal, con condiciones iniciales igua-
les a cero, es excitado con un escalén . La respuesta g[t] = T(0, u[t]) es la que
se muestra en la Figura 4.5.

4.8.1 ;Es el sistema estable ?
4.8.2 Estime los modos naturales del sistema

4.8.3 Estime la ganancia al modo forzante constante, es decir, a frecuencia
cero.

1
=] 3
-
N
w

4 5
Tiempo [s]

o
~
o]
©
S

Figura 4.3: Respuesta a escalén unitario.
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Problema 4.9. Se adquiere una deuda hipotecaria de 1000 euros a un interés
mensual de 0,4%. Si el plazo de la deuda es de 120 meses ;Cudl debiera ser el
pago mensual constante?

Problema 4.10 (Problema-desafio). En la red de la Figura 4.4 todas las
resistencias son iguales a R. Considere como variable independiente, no al tiem-
po discreto sino que al numero de orden de la malla. Construya una ecuacion
de recursidn en las corrientes de mallas y especifique las condiciones (inicial y

final).

Figura 4.4: Red resistiva.
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Capitulo 5

Analisis bajo excitaciones
periddicas

5.1. Senales Periddicas

En este capitulo se analiza el caso de sistemas lineales sujetos a excitaciones
periédicas en el tiempo. Las senales periddicas aparecen en muchas areas de
la Ingenieria y en fenémenos naturales. Sin embargo, estas senales, en general,
no se presentan como oscilaciones puras de una frecuencia especifica, las que
se pueden describir exactamente por una sinusoide del tipo sen(wt). Es més
frecuente que esas senales periédicas aparezcan con formas mas complejas, como
por ejemplo, senales triangulares, senales tipo dientes de sierra, trenes de pulsos
o sinusoidales rectificadas, entre otras, cuya unica caracteristica comin es su
periodicidad en el tiempo.

Ademiss, en algunas oportunidades, las senales periédicas no sinusoidales
resultan de efectos no lineales indeseables. Por ejemplo, considere el caso de un
sistema amplificador con entrada u(t) y salida y(t), cuya relacién entrada-salida
es:

y(t) = Au(t) + € (u(t))* (5.1)

donde ¢ es mucho menor que la amplificacién A. Entonces, si la entrada es una
sefial sinusoidal pura, u(t) = U cos(w,t), la salida y(t) estd dada por

y(t) = AU cos(wot) + e U?(0,5 + 0,5 cos(2w,t)) (5.2)

De esta forma, podemos apreciar que la salida del sistema contiene tres sinu-
soides de distinta frecuencia (0, w, y 2w, [rad/s]), que deben ser consideradas
cuando esta senal actia como entrada de otro sistema.

Otros casos en los que aparecen senales periddicas complejas incluyen la
saturacion de senales sinusoidales (cuando la amplitud de una sinusoide excede
cierto nivel prescrito), la rectificacién de seniales sinusoidales, la presencia de
zonas muertas, histéresis, etc.
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La idea fundamental en este capitulo es representar una funcién periédica co-
mo combinacién lineal de sinusoides de ciertas frecuencias. Esta representacion,
conocida como la de serie de Fourier, tiene dos grandes aplicaciones: primero,
facilita el andlisis de los sistemas lineales sujetos a excitaciones periddicas. En
esta aplicacion, el concepto clave subyacente a utilizar es el de ganancia a mo-
do forzante, desarrollado en el Capitulo 3, para sistemas de tiempo continuo,
y en el Capitulo 4, para sistemas de tiempo discreto. Una segunda aplicacion se
refiere al andlisis espectral de senales que portan informacion. Este anélisis es-
pectral puede tener distintos propdsitos, como por ejemplo, separar informacion
de ruido, procesar sonido, determinar la presencia y relevancia de fenémenos no
lineales, etc.

5.2. Respuesta a entrada sinusoidal. El caso de
tiempo continuo

Hasta el momento hemos visto la respuesta de sistemas lineales a diferentes
tipos de entradas (modos forzantes), incluyendo el caso de exponenciales de ex-
ponente imaginario (las que combinadas dan origen a sinusoides reales). En esta
seccion nos detendremos en la caracteristica de ganancia que exhibe un sistema
lineal cuando la excitacién es una sinusoide. Con ese propédsito consideremos un
sistema lineal estable modelado por su EDS:

d™y(t) d™'y(t)

e d"tu(t)
dtn nl T gen—1

dtn—1

donde la entrada del sistema es una senal sinusoidal que puede escribirse de la
forma general:

u(t) = Acos(wt + @) (5.4)
en que (vea Capitulo 2):
A es la amplitud, cuyas unidades dependen del sistema en cuestién,
¢ es el dngulo de desfase (o simplemente fase), medido en [rad], y

w es la frecuencia angular, medida en [rad/seg]. Esta, a su vez, determina la
frecuencia f = 5%[Hz] y el periodo T' = % = 2%[seg] de la sinusoide.

Aplicando la férmula de Euler se tiene que:

I (Wtt) | p=i(wt+e)
2

Acos(wt+¢) = A = Aed¥t 4 AremIwt (5.5)

donde A € C, A* es el complejo conjugado de A y

A
a= 56” (5.6)
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Por otra parte sabemos que si K(w) € C es la ganancia al modo forzante
e/*t, entonces, por linealidad:

T(z,, Acos(wt + ¢)) = K(w)ae?! + (K(w))" a*e ™ “! 4 {modos naturales}
(5.7)
donde K (w) es la ganancia a modo forzante, definida en (3.21) con §; = jw. Si
expresamos K (w) en su forma polar se llega a:

K () = | (w) 7% (53)
Asi, se obtiene:
T(z,, Acos(wt + ¢)) = | K (w)| A cos(wt+ ¢+ pg(w)) + {modos naturales} (5.9)

Como se ha supuesto que el sistema es estable, los modos naturales decaen
a cero cuando t — 0o, asi, la respuesta estacionaria contiene sélo la componente
particular, es decir, contiene sélo los modos forzados y tiene la forma:

y(t) = As (W) COS(Wt + Ps (w)) (510)

Los pardmetros As(w) y ¢s(w) pueden ser calculados directamente reempla-
zando (5.10) en la EDS.

Cuando el modo forzante es una exponencial de la forma e/“!, o una si-
nusoidal cos(wt), la ganancia a modo forzante, K (w), caracteriza lo que se
denomina respuesta en frecuencia del sistema.

El desarrollo precedente es ilustrado a través de un ejemplo.

Ejemplo 5.1. Consideremos el sistema definido por su ecuacion diferencial:

d?y(t dy(t
d‘?g ) 4 4# + 13y(t) = 26u(t)
Supongamos que la entrada es u(t) = sen(wt) y que todas las condiciones
iniciales son cero.
Observamos, primero, que la frecuencias naturales,es decir, las soluciones
de A\? + 4\ + 13 = 0 se encuentran ubicadas en Ay = —2 + 73 y Ay = —2 — 53.
Con esto sabemos entonces que la solucion homogénea tiene la forma:

yn(t) = e 2" By cos(3t) + By sen(3t)] (5.11)

Una segunda observacion es que los modos mnaturales decaen a cero para
t — o0, ya que el sistema es estable, dado que ambas frecuencias naturales
tienen parte real negativa.

Para obtener la solucion particular reemplazamos la solucion propuesta:

Yp(t) = As(w) sen(wt + ¢s(w)) (5.12)
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que es equivalente a una expresion de la forma

yp(t) = C1(w) cos(wt) + Ca(w) sen(wt) (5.13)

Los coeficientes C1(w) y Ca(w) se obtienen reemplazando la solucidn par-
ticular propuesta y la funcion de entrada en la ecuacion diferencial original y
derivando:

— O (w)w? cos(wt) — Co(w)w? sen(wt) + 4Cs (w)w cos(wt) — 4C (w)w sen(wt)
+ 1304 (w) cos(wt) + 13C3 (w) sen(wt) = 26 sen(wt) (5.14)

De aqud, igualando los coeficientes de cos(wt) y de sen(wt) a ambos lados,
pueden obtenerse los coeficientes Cp y Ca:

—104w
C’l(w) = (13 — w2)2 T (40.})2 (515)
Co(w) = 2813~ w?) (5.16)

(13 — w?)? + (4w)?

Si se supone w = 10[frad/s] y se combinan la solucidn homogénea y la particu-
lar, pueden obtenerse los coeficientes por determinar de la solucion homogénea
By y Bs. La solucion final es:

y(t) = yn(t) + yp(t) = e 2'[0,113 cos(3t) + 0,899 sen(3t)]
— 0,113 cos(10t) — 0,247 sen(10¢)  (5.17)

Esta se muestra en la Figura 5.1, donde se aprecia claramente la presencia
de una parte de la respuesta que es transiente, mds lenta y que desaparece,
manteniéndose sdlo una oscilacidn sostenida de 10[rad/seg], pero de diferente
amplitud y fase que las de la senal de entrada. Estos valores de As y ¢s, que
dependen de la frecuencia w, son en este caso:

A4(10) = /C1(10)2 + C2(10)2 = 0,272 (5.18)
$s(10) = Z(Co(10) + jC1(10)) = —2,7106 [rad] =~ —155,31°  (5.19)

Una manera mds directa para obtener una descripcion genérica de los resul-
tados anteriores seria calcular la respuesta en frecuencia K(w), la que, en este
caso particular, estd dada por:

26

K(w) = |K(w)|e??@) = 2
(w) = [K(w)le o)+ 4jw 1 13 (5.20)

La magnitud y fase de esta respuesta en frecuencia aparecen en la Figura
5.2. En esta figura los valores de magnitud y fase de K(10) se pueden calcular
usando el comando de MATLAB ginput, el resultado es |K(10)] = 0,2734 y
0q(10) = —2,7188 [rad] (note que, en este ejemplo, A =1).

00O
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Figura 5.1: Senales de entrada (linea delgada) y salida (linea gruesa) en el Ejem-

plo 5.1
2.5 0
> -0.5
-1
_15
§ S.15
-1
-2
0.5 25
0 -3
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Frecuencia [rad/s] Frecuencia [rad/s]

Figura 5.2: Respuesta en frecuencia de un sistema de segundo orden de tiempo
continuo

Es necesario tener presente que en ciertos sistemas, a pesar de tener todas
sus frecuencias naturales en el interior de la zona de estabilidad, la respues-
ta a sinusoides de baja amplitud, incluye componentes sinusoidales de altisima
amplitud. Esto sucede en situaciones en que el sistema es excitado con una si-
nusoide de frecuencia muy cercana a una frecuencia natural proxima al limite
de estabilidad (el eje imaginario). En este caso, dependiendo del amortigua-
miento del sistema, la salida puede alcanzar el estado estacionario sélo después
de mucho tiempo, y aunque analiticamente la oscilacién en la salida permanece
acotada, puede alcanzar magnitudes insostenibles para el sistema real. Para esto
recomendamos al lector analizar en detalle el Problema 5.4, propuesto al final
de este capitulo.

Ejemplo 5.2. El fenomeno de respuestas inusualmente altas se origina en siste-
mas que ezhiben altas ganancias a un modo forzante de la forma e?“t. Considere,
por ejemplo, el sistema con EDS:
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d?y(t)
di?

+ 0)01%?) +4y(t) = 4y(t) (5.21)

En este ejemplo, que corresponde a un sistema estable, la ganancia a con-
tinua es igual a 1, sin embargo la ganancia a modo forzante e??t estd dada por:

4 .
K(w) = 27 100102 14~ —5200 (5.22)

Esto significa que una excitacion sinusoidal de amplitud unitaria y frecuencia
2 [rad/s] genera una respuesta forzada de amplitud igual a 200. En casos
como éste, se dice que, para esta excitacion, el sistema entra en resonancia.

La idea de resonancia en un sistema se refiere a la facilidad con que ese
sistema responde a determinadas frecuencias. Por ejemplo, todos conocemos la
facilidad con que se amplifica la oscilacion de un columpio cuando se lo empuja
con la frecuencia adecuada.

En términos de la respuesta en frecuencia, el fendmeno descrito se refleja
en que la funcion |K(w)| tiene uno o mds picos muy pronunciados.

00O

Finalmente, cuando las frecuencias naturales del sistema se encuentran fuera
de la zona de estabilidad, la componente natural de la respuesta es no acotada.
Sin embargo, la componente forzada sigue siendo una oscilacién de la misma
frecuencia que la sinusoide en la entrada. Para apreciar esto se recomienda al
lector analizar el Problema 5.5.

5.3. Series de Fourier para senales de tiempo
continuo

La idea central tras las series de Fourier, sean ellas de tiempo continuo o de
tiempo discreto, es la representacién de una funcion periddica usando una base
ortogonal de funciones.

La idea de ortogonalidad aparece con su significado mas bésico, cuando se
la aplica al sistema cartesiano de coordenadas en R? o R3. Sin embargo, la
diferencia fundamental con el caso de las series de Fourier es que la dimension
de la base, en este ultimo caso, es infinita, hecho usual en espacios de funciones
[26].

Antes de analizar en detalle la representacion de funciones periddicas en
forma de una serie de Fourier, sugerimos al lector revisar el Apéndice B para
familiarizarse con la notacién y el vocabulario empleado de aqui en adelante.
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5.3.1. Serie de Fourier trigonométrica

Consideremos el espacio vectorial de todas las funciones seccionalmente con-

tinuas en un intervalo® [—%7 %], y en él, el conjunto de vectores (funciones):
2m
B = {1, cos(nwot) , sen(nwot) }n=1,2,... Powo = (5.23)

El conjunto definido en (5.23) resulta ser andlogo al conjunto de funciones
considerados en el Lema B.1 en la pagina 372, dado que son linealmente in-
dependientes, pues ninguna de las sinusoides (o la constante) del conjunto
puede describirse como una combinacién lineal de las demds. Ademas definimos
el producto interno en este espacio de funciones como la integral:

GO0 = [ F0radt  f).9(t) € B (5.24)

_T
2

Entonces el conjunto (5.23) resulta ser ortogonal , es decir, si tomamos dos
elementos y,, (t) e y,(t) pertenecientes al conjunto B definido en (5.23):
%

0 in#Em

(5.25)
k>0 ;n=m

<%wwmm=/'%@%@ﬁ:{

7

En este caso la conjugacién involucrada en el producto interno (5.24) no
afecta a las funciones del conjunto B, pues éstas son todas reales.

Con esto podemos afirmar que una funcion y(t) real Vt € R, seccionalmente
continua y definida en el intervalo [—%, %], puede representarse como una com-
binacion lineal de elementos de la base B, dada en (5.23), que en este caso tiene
dimensién infinita. Es decir, para y(t) tenemos una representacién en serie de
Fourier de la forma:

> 2w
y(t) = Ap + Z [A,, cos(nwot) + By, sen(nwot)] F Wo = 7

n=1

(5.26)

, donde cada uno de los coeficientes Ag, A,,, B, se puede obtener como indica el
Lema B.1. Por esto invitamos al lector en este punto a resolver el Problema 5.6,
con lo que ademaés podra comprobar que las expresiones para los coeficientes de
Fourier son:

A= o0 = 7 [ wtoat
Ay = % (y(t), cos(nw,t)) = % /_;y(t) cos(nwot )dt (5.27)
B = 7 @) sen(nt) = . [ w0 sen(mnty

1En términos generales el intervalo a considerar es [to,to + T]. Por simplicidad hemos
escogido t, = —T/2
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Nos interesa la representacion en serie de Fourier conceptualmente y como
una herramienta para describir las funciones periédicas como una combinacion
lineal de constantes, cosenos y senos, cuyas frecuencias son miltiplos enteros de
la frecuencia fundamental wy determinada por su periodo T'. La representa-
ci6én (5.26) puede reescribirse alternativamente en la forma:

y(t) = Ap + Z C, cos(nwot — ¢n) (5.28)

n=1

en que:

C, =+/A2 + B2 (5.29)

En esta forma es més directo apreciar el contenido o espectro en frecuen-
cia de la senal y(t) a través de la amplitud de cada una de las sinusoides de
frecuencia w,, = nwy, que llamaremos n-ésima armodnica. Ademads, esta repre-
sentacion permite apreciar el angulo de desfase ¢,, de las diferentes armédnicas.

Si dibujamos en un grafico las magnitudes de C,, en funcién de n, obtenemos
lo que se conoce como un espectro de linea. Este grafico permite observar las
participaciones relativas de la armoénicas en la composicién de la senal.

Note que el célculo directo de los coeficientes C,, es més complicado que el
de los coeficientes 4,, y By, ya que las sinusoides de la forma cos(nwot — ¢,,) no
son ortogonales entre si.

Para ilustrar el calculo de los coeficientes de Fourier se presentan a continua-
cién algunos ejemplos. En primer lugar, desarrollamos un ejemplo calculando
analiticamente los coeficientes de la serie, para luego ilustrar el uso del soporte
computacional.

Ejemplo 5.3. Considere una onda cuadrada de amplitud 2 y periodo igual a 4
[s], tal como se ilustra en la Figura 5.3.

Tiempo [s]

Figura 5.3: Senal cuadrada
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La frecuencia fundamental es w, = 27 /T = 7/2 y los coeficientes de la serie
se pueden calcular como se indica:

Ao = %/_ﬁ Yt dt = 0 (5.31)

T
2

Este resultado era previsible dada la simetria de dreas sobre y bajo el eje de
abscisas:

A, = T /77 y(t) cos(nw,t) dt

10 1 [?
:—5/ 2 cos(0,5nmt) dt+§/ 2cos(0,5nmt) dt =0 (5.32)
0

-2

La ausencia de componentes cosenoidales es también previsible, dado que la
senal y(t) es una funcién impar del tiempo. La funcién quedara representada
entonces como una serie senoidal de Fourier, en que:

1[0 12
B, —E/ 2sen(0,5bnmt) dt+§/ 2sen(0,5n7t) dt
0

T
9 %
—/2 y(t) sen(nw,t) dt
T 7% —2

= i(1 —cos(nm)) (5.33)

2
4
= 2/ sen(0,5nmt) dt = ——cos(0,5n7t)
0 0 nm

nm

De esta manera resulta:

n =

8 .
{m Vn impar (5.34)

0 Vn par

La participacion de las armonicas puede ser visualmente apreciada en la
Figura 5.4. Esta forma de representacién se conoce como espectro de lineas de
la senal de tiempo continuo. (|

El ejemplo precedente sugiere que el cdlculo manual de los coeficientes se
puede complicar notablemente para senales de mayor complejidad. Este proceso
puede ser enormemente facilitado usando, por ejemplo, MAPLE .

Ejemplo 5.4. Uno de los procesos en que se generan senales periodicas no
sinusoidales es en la rectificacion de una senal eléctrica. En realidad, para cir-
cuitos de potencia en el control de motores, por ejemplo, en vez de diodos se
utilizan tiristores, que mo son mds que diodos en que el instante de conduccion
es controlado. Estos permiten recortar la senal rectificada, como se aprecia en
la Figura 5.5 en que los tiristores se disparan pasado un tercio del periodo de la
senal rectificada. En este caso se dice que el dngulo de disparo es o = %.

Claramente el rectificador de onda completa es un caso particular de este
rectificador controlado, cuando el dngulo de disparo es a = 0.
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Figura 5.4: Espectro de lineas de una senal cuadrada.
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Figura 5.5: Senal a la salida de rectificador controlado por tiristores

Con ayuda de MAPLE los coeficientes se pueden obtener fdcilmente, ahorrdndo-
nos buena parte del trabajo algebraico. En las lineas siguientes se muestran
los comandos necesarios, entre los cuales se debe indicar explicitamente que
0 < a<myquen es un numero entero. Se ha considerado, por simplicidad,
que la frecuencia original es 1[Hz] y la amplitud original es 1[V].

MAPLE

> assume (0<alpha,alpha<l):

> y(t):=(Heaviside(t-alpha)-Heaviside(t-Pi))*sin(t):
> A_0:=1/Pi*int (y(t),t=0..Pi);

> assume(n,integer) :

> A(n) :=2/Pixint (y(t)*cos(2*n*t),t=0..Pi);

> B(n) :=2/Pi*int (y(t)*sin(2*n*t),t=0..Pi);
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A — o 1+ 2 cos(a) (cos(an))? — cos(a) + 4n sen(a) sen(an) cos(an)
" (1+2n)7 (—1+2n)
2
B, —4_ cos(a) sen(an) cos(an) + 2n sen(a) (cos(an))” —n sen(a)

(I1+2n)7 (=1+2n)
00O

Ejemplo 5.5 (Onda triangular). Consideremos la serial periddica y(t), con
periodo T = 4, definida por tramos:

14+t 1 —2<t<0
yt) =<1+t 0<t<?2 (5.35)
y(t+4) ; en todo otro caso
En MAPLE se puede definir y convertir de inmediato para que quede escrita

en términos de escalones (funcion de Heaviside, obteniéndose asi una expresion
analitica que permite los siguientes pasos de cdlculo.

MAPLE

> f(t):=piecewise(t<-2,-t-3,t<0,t+1,t<2,-t+1,t-3):
> y(t):=convert(f(t),Heaviside);

y(t) = —3 — t — 4 Heaviside(t — 2) + 2t Heaviside(t — 2) + 4 Heaviside(t + 2)
+ 2tHeaviside(t + 2) — 2t Heaviside(t)
Si se calculan los coeficientes segin las expresiones (5.27), tenemos que el

valor medio Ag es cero y, como es par, los coeficientes B, son todos iguales a
cero. Los coeficientes de los términos cosenos se calculan mediante:

MAPLE

> A(n) :=1/2*%int (y(t) *cos (n*Pi/2*t) ,t=-2..2);

Por lo tanto, y(t) queda expresada en una serie cosenoidal de Fourier, de la

forma:
ys() =3 (1= (1)) <n27r>2005 (”{t) (5.36)

n=1

En la Figura 5.0, podemos apreciar la aproximacion de la funcidon y(t) por
las primeras dos armdnicas no nulas (n = 1,3). En esa figura se observa que
las dos primeras armdnicas (con presencia no nula en la serie) generan una
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buena aproximacion de la serial original. Ello puede ser entendido al calcular
las amplitudes de las primeras diez componentes de la serie. Fsas amplitudes
aparecen en el espectro de lineas de la Figura 5.7, donde se aprecia claramente
que la amplitud de cualquier armdnica superior a la tercera es despreciable.

Senal y aproximacion
o

1 1 1 1 1
_6 -4 -2 0 2 4 6
Tiempo [s]

Figura 5.6: Aproximacién de la senal triangular con la primera y la tercera

arménica

]
3
L 08F [ ] —
c
o
E
S 061 g
[2]
©
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S04t g
he)
2
go2t g
<

0 ° ! . e ° . ®

0 1 2 7 8 9

3 .4 5 6
Frecuencia angular, en multiplos de o,

Figura 5.7: Espectro de lineas de una senal triangular

Finalmente, en el grifico de la Figura 5.8 (a) muestra el error que se comete
al representar la funcion por su serie truncada, en este caso hasta n = 3.

Podemos estudiar la fidelidad de la representacion en serie de Fourier de una
sefial analizando lo que pasa con el error ey (t) = y(t) — yn(t) que se comete
al representar una funcién y(t) por una combinacién lineal finita o suma parcial
de las funciones de la base (5.23), hasta el término N-ésimo yy(t). Respecto a
este error ey (t) tenemos el siguiente lema.

Lema 5.1. La representacion yn(t) es ortogonal al error en(t), para todo N,
es decir:

(en(t),yn(t)) =0 VN (5.37)
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(a) Error es(t) = y(t) —ys(t) . (b) Interpretacién geométrica del error

Figura 5.8: Error de representacion con serie truncada

Demostracion
Si escribimos la suma parcial como:

N
)= arfu(t) (5.38)
k=1

en que los fi(t) son vectores de la base B, el producto (5.37) puede escribirse y

desarrollarse como:

{en () yn (1) = (y(t) —yn (@), un (1)) = (w(), yn (1)) — {yn (8);yn (1)) (5.39)

Los vectores fi(t) son ortogonales, por tanto:

N N
(en(t),yn(t)) = Z ar(y(t), fe(t)) — Zai<fk(t)a fi(®)) (5.42)
k=1

k=1
Los coeficientes ay,, en tanto, se calculan de la forma:

{y(®), fi(1))
{(fr(®), fx (1))

Salgado, Yz, Rojas
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Por lo tanto:

N N 2
(en () uw(®) = 3 DT iy 5y 5 WO ey g )

2 10, 0 2 17 (0), Fo0)
_ N W0 F0) - ), fel0)?
‘,; oy “ 205, fy ~0 B4

([

Este resultado permite apreciar que yn(t), con los coeficientes calculados
segin (5.27), es la combinacién lineal que mejor representa a y(t) (en el
sentido de la norma cuadrética), ya que, dada su ortogonalidad con el vector
de error ey (t), minimiza la distancia entre y(¢) y el conjunto de funciones que
se generan por combinacion lineal de los N elementos de la base. La Figura 5.8
(b) ilustra geométricamente la idea de ortogonalidad entre el error ex(t) y la
representacién truncada yy (t).

Finalmente, es importante hacer notar que la representacién obtenida en
(5.26), con los coeficientes definidos en (5.27), representa a la funcién y(t), den-
tro del intervalo [—%, %] sea ésta periddica o no. En este ultimo caso, la
representacién se debe entender valida sélo dentro del intervalo en que se ha
calculado. Sin embargo, dado que dentro del intervalo de longitud 7" todas las
sinusoides del conjunto B completan un nimero entero de periodos, la perio-
dicidad de los elementos de B se extiende a la representacién de y(t), es decir,
se repite en todo intervalo de la forma [kT — %, kT + %] con k € Z. Ademsés
por simple traslacién del intervalo en que trabajamos, es decir, corriendo del eje
temporal, el cdlculo de los coeficientes y la representacién pueden tomarse en
cualquier intervalo arbitrario [t,,t, + T]. En todo caso, el lector debe advertir
que si la senal bajo analisis no es periddica, la representacion serd distinta para
distintas elecciones de t,.

5.3.2. Serie de Fourier exponencial

Si consideramos la representacién en serie de Fourier obtenida para una
funcién seccionalmente continua y(t) obtenida en (5.26), podemos reescribirla
utilizando las expresiones para sen(wt) y cos(wt) en términos de exponenciales
complejas:

y(t) = Ap + Z [A, cos(nwot) + By, sen(nwot)]

n=1
Jnwot —jnwot Jjnwot __ ,—jnwot
— Aged0wot 4 Z { e +e +B,° 2je ] (5.45)
que puede reagruparse como:
n An Bn g
y(t) = Age0t 13 A2 ey BB ] (s.6)

n=1

Salgado, Yuz, Rojas.
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Es decir, podemos reescribir una serie de Fourier trigonométrica como una
serie de Fourier exponencial de la forma:

o0
y(t) = > Cpelmot (5.47)
n=—oo
Una expresion para los coeficientes C,, se puede obtener a partir de los
coeficientes de la serie trigonométrica y la ecuacién de Euler. Por ejemplo, para
n > 0O:

T /5 y(t) cos(nwot)dt —j% /5 y(t) sen(nwot)dt]

_T _T
2

= %/_7 y(t)(cos(nwot) — jsen(nwot))dt (5.48)

Sl

Esto lleva a la expresion
T
1 [z 4
Cp= —/ y(t)e Ity (5.49)

Se deja al lector verificar que esta expresién también es valida para el res-
to de los coeficientes C,,, cuando n < 0. Si se presta atencién a la forma de
los coeficientes en la ecuacién (5.46), puede apreciarse que aparecen en pares
complejos conjugados, es decir, Vn > 0:

A, — jBy, ;
Cn = 72‘7 =|Cple? (5.50)
A, +jB ;
C_p=—"7"" 23 2= |Cp eI (5.51)

tal como también puede demostrarse a partir de la expresién general (5.49)
para los coeficientes de la serie compleja. Es decir, tenemos un nuevo conjunto
de funciones, complejas en este caso, de la forma:

) s
{eImwot) TwWo = — (5.52)

T
que constituye una base para el espacio de funciones seccionalmente continuas
en el intervalo [f%, g] Se deja al lector verificar que este conjunto también es

ortogonal bajo el producto interno antes definido, pero en que ahora la conju-
gacion si afecta a las funciones involucradas:

N

s fn®) = [ Falt)* fun(t)dt = [ e Inewot gimeot gy (5.53)

.
2

E

Que debe cumplir:

nl0), fn(8)) = {O snm (5.54)

K>0 ;n=m

Salgado, Yuz, Rojas
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Es importante hacer notar que en la manipulacién que se ha hecho en la
serie de Fourier trigonométrica para llegar a la serie exponencial, han aparecido
valores para n negativos y positivos. Esto en realidad debe interpretarse nada
mas como lo que se ha mencionado: un producto de la manipulacién algebraica
que permite obtener la representacién en serie (5.47) mds compacta y ficil de
manipular. Si se desea obtener la amplitud de la n-ésima arménica de la serie
deben considerarse ambos términos de la serie n y —n, es decir, usando las
ecuaciones (5.50) y (5.51):

Cn . e—]nwgt + C—n . e]nwgt — |Cn|8J0" . e—jnwot + |C_n‘€_j0" X ejnwot

_ |Cn| . efj(nwotfen) 4 |C7n| . ej(nwotfén)
= 2|Cy, | cos(nwot — 0,,)

5.3.3. Parseval y la energia de las senales periddicas

Existe un conjunto de resultados, deducidos por Parseval, que relacionan
directamente caracteristicas de la senal periddica con los coeficientes de su Serie
de Fourier. En realidad, los resultados de Parseval se aplican a la expansién en
cualquier base ortogonal. Los detalles matematicos pueden ser examinados en
el Apéndice B.

Supongamos que una sefial y(t) periédica se expresa como serie en los ele-
mentos, fo(t), de una base ortogonal en el intervalo (—=7/2,7/2). Entonces:

y(t) =Y acfe(t) (5.55)
=0

Esto significa que:

(y(®),y(t)) = <Zaef£(t)azazfe(t)> (5.56)
=0 £=0

Si a continuacién usamos la propiedad de ortogonalidad de los elementos de
la base, tenemos que:

(), y(®) =D lael(felt), fe(t)) (5.57)
£=0

Note que el lado izquierdo en (5.57) es proporcional al cuadrado del valor
efectivo (RMS) de la senal periddica.

Para la serie de Fourier trigonométrica, usando la misma definicién del pro-
ducto interno (5.24), la expresién (5.57) se reduce a:

T/2 =
/ (y(t)?dt = A2+ = 57(42 + B) (5.58)
—T/2 2=

Salgado, Yuz, Rojas.
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En el caso exponencial, la expresion (5.57) estd dada por:

T/2 oo
/ (y(1)?dt= Y C° (5.59)

-T/2 = — o0

En (5.58) y en (5.59), el lado izquierdo representa la energia de la senal
y(t) en un periodo. El lado derecho en ambas ecuaciones sefiala que esa energfa
puede ser computada como la suma de similar energia de cada arménica.

5.4. Respuesta a entradas sinusoidales. El caso
de tiempo discreto

En esta seccién nos detendremos en la caracteristica de ganancia que exhibe
un sistema lineal de tiempo discreto cuando la excitacién es una sinusoide. Con
ese proposito consideremos un sistema lineal estable modelado por su ERS:

Yyt + an1ylt — 1]+ ... + a1yt —n+ 1]+ agylt — n] =
bnult] + bp—1ult — 1] + ... + byuft —m + 1] + bou[t —m]| (5.60)

Si la entrada del sistema es una senal sinusoidal de tiempo discreto de periodo
N € Z que puede escribirse de la forma:

21

ult] = Acos(0t + ¢); con 6 = i (5.61)

en que (vea Capitulo 2):
A es la amplitud, cuyas unidades dependen del sistema en cuestion,
¢ es el dngulo de desfase (o simplemente fase), medido en [rad], y

0 es la frecuencia angular discreta, medida en [rad]. Esta, a su vez, determina
la frecuencia discreta f = % y el periodo T' = N de la sinusoide.

Aplicando la férmula de Euler se tiene que:
eI (0t+9) 4 o—i(0i+9)

Acos(ft +¢)=A 5

= Aelf 4 A*em90 (5.62)

donde A € C, A* es el complejo conjugado de A y:
- A .
A= §eJ¢ (5.63)

Por otra parte, sabemos que si K[f] € C es la ganancia al modo forzante
e’% entonces, por linealidad:

T(x,, Acos(0t + ¢)) = K[flae?” + (K[0])" a*e 7%
+ {modos naturales} (5.64)
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Donde K[0] es la ganancia a modo forzante y estd dada por (4.36), con
B; = e7%. Si expresamos K[0] en su forma polar se llega a:

K0 = |K[0]]e??=(® (5.65)
Asi, se obtiene:
T(z,, Acos(0t + ¢)) = |K[0]|Acos(0t + ¢ + ¢da(P))
+ {modos naturales} (5.66)

Como el sistema es estable, los modos naturales decaen a cero cuando t — oo,
asi, la respuesta estacionaria contiene sdlo la componente particular, es decir,
contiene sélo los modos forzados y tiene la formas:

y[t] = As(0) cos(6t + ¢5(0)) (5.67)

Esta forma puede ser directamente calculada reemplazando (5.67) en la
ERS.

Cuando el modo forzante es una exponencial de la forma €%, la ganan-
cia a modo forzante, K[f], caracteriza lo que se denomina respuesta en
frecuencia del sistema de tiempo discreto.

La teoria precedente es ilustrada a través de un ejemplo.
Ejemplo 5.6. Consideremos el sistema modelado por la ERS:
y[t] — 0,7y[t — 1] + 0,12y[t — 2] = 1,5ult] (5.68)

Supongamos que la entrada es u[t] = sen(0t) y que todas las condiciones
iniciales son cero.

Observamos, primero, que la frecuencias naturales,es decir, las soluciones
de A2 — 0,7\ + 0,12 = 0 se encuentran ubicadas en A\; = 0,4 y Ay = 0,3. Con
esto sabemos entonces que la solucion homogénea tiene la forma:

yn[t] = B1(0,4)" + By (0,3)" (5.69)

Una sequnda observacion es que los modos naturales, (0,4)% y (0,3)t, decaen
a cero para t — 00, ya que el sistema es estable, dado que ambas frecuencias
naturales tienen magnitud menor que 1:

yn(t) = e 2" [By cos(3t) + By sen(3t)] (5.70)
Para obtener la solucion particular reemplazamos la solucion propuesta:
Yplt] = As(0) sen(6t + ¢5(0)) (5.71)
que es equivalente a una expresion de la forma

yplt] = C1(0) cos(6t) + C2(8) sen(6t) (5.72)

Salgado, Yuz, Rojas.
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Frecuencia angular discreta [rad] Frecuencia angular discreta [rad]

Figura 5.9: Respuesta en frecuencia de un sistema de segundo orden de tiempo
discreto

Los coeficientes C1(0) y Ca(6) se obtienen reemplazando la solucion particu-
lar propuesta y la funcion de entrada en la ecuacion de recursion original.

Siguiendo la discusion del FEjemplo 5.1 en la pdgina 87, la modificacion en
magnitud y fase que experimenta la sinusoide al pasar por el sistema, se puede
calcular a partir de la respuesta en frecuencia del sistema. En este caso:

1,5¢29

Kl = 50— 0,7¢19 + 0,12

(5.73)

Esta respuesta en frecuencia puede ser representada grdficamente, como se
muestra en la Figura 5.9.

00O

Andlogamente a lo que ocurre en el caso de tiempo continuo, en ciertos
sistemas, a pesar de tener todas sus frecuencias naturales en el interior de la zona
de estabilidad, la respuesta a sinusoides de baja amplitud incluye componentes
sinusoidales de altisima amplitud. Esto sucede en situaciones en que el sistema
es excitado con una sinusoide de frecuencia muy cercana a frecuencias naturales
que se encuentran al interior del disco unitario, pero muy proximas al limite de
estabilidad (en este caso, la circunferencia unitaria). En este caso, dependiendo
del amortiguamiento del sistema, la salida puede alcanzar el estado estacionario
s6lo después de mucho tiempo, y aunque analiticamente la oscilacion en la salida
permanece acotada, puede alcanzar magnitudes insostenibles para el sistema
real.

Ejemplo 5.7. El fenomeno de respuestas inusualmente altas se origina en siste-
mas que exhiben altas ganancias a un modo forzante de la forma e?%. Considere,
por ejemplo, el sistema:

y[t] — 1,4128y[t — 1] + 0,9980y[t — 2] = 0,585 1ult] (5.74)

Observamos que es un sistema estable, con frecuencias naturales A\ o =

etiT . Note que estas frecuencias naturales se encuentran muy cercanas a la
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circunferencia unitaria. La ganancia a continua de este sistema es 1. Sin em-
bargo, la ganancia a una frecuencia 0 = 7 tiene magnitud 414,0. Esto implica
que si la excitacion es una sinusoide de amplitud unitaria y frecuencia 6 = 7,
la respuesta forzada serd una sinusoide de amplitud 414,0, es decir, para esta

excitacion, el sistema entra en resonancia.
[/

5.5. Serie de Fourier de tiempo discreto

Veamos ahora cémo pueden extenderse las ideas hasta aqui expuestas a la
representacién de funciones definidas en instantes de tiempo discreto como suma
de sinusoides, también definidas en tiempo discreto.

Para sistemas de tiempo discreto, las series trigonométricas son poco usa-
das, prefiriéndose la forma exponencial. Veremos que ello se debe a que las
exponenciales periddicas involucradas tienen propiedades de simetria que hacen
mucho mas simple el calculo de los coeficientes, en comparacion al calculo de los
coeficientes de la serie trigonométrica. Asi, consideramos sefiales de la forma:

fltl =€ t=0,1,2,... (5.75)

Nuestro interés fundamental, al igual que para serie de Fourier trigonométri-
ca, es determinar como puede representarse una funciéon periédica como suma
de un término constante y un conjunto de sinusoides de frecuencias multiplos
de la frecuencia fundamental.

Consideremos, por ejemplo, una funcién y[t] definida parat =0,1,2,... , de
periodo N, es decir:

Yyt + N| = y[t] iVt (5.76)
La frecuencia fundamental se define andlogamente al caso continuo:
27
O = — .
o= (5.77)

y las frecuencia arménicas corresponden a los miltiplos de la frecuencia fun-
damental 6y. Sin embargo, si observamos con atencién la forma que toman las
exponenciales imaginarias para cada armdnica veremos que:

e]«%(@-i—N)t — eI N (L+N)t _ eJ NétejZTrt —ed Lt (578)

Es decir, tenemos periodicidad en la frecuencia, ya que el resultado
(5.78) nos indica que la armdnica ¢-ésima es la misma que la (¢ + N)-ésima,
y la misma en realidad que cualquiera de las (¢ + mN)-ésimas, en que m es
cualquier niimero entero. Esto indica que el conjunto ortogonal es finito, con
s6lo N componentes.

Por tanto para representar una funcién discreta y[t] de periodo N en serie
de Fourier nos basta simplemente una suma de las primeras N arménicas:

21

N-1
yitl = D Cud®™™; o= (5.79)
n=0

Salgado, Yuz, Rojas.
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Desde el punto de vista del dlgebra lineal queremos representar el vector y|t]
en términos de los vectores del conjunto:

By = {1,el%t i200t  oI(N=1)0oty (5.80)

Si definimos un producto interno en este conjunto, andlogo al definido en
(5.24), la integral (suma continua) en un periodo fundamental se transforma en
una sumatoria (suma discreta):

N —

(lt] folt]) = D fiTEfelt] (5.81)

t=

[

Tendremos que para los vectores del conjunto By, si ny # ns:

N—-1
<ej90n1t7€j00n2t> — (ej90n1t>*ej90n2t (582)
t=0
N-1
ed0o(=ni+n2)t (583)
t=0

Que es una suma geométrica

1— (€j90(7n1+n2))N

<ej90n1t, ej90n2t> — T ErE (584)

Pero segtn (5.77) tenemos que N6y = 27, y ny y ng son nimeros enteros, por
tanto, para n; # na, pues de otra forma el denominador se hace cero:

1— €j27'r(—n1+n2)t

jOomit _jOonat\ __ _
(elformt gifonaty — TR = =0 (5.85)

ysing =ne =n:

N—-1 N—-1
<ej90nt7ej90nt> _ Hejeont||2 _ Z e*jt?ontejeont _ Z 1=N (586)
t=0 t=0

Es decir, el conjunto definido en (5.80) es ortogonal bajo el producto in-
terno (5.81). Por tanto, los coeficientes de la representacién (5.79) se pueden
calcular usando el Lema B.1 en la pagina 372, con lo que se obtiene la expresion
equivalente a (5.49), pero para las funciones discretas:

N G

1 2m
(efbont ¢ibont)y — N N

yltle ™M 500 = (5.87)

Es importante verificar que la expresién obtenida en (5.87) usada en la re-
presentacién (5.79) garantiza que la suma es en efecto una funcién real. Para la
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serie de Fourier exponencial se verificd que la suma de las arménicas correspon-
dientes a los términos + n es real pues estos términos resultan ser conjugados el
uno del otro. Para la serie de Fourier discreta, si observamos la expresién para
el coeficiente N — £, tenemos:

1 N—-1 1 N-1
Crn_y) = — t —j00(N—0)t - 7190Nt 700 Lt
N-e =55 2 yltle = 2 ylt e
t=0 t=0
1 N-1 N—
=N y[t]e?t = Z eIty — (Cy)* (5.88)
t=0 t=0

Es decir, el coeficiente de la arménica N — £ es el complejo conjugado del
coeficiente de la correspondiente ¢-ésima armoénica. O, en otras palabras, la
magnitud de los coeficientes Cy tiene simetria par respecto a %, mientras que
su fase (o dngulo) tiene simetria impar con respecto a % La arménica N — ¢
puede ser expresada como:

ej@g(N—é)t — ejegNte—jQOZt — €_j90€t (589)

Es decir, ambas arménicas £ y N — £ corresponden en realidad a una misma
frecuencia. Por tanto si sumamos los términos correspondientes a ellas en la
representacién, escribiendo sus coeficientes en forma polar:

Cgeje()@t +C e]GO(N Ot _ CéejQOEt + (Ce)*e—jﬂoét
— |C€|ej9eej905t + |Cg|e_jeé€_j6°h

= 2|Cy| cos(0plt + 6y) (5.90)

En base a esto podemos concluir que al representar una senal periddica
de tiempo discreto en forma de una Serie de Fourier, en realidad, la estamos
describiendo en términos de N exponenciales periddicas de la base (5.80), en
que N es el periodo de la funcién discreta. Esas exponenciales corresponden a
una componente constante mas k diferentes arménicas, en que k = N ,si N es
par,y k= 7—1 si es impar.

La serie de Fourier para una senal de tiempo discreto puede ser descrita en
un grafico en que aparece |Cy| en funcién de ¢ € Z. Este diagrama es conocido
como el espectro de lineas de la senal de tiempo discreto.

El problema de convergencia de la serie de Fourier para senales de tiempo
discreto tiene un tratamiento mucho mas simple que en el caso de tiempo con-
tinuo. Esto se debe a que las amplitudes de las N armonicas se pueden calcular
a partir de un sistema de ecuaciones linealmente independientes de la forma:

y[0] Co

yl1] Ch

vi2l | =wy | C2 (5.91)
y[N:— 1] CJ\;A
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donde el elemento (i, j) de la matriz Wi esta dado por:
Wl = ()0
4.

Las ecuaciones precedentes permiten calcular los coeficientes que describen
exactamente la senal periédica y[t]. Note que la matriz Wy tiene la forma
general:

(5.92)

1 1 1 1
1 w w? e Nl
2 4 N-2
Wy = 1w w w (5.93)
1 wh-1 w¥=2 ... w

donde w = 7% Esta matriz se denomina matriz de Fourier, y es no singular
(ver Apéndice F). De esta forma, el vector de la derecha en (5.91) puede ser
despejado al multiplicar por la inversa de Wyy.

Las ideas de Parseval también se aplican a senales de tiempo discreto, aunque
en este caso el concepto de energia no tiene la connotacién fisica que puede tener
en tiempo continuo (ver subsecciones §2.2.7 y §2.3.7).

De esta forma, si una senal periddica y[t] tiene la expansién en serie dada

por:
N-1

ylt] = > aufelt] (5.94)
=0
donde las funciones fy[t] son elementos de una base ortogonal, entonces:

Wi olt) = 3 laeP (ol fele) (5.95)
=0

que es equivalente a:

S =N Y Jaf? (5.96)
=0

t=0

El principal resultado, que resume lo estudiado en esta subseccién, es que una
senal discreta y[t] con valores para t € [0, N — 1] puede representarse mediante
la serie de Fourier discreta dada por la ecuacién (5.79), en donde los coeficientes
que acompaifian a cada exponencial compleja se calculan segin (5.87). Adicional-
mente, ese par de ecuaciones puede interpretarse como un par de transformacion,
y se pueden reescribir en la forma

N—-1
ylt] =) Vel (5.97)
n=0

=

1 .
Vo= y[t]e=70mt (5.98)

t=

[}
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donde 0y = QW” De hecho, en la literatura [35, 12] se define Y;, como la transfor-
mada de Fourier discreta de y[t], conocida por su sigla inglesa DFT, Discrete
Fourier Transform.

Es importante recordar esta denominacion, pues en el Capitulo 6 estudia-
remos la transformada de Fourier de tiempo discreto (DTFT, Discrete-
Time Fourier Transform), que analiza el caso de sefiales discretas, no necesa-
riamente periddicas, definidas Vt € Z.

Ademas en la Seccién §C.3 se presenta la transformada rapida de Fourier
(FFT, Fast Fourier Transform) que no es mas que un algoritmo que permite
calcular de manera muy eficiente la transformada de Fourier discreta de una
secuencia. Este es el algoritmo que MATLAB utiliza para calcular el espectro de

una sefial mediante el comando fft.

5.6. Aplicacion de las series de Fourier al anali-
sis de sistemas lineales

Cuando un sistema lineal estable es excitado por una senal periédica, su res-
puesta en estado estacionario también es una senal periddica. Esta respuesta,
en general no tiene la misma forma que la senal de entrada, ya que el sistema
amplifica (o atentia) y desfasa cada componente arménica de la excitacion, en
cantidades que dependen de la frecuencia de cada arménica.

Para usar cuantitativamente las series de Fourier en el andlisis de un siste-
ma lineal, debemos calcular la ganancia a modo forzante del sistema para la
frecuencia de cada una de las armoénicas de interés, es decir, la respuesta en
frecuencia del sistema para cada una de esas armodnicas.

Estos conceptos son comunes tanto a los sistemas de tiempo continuo como
a los sistemas de tiempo discreto. Para apreciar su aplicacion consideraremos
un ejemplo.

Ejemplo 5.8. Un sistema de tiempo continuo, definido por su EDS:

pPy(t) + Tpy(t) + 15py(t) + 5dy(t) = 54u(t) (5.99)

es excitado con una senal periddica de frecuencia angular 1 [rad/s]. Entonces la
amplificacion y desfase que experimentan la componente constante o continua y
las primeras nueve armonicas, al pasar a través del sistema, se pueden calcular
a partir de la expresion que define la respuesta en frecuencia del sistema:

54
(Jw)3 + 7(jw)? + 15(jw) + 54
donde w =0;1;2;3;...;9 [rad/s].

La respuesta en frecuencia es mostrada en la Figura 5.10, donde se ha indica-
do la magnitud y fase de la respuesta a continua (frecuencia cero) y la respuesta
para las frecuencias de la fundamental y de las primeras nueve armonicas. Los
valores numéricos se muestran en la Tabla 5.1. Al observar los datos obtenidos
se aprecia que el sistema privilegia, en amplificacion, la tercera armdnica.

Salgado, Yuz, Rojas.
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Frecuencia [rad/s]
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4 6
Frecuencia [rad/s]

8

Figura 5.10: Respuesta en frecuencia de un sistema de tercer orden de tiempo

continuo.

Frecuencia [rad/s] | Amplificacién | Desfase [rad]
0 1.0000 0.0000
1 1.1011 -0.2895
2 1.5855 -0.7023
3 2.6833 -2.0344
4 0.9288 -3.2104
) 0.4125 -3.5334
6 0.2301 -3.7083
7 0.1442 -3.8305
8 0.0972 -3.9244
9 0.0688 -4.0000

Tabla 5.1: Amplitud y fase de las arménicas en el Ejemplo 5.8.

Para ser mds especificos, supongamos que la excitacion u(t) es una senal
cuadrada, con valor medio cero. Usando MATLAB o MAPLE podemos calcular
entonces la respuesta, y(t). La entrada y la salida son mostradas en la Figura

5.11.

La fuerte presencia de la tercera armonica en la salida es observada clara-
mente, asi como también es facilmente apreciable que la forma de onda de la
salida es muy diferente a la de la entrada.

Salgado, Yuz, Rojas
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Entrada y respuesta
o
Il

3 I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tiempo [s]

Figura 5.11: Comportamiento de un sistema con una excitaciéon periddica
(Ejemplo 5.8).

(|
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5.7. Problemas para el lector

Problema 5.1. Determine la serie de Fourier trigonométrica de las siguientes
funciones®:

-1 i <t<0
(a) y(t) ={+1 0<t<m
y(t+27m) e.t.o.c.
t —1l<t<1
®) v = {y(t +2) et.o.c
) y(t) = [Acos(wt)]
(d) y(t) = max{0, Asen(wt)}
() w(t)
) y(t)

y(t) = 4sen’(t) (use identidades trigonométricas)

y(t

sen(t) + 6 cos®(t) (<dem)

Para cada caso grafique el espectro de lineas (use |Ch,|).

Problema 5.2. Determine la serie de de Fourier exponencial que representa
a cada una de las siguientes funciones:

(a) y(t) = cos(2t) + sen(5t)

et 0<t<1
() y) = {y(t +1) etoc

(@ yt)= Y &(t—nT)

n=—oo

(d) Todas las funciones del problema anterior.

Problema 5.3. Considere el sistema de primer orden:

dzita) + 10y(t) = 10u(t)

Suponga que u(t) es la senial periddica de la Figura 5.12.

5.3.1 Determine las tres primeras armdnicas (n = 1,2,3) del desarrollo en
serie de Fourier de u(t).

5.3.2 Determine la respuesta del sistema a la suma de esas tres armonicas
puesta en la entrada, es decir, a la serie de Fourier de u(t), pero truncada.

2e.t.0.c. : En todo otro caso.

Salgado, Yuz, Rojas
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Figura 5.12: Tren de pulsos

5.3.3 Grafique la salida y(t) obtenida, y compdrela con la simulacion en MATLAB
del sistema sometido a la entrada original u(t). Comente.

Problema 5.4. Considere el sistema definido por la ecuacion diferencial

d?y(t)
dt2

en la que wy Yy & son positivos.

y(t)
dt

d
+ 26wn — = + wiy(t) = whu(t)
5.4.1 Determine la salida del sistema si la entrada es u(t) = A cos(wnt).

5.4.2 Determine la relacion de amplitudes entre la salida y la entrada en estado
estactonario cuando wy, = 10, y £ = 0,1;0,05; y 0,01.

5.4.3 Simule y grafique la entrada y la salida para las condiciones anteriores,
cuando A = 1.

Problema 5.5. Considere el sistema definido por su ecuacion diferencial:

dy(t) _
YO _ (o) + utr
Si la entrada del sistema es una sinusoide u(t) = sen(10t)

5.5.1 Determine la salida del sistema y(t), suponiendo condiciones iniciales
cero.

5.5.2 Grafique la parte homogénea de la solucion correspondiente a los modos
naturales, la solucion particular correspondiente a la sinusoide de entrada
y la solucion total, suma de las dos primeras. Comente.

Salgado, Yuz, Rojas.
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Problema 5.6. Considere el conjunto de funciones definidas en el intervalo
[7%7 %} ;

2
B = {1, cos(nwot) , sen(nwot) }n=1,2,... P wo = %

Y el producto interno definido en €l como:

T

2

o0 vn®)r = [ OOk (0. um(0) € B

2

Demuestre que el conjunto B es ortogonal y encuentre todos los posibles
valores que toma el producto interno cuando se recorren los elementos de B.

Problema 5.7. Considere la siguiente funcidn periddica f(t) definida como:

A st < T/2
ity =10 T2 < < T/
f+T) ;eto.c

5.7.1 Determine la serie de Fourier trigonométrica de la funcién f(t).
5.7.2 Grafique la amplitud de las armdnicas en funcion de la frecuencia.

5.7.3 ; Cdémo se ve afectado el grdfico a medida que crece el valor de T ? y
2qué pasa cuando T — oo ¢

Problema 5.8. Considere la funcion v(t) definida como:

5 0 <t<7 <0001
0 ;T <t < 0,001
v(t+0,001) ;e.t.o.c.

v(t) =

5.8.1 Determine la serie de Fourier de v(t), indicando la amplitud de los coe-
ficientes en funcion del parametro T.

5.8.2 Si el pardmetro T varia lentamente con el tiempo, digamos 7(t) = sen(27t)
¢ Qué se obtiene si se hace pasar v(t) por un sistema con una EDS dada
por

dz—p +100y(t) = 100u(t) ?

Problema 5.9. Considere la funcion y(t) = t2, definida en el intervalo 0 <
t<T.

Salgado, Yuz, Rojas
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5.9.1 ;Cdmo podria extenderse la funcion y(t) al intervalo [=T,T] de manera
que su serie de Fourier sea de la forma:

y(t) = Ag + Z A, cos(wpt) 7

n=1

5.9.2 ; Cémo podria extenderse al intervalo [—T,T) de manera que su serie sea
de la forma:

y(t) = Z B, sen(wpt) ?

n=1

Problema 5.10. Determine la serie de Fourier discreta de las siguientes fun-
ciones:

(a) y[t] = sen gt

sen 3t it=0,...,3
b t — ) 3 7
®) it {y[t+4] ;et.o.c.

e A£1,t=0,...,N—1
© y[t]_{y[t+N} ;e.t.o.c.
(d) ylt]=(-1)
-1 t=-2,...,0
(e) yltl=141 t=1,...,3

ylt +6] ;e.t.o.c
(f) yltl=t moéd N

Construya el espectro de lineas para cada caso.

Problema 5.11. Un sistema lineal de tiempo discreto tiene la ERS dada por:
ylk] — 0,11y[k — 1] + 0,18y[k] = 0,2u[k — 2] (5.101)
Suponga ademds que la excitacion ult] es una senal periddica, de periodo 4,

tal que ul[0] = 1, u[l] = 0,75, u[2] = 0,25 y u[3] = 0. Determine el espectro de
lineas de la respuesta estacionaria del sistema.

Salgado, Yuz, Rojas.
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Capitulo 6

Analisis bajo excitaciones
arbitrarias. La
transformada de Fourier

6.1. La limitacion de las series de Fourier

En el capitulo anterior se estudié la representacion de senales en un intervalo
de tiempo finito, [t,,t, + T, a través de una combinacién lineal de un ntimero
(posiblemente infinito) de sinusoides. Ese andlisis es muy 1til para establecer de
una manera simple, el contenido frecuencial (espectro) de una senal periédica,
identificando claramente la amplitud y fase de cada una de las armoénicas que
la forman, tanto en tiempo discreto como en tiempo continuo. En este capitulo
presentamos la extension de esa idea para estudiar el contenido frecuencial de
sefiales no periddicas (o de periodo infinito).

El resultado de esta extensién nos permitird incorporar al analisis impor-
tantes senales tales como el impulso de Dirac, el escalén, la exponencial (real)
decreciente y otras senales arbitrarias como muestra la Figura 6.1. Una clase
adicional, experimentalmente muy importante, a incluir ahora estd constitui-
da por las senales conocidas en un intervalo de tiempo finito. Estas senales se
pueden considerar como periddicas o no, dependiendo de lo que ocurra fuera
del intervalo conocido. La transicién hacia infinito del lapso durante el cual la
senal es conocida es, justamente, el proceso que conduce a una herramienta que
incorpora las funciones no periédicas al andlisis frecuencial.

Salgado, Yuz, Rojas
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M~ M
' VY

Figura 6.1: Senales arbitrarias

6.2. La transformada de Fourier de tiempo con-
tinuo

Si recordamos el Capitulo 5, la serie de Fourier es una representacion de una
funcién f(t) mediante una suma de sinusoides. Sin embargo, esta serie representa
a la funcién sélo dentro del intervalo sobre el cual se calculd, [to,t, + 7). Si la
senal es periddica, y este intervalo corresponde a un niimero entero de periodos
de la funcién, entonces la serie también la representa en el resto del eje real. Esta
idea también se puede aplicar para obtener la serie de Fourier para una funcién
no periédica, siempre que la restrinjamos a un intervalo [a,b] de longitud T.
Como se mencioné antes, esta serie representa a la funcién dentro del intervalo,
y fuera de éste sélo replica periddicamente la representacién lograda en [a, b].
Esto puede apreciarse en la Figura 6.2.

La Figura 6.2, ademds, muestra que la longitud del intervalo T' puede am-
pliarse, de manera de ir refinando la representacion de la funcién a través de la
serie. Pues bien, lo que interesa en este punto es ver qué pasa con la representa-
cién cuando el intervalo tiene longitud infinita. Es decir, queremos ver qué pasa
con la serie de Fourier cuando se utiliza para representar funciones de periodo
infinito o aperiddicas.

La serie de Fourier exponencial para una funcién periédica, de periodo T,
tiene la forma:

)= Cpelont (6.1)

donde:
1 (T2 .
Cp =+ / F(B)e—Tont gt 6.2)
T J 1)
2
Wy = NWy = nt (6.3)

T
La ecuacién (6.1) es la que describe la funcién f(t) en del intervalo [-Z, Z] en

términos de las exponenciales periédicas que representan las diferentes armoni-

Salgado, Yuz, Rojas.
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Figura 6.2: La funcién restringida a [a, b] y su reconstruccién mediante serie de
Fourier.

cas wy. Recordemos que la ecuacién (6.3) establece que las arménicas no son
nada méas que sinuosides con frecuencias que corresponden a multiplos de la
frecuencia fundamental wg = 2%

Ahora bien, cada uno de los coeficientes definidos por la ecuacién (6.2) define

a (), como funcién de la frecuencia w, , es decir:
Cp = Chr(wp) (6.4)
Consideremos ahora la funcién:
Fr(w)=T-Cy(wn) (6.5)

Con esto la serie de Fourier exponencial (6.1) de f(t) puede reescribirse
como:

1 , 1 :
f(t) = T n:Z_OO FT(wn)ejw”t = % n:Z_oo FT(Wn)e]wntWo (66)
pero si se observa que:

Wy = Wy — Wp_1 = Aw (6.7)

la serie se reescribe como:
f@t) = 1 i Fr(wyp)e?“mt Aw (6.8)

21 " '
n=-—oo

Esta tltima expresion corresponde a una suma de Riemann [25], la que,

llevada al limite cuando el periodo T' crece hasta infinito, equivale a Aw — 0,
con lo que la serie se transforma en una integral:

Ft) = 2 /Oo Fjew)e?! duw (6.9)

:% .
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FEl significado de esta tltima expresion es conceptualmente muy importante,
ya que nos indica que a medida que el periodo de una funcién periédica aumenta,
la distancia Aw entre la lineas del espectro se reduce progresivamente, y en el
limite, cuando la funcién tiene periodo infinito y Aw — dw, la representacion en
frecuencia de f(t) en vez de ser discreta, pasa a ser una representacién continua.
Asi, en lugar de quedar expresada como una suma de sinusoides de frecuencias
multiplos de una fundamental wgy, queda representada por una integral en que
participa una funcién, F'(jw) definida para w en toda la recta real.

Esta funcién F(w) es la transformada de Fourier de f(t), y su expresién
se deduce utilizando (6.5), (6.4) y (6.2):

T/2
Frw)=T-C, = / f(t)e=iwntat (6.10)
—-T/2

la cual, cuando T" — oo y considerando w € R, se convierte en:
Flw) = / F(t)e=T=td (6.11)

Dada la forma de la integral (6.11), puede apreciarse que F(w) en gene-
ral serd una funcién en la variable real w pero con valores complejos, excepto
en algunos casos especiales (ver Problema 6.4). Para enfatizar la naturaleza
compleja de la transformada de Fourier F'(w), se prefiere denotarla por F(jw).
Con esta ultima observacién podemos establecer finalmente la existencia del par
transformada y transformada inversa de Fourier segun:

(o)
FU@)=FGw) = [ e (6.12)
— 00
1 o
FUFG@)} = f0 =5 [ Foweas  (613)
T J -

Para la existencia de la transformada de Fourier es suficiente que la funcién
f(t) sea absolutamente integrable [22] en toda la recta real (—oo, o), esto
es: -

/ FO) At < (6.14)
— 00

Sin embargo, si usamos funciones generalizadas, como el delta de Dirac en
frecuencia, es posible obtener la transformada de Fourier de funciones que no
cumplen este requisito, por ejemplo, el escalén y las funciones peridédicas.

En algunos textos, el factor i que acompana a la integral en (6.13), es re-
partido equitativamente entre ambas integrales, como un factor ﬁ en la trans-
formada directa y en la inversa. Preferiremos las expresiones (6.12) y (6.13), ya
que esta 1ltima puede reescribirse de manera natural, reemplazando la frecuen-
cia angular w en [rad/s] por la frecuencia f en [Hz], tal como se aprecia en la
ecuacion:

Frgeny = [ " F(jen )ty

Salgado, Yuz, Rojas.
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El mismo analisis desarrollado con la serie de Fourier exponencial cuando el
periodo de la funcién tiende a infinito, puede repetirse de manera similar para
la serie de Fourier trigonométrica (ver Problema 6.3).

Ejemplo 6.1. Para ilustrar los resultados obtenidos veamos un ejemplo. Con-
sideremos la funcidn y(t) definida en el intervalo [—%, g

2

o(t) = {A Nt < 7/2 < T/2 (6.15)

0 7/2<t| <T/2

Esta serial corresponde a un pulso de alto A y ancho T, centrado en cero,
que se repite en intervalos de longitud T'.

Si suponemos que la senial y(t) es periddica ent € (—oo, 00), los coeficientes
de la serie exponencial de Fourier se pueden obtener con el cédigo MAPLE :

MAPLE

> assume (T>0,A>0);

> assume (O<tau,tau<T);

> y(t,T) := A *x ( Heaviside(t+tau/2) - Heaviside(t-tau/2) );

> C(0,T):=1/T*int(y(t,T) ,t=-T/2..T/2);

> C(n,T) :=simplify(1/T*int (y(t,T)*exp(-I*2*Pi*n/T*t),
t=-T/2..T/2));

ATt
Cy = = (6.16)
son (7m7'
Ar B )
o= —Fm—t Wn#0 (6.17)
T
Si suponemos ahora que y(t) = 0 V|t| > L su transformada de Fourier
resulta dada por la expresion:
o T/2
Y (w) :/ y(E)e—7etdt / Ac1wtdy (6.18)
—00 —7/2
A /2 A - -
=— ¢ =——/(e7¥2 —¢¥2) (6.19)
—Jw —7/2 Jw
2A wT
_ 24wt 2
—sen (2F) (6.20)
que usualmente se escribe como:
Y (jw) = ATW (6.21)

2
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Si consideramos ahora la ecuacién (6.17), podemos escribir:

WnT
TC, = Ar Sen(g) (6.22)

donde w,, = Q"T” De esta forma, observamos que:

lim lim TC, =Y (jw) (6.23)
n—o00 T'— o0
([

A pesar de su conexion, existen varias diferencias conceptuales entre la serie
de Fourier y la transformada de Fourier. La primera diferencia importante es que
el espectro de linea que aparece asociado a la serie de Fourier, se convierte, en el
caso de la Transformada de Fourier, en un espectro definido para toda frecuencia.
En forma compacta nos referiremos a este tltimo como el espectro continuo
de la senal, en contraposicion al concepto de espectro de linea, asociado a las
senales periddicas.

Una segunda diferencia es que la Serie de Fourier resulta descrita por un
conjunto de valores complejos asociados a un conjunto enumerable de frecuencias
(la frecuencia 0 y las frecuencias multiplos de una frecuencia fundamental), esos
valores complejos determinan la amplitud y fase de las componentes arménicas.
Ese no es el caso de la Transformada de Fourier para senales de tiempo continuo,
ya que la transformada F(jw) es una medida de densidad o mds bien de
intensidad relativa (no absoluta) de la participacién de las distintas frecuencias
en la representacion de la funcion. Esta cantidad estd definida para todo el eje
de los reales, es decir, para todo w, asi, la presencia de una frecuencia w; en una
sefial f(t) estd dada por:

F(jw)e’“ dw (6.24)

Esta integral es cero, a menos que F'(jw) contenga un impulso §(w—w;). En
el Apéndice C se demuestra que este impulso acusa la presencia de una sinusoide
pura de frecuencia w; en f(t).

Ejemplo 6.2. Para apreciar desde un dangulo distinto las diferencias mencio-
nadas, consideremos la analogia de una viga empotrada, cargada con arena fina
y con tres fuerzas puntuales, como se muestra en la Figura 6.3.

La viga tiene un largo L y un ancho A. En la Figura 6.3 la coordenada x
es andloga a la frecuencia angular w. En primer lugar se aprecian tres fuerzas
no nulas, que actian en puntos especificos de la viga. Ellas son andlogas a los
coeficientes de una serie de Fourier. En sequndo lugar se observa la carga de
arena, con una distribucion f(x) [N/m]. Esta distribucion captura la irrequla-
ridad de la distribucion de la arena a lo largo y a lo ancho de la viga. Se puede
deducir que si f(x) es finita, entonces, esta carga de arena ejerce una fuerza
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I Ey E3

Figura 6.3: Viga cargada con arena

cero en cualquier punto de la viga. No obstante, es obvio que si la densidad de
la arena es p(x), entonces la fuerza total ejercida por la carga de arena es:

L
/0 F(@)p(z) Adz (6.25)

La densidad de carga por metro lineal f(x) es entonces andloga a la trans-
formada de Fourier F(jw), en el sentido que esta dltima corresponde a una
densidad espectral por ancho de banda unitario.

00O

La transformacién de Fourier posee una serie de propiedades que resultan

de utilidad para el calculo de transformadas de funciones complejas, a partir de

las transformadas de seniales elementales. Esa utilidad también se extiende a la

obtencién de transformadas inversas, sin tener que resolver la integral (6.13), y

facilita el andlisis de sistemas lineales, como se discute en la seccién siguiente.
Estas propiedades se detallan en el Apéndice C.

6.2.1. Parseval y la energia de las senales en tiempo con-
tinuo

Los resultados deducidos por Parseval permiten también relacionar directa-
mente las caracteristicas de una senal cualquiera con su transformada de Fourier.
Los detalles matematicos pueden ser examinados en el Apéndice C.

Si la senial real f(t) tiene energia finita (ver subseccién §2.2.7) en el intervalo
(=00, ), y su transformada de Fourier es F(jw) entonces, aplicando el Teorema
C.1, se tiene que:

[ uwra=o [T iroeras =1 [TiRgora 620
0

—o0 2m —o0

Observando el lado derecho de la ecuacién, podemos calcular la fraccién de
la energfa total que es aportada por cada intervalo del espectro (wg, wg+1). Para
apreciar esto consideremos el siguiente ejemplo.

Salgado, Yuz, Rojas


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

122 Anélisis bajo excitaciones arbitrarias. La transformada de Fourier

Ejemplo 6.3. Sea la senal f(t) = e u(t), donde a € RY. Entonces, su trans-

formada de Fourier es
1

:ijra

F(w) (6.27)

y su energia total es

> L[>~ 1 1
W= / e 2t dt = 7/ ——dw = — (6.28)
0 ™ Jo

w? + a? 2a

Usando Parseval podemos demostrar que la mitad de esa energia es aportada
por el espectro en el intervalo de frecuencia (—a,a), como se ve en

1/ 1 1 wie 1
W _ = — —— dw = — arctan —| = — 6.29
(=a-a) 7T/0 w? 4 a? a alo  4a (6:29)
Note que una exponencial mds rdpida tiene menos energia que una exponen-
cial mds lenta (a igualdad de valor inicial). Esta observacidn refuerza la idea
de exponencial dominante.

6.2.2. Aplicacion a sistemas lineales

Nuestro interés en el estudio de la transformacién de Fourier y sus propie-
dades, se origina en su utilidad para analizar las caracteristicas de los sistemas
lineales. La definicion hecha en la seccion precedente de la transformada de Fou-
rier resulta como continuacién natural de las series de Fourier, de esta forma la
transformada constituye la prolongacion natural del estudio de propiedades del
sistema como la respuesta en frecuencia, ancho de banda y filtraje, entre otras.

Una limitaciéon fundamental de la aplicacién de la Transformada de Fourier
a los sistemas lineales, es que s6lo podemos considerar sistemas que tengan
frecuencias naturales con parte real negativa o que estén en el eje imaginario,
pero que sean simples, es decir, de multiplicidad 1. De otra forma, existirian
modos naturales crecientes, para los cuales la Transformada de Fourier no existe.

Para apreciar la utilidad del analisis mediante transformada de Fourier,
consideremos un sistema lineal de tiempo continuo, definido por su ecuacién
diferencial (EDS), tal como se vio en el Capitulo 3:

) Ay
din an,1W+...+a0y(t)
o, d™Mu(t) d™ tu(t)

En la ecuacién (6.30), u(t) e y(t) representan la senial de entrada y de salida
del sistema, respectivamente. Note que por generalidad hemos reemplazado n—1
por m en el lado derecho, aunque seguiremos suponiendo que el sistema es
propio, es decir, m < n.

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

6.2. La transformada de Fourier de tiempo continuo 123

El Lema 3.1 en la pagina 52 establece que la respuesta de un sistema a una
sefial de entrada arbitraria u(t), puede obtenerse mediante la convolucién de
ésta con la respuesta h(t) del sistema a un impulso unitario:

o0

y(t) = u(t) * h(t) = / u(T)h(t — 7)dT (6.31)

— 00

Si aplicamos transformacién de Fourier a esta relacion, utilizando el resultado
(C.49) en la pagina 395, tenemos que:

Fy()} = F{u(t) = h(t)} (6.32)
Y(jw) = UQw)F{h(t)} (6.33)

entonces la salida del sistema lineal puede ser expresada como

Y(jw) = Hw)U(gw) (6.34)

La funcién H(jw) en la ecuacién (6.34) es exactamente la transformada
de Fourier de la respuesta h(t) del sistema (6.30) a un impulso unitario
en su entrada y se denomina funcién de transferencia de Fourier, o
transferencia de Fourier.

Si u(t) e y(t) cumplen con la condicién establecida en el Lema C.6 en la
pagina 393, entonces podemos aplicar la propiedad para la transformada de
Fourier de la derivada de una funcién diferenciable, ecuacién (C.33) en la pagina
393, utilizando:

F{EL — GorF @) = 0w Fo)

De esta forma, si se aplica transformacion de Fourier a ambos lados de la
EDS (6.30) se obtiene:

Gw)"Y(Qw)+ ...+ aY(gw) =bp(w)"U(gw) + ... + boU(Qw) (6.35)
luego:

b (Jw)™ + ...+ bo _ B(w)

GQw)+...+ao Ulw) =

donde A(jw) y B(yw) son polinomios en jw.
Asi, en principio (ver andlisis mds abajo), podemos definir la funcién de
transferencia como:

Y(w) =

U(yw) (6.36)

B(w)
A(gw)
La funcién H(jw) que aparece en la expresién para la salida Y (jw) caracte-

riza al sistema mismo, ya que depende sé6lo de los coeficientes de la EDS (6.30),
y no de la senal de entrada U(jw).

H(jw) = (6.37)
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En la mayorfa de los casos, H(jw) es una funcién racional en jw y es descrita
por (6.37). En este caso, la funcién de transferencia coincide con la ganancia al
modo forzante e/*. Sin embargo, existen dos situaciones en que ello no es asi:

= El sistema tiene frecuencia naturales simples sobre el eje imaginario. Lo
que ocurre en este caso, es que y(t) contiene modos naturales que no
decaen y, en consecuencia, no cumple la propiedad del Lema C.6 en la
pégina 393. En este caso, H(jw) contiene deltas de Dirac y no es correc-
tamente descrita por (6.37). Esto se analizard en forma més precisa en
la subseccion 6.2.5

» La entrada u(t) se aplica en forma retardada al sistema. En esos casos, si
el retardo es 7, la transformada de Fourier U(jw) debe ser reemplazada
por U(yw)e 7“7 (vea las propiedades en la Tabla C.1) y la transferencia
de Fourier resulta:

BOw) bm(w)"+...+by o,

Hw) = A(yw) - (w)" + ...+ ag ¢ (6.38)

Dado que la EDS tiene sélo coeficientes reales, la transferencia de Fourier
H(jw) cumple con H(jw) = (H(—jw))", lo que implica que:

su magnitud es una funcién par enw = |H(w)| = |H(—jw)| (6.39)
su fase es una funcién impar en w = JZH(jw)=-ZH(—jw) (6.40)

Para ilustrar la derivacién de la funcién de transferencia para un sistema
fisico, examinemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.4. Consideremos la red eléctrica de la Figura 6.4. Esta red es un
sistema con entrada, v¢(t), y con salida v.(t).

— N\ N\ N/
() vi(t) | C —— | v(t)

Figura 6.4: Circuito RC como sistema de primer orden.

Usando leyes de Kirchoff y la ecuacion para la corriente por el condensador,
podemos llegar a una EDS:

vr(t) +ve(t) = vs(t) (6.41)
Rcd%“) +ue(t) = vy (t) (6.42)
d”dct ® . R—lcvc(t) - R—lcvf(t)di(t) (6.43)
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En estas ecuaciones se puede renombrar v.(t) = y(t) , ve(t) = u(t), g5 =
, con lo que la EDS resulta:
dy(t
% + ay(t) = au(t) ;a € RT (6.44)
A continuacion calculamos la salida del sistema para diferentes funciones de
entrada u(t).
Si aplicamos transformacion de Fourier a (6.44) tenemos:

MAPLE

># CODIGO RAIZ PARA EL EJEMPLO

>with(inttrans) : assume(alpha>0)

>eds:= diff(y(t),t)+alphaxy(t)=alpha*u(t) ;
>eql:=fourier (u(t),t,w)=U(jw)

>eq2:=fourier (y(t),t,w)=Y(jw)

>subs ({eql,eq2},fourier(eds,t,w)) ;

>Y(jw) :=solve(%,Y(Gw));

># valor de Y(jw) a usar en el resto del ejemplo

JwY (w) +aY (Jw) = al(jw) (6.45)
Y(jw) = Tt SUGw) (6.46)

Con esta expresion se puede obtener la salida del sistema para diferentes
casos, con ayuda de las transformadas en la Tabla C.2 en la pdgina 399.

Entrada impulso unitario
En primer lugar, podemos calcular casi directamente la respuesta a impulso
del sistema, ya que si u(t) = d(t), entonces U(yw) = 1 y, por tanto:

MAPLE

>U(jw)= fourier(Dirac(t),t,w)
>H(jw)=subs(%,Y(jw)); # Y(jw) viene del cédigo raiz

UQw)=1 (6.47)
Y(w) = Hjw) = —

:]w+a

La respuesta a impulso, h(t), se obtiene entonces aplicando transformacion
de Fourier inversa
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MAPLE

> h(t) = invfourier(H(jw),w,t);
># H(jw) viene del cédigo precedente

h(t):afl{ ! } (6.49)

Jw+
= ae “pu(t) (6.50)

Entrada escaléon unitario

MAPLE

>U(jw)= fourier(Heaviside(t),t,w)
>Y(jw)=subs(%,Y(jw)); # Y(jw) viene del cédigo raiz

U(w) = mé(w) + — (6.51)
1

Luego se desarrolla el producto y se buscan términos que correspondan a
transformadas conocidas, ya sea agrupando de manera conveniente o separando
en fracciones parciales (ver Apéndice D):

Y =
(Jw) ot a

(07

Y(w) = pyp aﬂé(w) + ToGwTa) (6.53)
1 1

Para obtener el resultado precedente se usa la propiedad del impulso que in-
dica que f(x)d(x) = f(0)d(x), cualquiera sea la variable x, siempre que f(x) sea
continua en x = 0. De esta forma se puede calcular la transformacion inversa
de Fourier:

MAPLE

> y(t) = invfourier(Y(jw),w,t);
># Y(jw) viene del cédigo precedente
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yt)=F ! {ﬂé(w) + 1} —-F! {(1} (6.55)
= p(t) — e ' u(t) (6.56)

Entrada exponencial periédica
Finalmente, examinemos la respuesta a una exponencial periddica u(t) =
e?wot. Su transformada de Fourier de u(t) es:

U(w) = F{e?“"} = 2m6(w — w,) (6.57)

Con lo que la salida serd:

(07

Y(gw) = S 2md(w — o) = ——2md(w — w, |
(yw) ]w—l—aﬁ(w Wo) jwo+a7r(w Wo) (6.58)
a ,
= ——— ont:A R Jwot+jd(wo) .
= yl) = e (wo)e (6.59)
en que:
a a
Alw,) = = 6.60
(o) ‘ywom Jata (6.60)
¢(w,) = — arctan % (6.61)

Lo anterior muestra que, al pasar a través del sistema, la exponencial pe-
riddica experimenta un cambio en magnitud (en un factor A(w,)) y en fase (una
adicidn igual a ¢(w,).

00O

En la discusién precedente se ha supuesto implicitamente que |H(jw)| es

finita Yw € R. Cuando ello no ocurre, se presenta una singularidad en el anélisis
precedente, lo que es discutido en detalle en la subseccion §6.2.5.

6.2.3. La transferencia de Fourier y la respuesta en fre-
cuencia

La ultima parte del Ejemplo 6.4, en la seccién anterior, pone de manifiesto
la utilidad de conocer la transformada de Fourier de la respuesta a impulso de
un sistema, H(jw). Observe que:

Y(w) = H(w)U(yw) (6.62)
pero si u(t) = e?“°t | entonces

Y(jw) = H(jw)2m0(w — w,) (6.63)
= H(jw,)2md(w — w,) (6.64)
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por tanto, la salida es:

y(t) = H(jw,)e’ " (6.65)

Asf tenemos que H(jw,) representa la ganancia al modo forzante e’ “°t,

definida en (3.21). Es més, dada la relacién de las exponenciales periédicas con
las senales sinusoidales podemos establecer el siguiente lema.

Lema 6.1. Considere un sistema estable de tiempo continuo con entrada u(t)
y salida y(t), donde la respuesta del sistema a la entrada sinusoidal u(t) =
cos(wot), Vt, es:

y(t) = A(w,) cos(wot + P(wy)) (6.66)

FEntonces
Alwo) = [H(gwo)| (6.67)
¢(WO) = ZH(] wo) (6'68)

donde H(jw) es la transformada de Fourier de la respuesta del sistema a impulso
unitario, h(t).

Demostracion
La respuesta a la excitacion cos(w,t), puede ser calculada como la combina-
cion de las respuestas a un par de exrponenciales periddicas. A partir de:

Y(w) = Hw)U(yw) (6.69)
tenemos que, si u(t) = 1(e?¥t + e7Iwt), entonces:

Y(w) = Hgw)m(6(w — w,) + 6(w + w,)) (6.70)
=7mH(jw,)d(w — w,) + TH(—jw,)d(w + wy) (6.71)

y, por lo tanto, la salida es:

1 1
y(t) = §H(9wo)e”"t + §H(—on)e‘f“"t (6.72)
1 . 1 )
— §|H(on)|€]wnt+]4H(]wo) + 5 |H(j wo)‘efjwot*JZH(an) (673)
= |H(jw,)|cos(wet + LH (jw,)) (6.74)
OOO

Ejemplo 6.5. Para el mismo sistema del Ejemplo 6.4, descrito por la ecuacion
diferencial:

dzit(t) + ay(t) = au(t) ;a € RT (6.75)

determinemos la respuesta cuando la senal de entrada es u(t) = cos(t).
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Tal como se hizo antes, se aplica transformacion de Fourier sobre la EDS,
lo que permite obtener la transformada de Fourier de la salida:

UQpw)=7m(6(w+1)+06(w—1)) (6.76)
Y(jw) = Oj_aﬂ(d(w—i— 1)+ 6(w —1)) (6.77)

donde, simplificando como antes, se obtiene la transformada inversa:

(0% (0%
Y(w) = 7j+a7r5(w+1)+j+a7r(5(w—l) (6.78)
= Oéo(;ui:f)wé(w +1) + O‘;’ji;f)wa(w —-1) (6.79)
= Ae’’né(w + 1) + Ae ™ 0md(w — 1) (6.80)
en que:
_ O‘(igif)‘ _ \/oﬂLH (6.81)
¢p=7 <ao(gif)) = arctané (6.82)

por lo tanto, la salida es:

y(t) = Acos(t — ¢) (6.83)

ey
= ——cos
va?+1 (

Se sugiere al lector verificar que, cuando la entrada es una sinusoide de
frecuencia arbitraria, cos(w,t), entonces la respuesta del sistema es:

1
t — arctan ) (6.84)
a

a Wo
y(t) = ————= cos (t — arctan E) (6.85)

En la Figura 6.5 se muestra la magnitud A(w,) y dngulo de desfase ¢p(w,)
de la salida cuando o = 10.
00O

El ejemplo anterior pone en evidencia que la salida que se obtiene a través de
la transformada de Fourier corresponde a la parte estacionaria de la salida del
sistema, donde no aparecen modos naturales. Esto es coherente, ya que podemos
pensar una sefial no causal como una que comenzd a actuar sobre el sistema en
t = —o0, y, por ende, el efecto de las condiciones iniciales ha desaparecido.
Cuando la excitacién es causal, es decir, u(t) = 0 V¢ < 0, entonces la respuesta
debe contener explicitamente los modos naturales del sistema, mientras H (jw)
existe. Esto es ilustrado en el siguiente ejemplo.
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() 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
o ©

(a) Magnitud (b) Angulo

Figura 6.5: Magnitud y dngulo de H(jw) en el Ejemplo 6.5(c = 100).

Ejemplo 6.6. Consideremos el mismo sistema del Ejemplo 6.4, con entrada
u(t) = cos(t)u(t). En este caso, la transformada de Fourier de la entrada y de
la salida al sistema son:

Jw

UGw) = 50w = 1) + 8w+ 1) + —5

(6.86)

Y(jw) = ]wo‘w (g(é(w— 1) +6(w+1)) + j;”ﬂ) (6.87)

La salida Y (yw) puede simplificarse con las mismas consideraciones ante-
riores, es decir, evaluando los coeficientes que acomparnian a los deltas de Dirac
en la frecuencia de interés, separando en fracciones parciales y agrupando con-
venientemente:

(Qw+a)(—w?+1)

a T T
Yiw) = -2 Tsw-1)+ 2T 1
(yw) j+a26(w )+fj+a26(w+ )+
ala—j)w ala+j)m
= —-—m—m - _1 -
e e LGl s e

alggw+1)) a? ( 1 >
(@24+1)(-w2+1) a?4+1 \Yw+a

- f;i - g (6w +1) + 8w — 1)) +

(w+1)

@
a?+1

%(5((.0 +1) = (w—1))

N a? Jw L 1 B a? 1
a2+ 1) (—w?2+1 a2 +1) (—w?24+1 a?+1 w+a
( J

Por tanto, con ayuda de la Tabla C.2 en la pdgina 399, tenemos que la salida
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[ !
+F {2(5(W+1) —Ow—1)+ (—w?+1)}
1 1
—art{ )
y(t) = QQLH [ cos(t)u(t) + sen(t)u(t) — ae™"pu(t)]

En MAPLE los cdlculos se pueden hacer mucho mds rdpido, y, dado que en la
transformacion inversa aparecen exponenciales complejas, se utiliza la funcion
evale, que permite expandir éstas mediante la relacion de Euler, ':

MAPLE

>U(jw) = fourier(Heaviside(t)*cos(t),t,w);

>subs (%,Y(jw)); #Y(jw) viene del cédigo raiz
>y(t) = simplify( evalc( invfourier(%,w,t) ) );

00O

6.2.4. Filtraje

Una generalizacion de los resultados precedentes se puede extraer examinan-
do la naturaleza de la funcién de transferencia y la forma en que evolucionan
su magnitud y su fase con la frecuencia w. En estas caracteristicas, que definen
la respuesta en frecuencia del sistema, se capturan efectos tales como su ve-
locidad y su capacidad de filtrar y discriminar senales de diferentes contenidos
espectral.

Es comin que para clasificar las funciones de transferencia de sistemas es-
tables, se use su caracterfstica filtrante. Esta queda determinada por |H(jw)|.
Para ejemplificar esta descripcién consideremos primero sistemas que discrimi-
nan entre frecuencias altas y bajas.

En la Figura 6.6 se observan dos conductas distintas. El sistema descrito por
la caracteristica del lado izquierdo, deja pasar las bajas frecuencias y atentia las
altas frecuencias. El sistema caracterizado por la funcién de transferencia del
lado derecho hace lo contrario: deja pasar las altas frecuencias y bloquea las bajas
frecuencias. Una forma de apreciar estos comportamientos distintos es aplicar
a ambos sistemas una misma secuencia de escalones temporales. La transicion
brusca de un nivel a otro requiere la presencia de muy altas frecuencias, en
estricto sentido, de frecuencia infinita. Por otro lado, una vez que se ha llegado
a un nuevo nivel, predominan las frecuencias bajas, en rigor, la frecuencia cero.

1ei® = cos(0) + jsen(d)
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[H(jw)| [H(jo)|

Figura 6.6: Sistemas pasa bajos (izquierda) y pasa altos (derecha)

Los escalones también tienen energia a frecuencias intermedias tal como lo revela
la transformada de Fourier del escalén unitario, estas frecuencias intermedias se
originan en el quiebre entre una pendiente infinita (inicio del escalén) y una
pendiente cero (resto del escalén).

Ejemplo 6.7. Considere los siguientes sistemas:

1

Hi(jw) = ot iz Pasa bajos (6.88)
Hy(yw) = ﬂ Pasa altos (6.89)
(Jw+1)?
of
s 15f
G 05f
g o
al ‘ : : ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30
Tiempo [s]

Figura 6.7: Respuesta a escalones de un sistema pasa bajos, y1(t), y de un sis-
tema pasa altos, ya(t).

Si a ambos sistemas se aplica una secuencia de escalones, se obtiene el re-
sultado de la Figura 6.7. En esta figura, se observa que la respuesta del filtro
pasa bajos, y1(t), no puede sequir las transiciones de los escalones, pero alcanza
el nivel constante de la entrada sin error (dado que la ganancia a continua es
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uno). Por su parte, la respuesta del filtro pasa altos, ys(t), es capaz de replicar
instantdneamente los cambios bruscos, sin embargo presenta respuesta nula una
vez que el escaldn alcanza un nivel constante (dado que la ganancia a continua
es cero).

00O
En sistemas fisicamente realizables, la transicién que muestra |H (jw)| desde
una zona de paso, a una zona de rechazo (y viceversa) es siempre gradual. La
forma usual de cuantificar ese limite es usar la idea de frecuencia de corte.
Esta definicién, aunque arbitraria, es universalmente aceptada. En la Figura
6.6, w, es la frecuencia de corte si a = A/\/§
Aparte del comportamiento pasa bajos y pasa altos podemos reconocer las
caracteristicas pasa banda y elimina banda. Las caracteristicas generales de
ambos sistemas aparecen reflejadas en los gréficos de la Figura 6.8.

[H(jw)| [H(jw)|

N

o)
ci c2 cl mcz

Figura 6.8: Sistemas pasa banda y elimina banda.

El sistema descrito por la caracteristica del lado izquierdo en la Figura 6.8
bloquea las frecuencias bajas y las frecuencias altas, en cambio, deja pasar un
rango de frecuencias intermedias. Por su parte, el sistema descrito por la ca-
racteristica del lado derecho en la Figura 6.8, bloquea un rango intermedio de
frecuencias y deja pasar tanto las altas como las bajas frecuencias. El compor-
tamiento de estos sistemas puede ser estudiado también usando una secuencia
de escalones. El ejemplo siguiente ilustra esas diferentes conductas.

Ejemplo 6.8. Considere los siguientes sistemas:

Jw

H;(jw) = ot 12 Pasa banda (6.90)
(w)* +1 o
Hy(jw) = TEEE Elimina banda (6.91)

Cuando a ambos sistemas se aplica una secuencia de escalones, se obtiene
el resultado de la Figura 6.9. De esa figura se observa que la respuesta del fil-
tro pasa banda, ys(t), no puede seguir las transiciones de los escalones (tiene
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Respuesta a escalon
=
- (4, o
F
~<
w
=
Il Il

1
0 5 10 15 20 25 30
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Figura 6.9: Respuesta a escalones de un sistema pasa banda, y3(t), y un sistema
elimina banda, y4(t).

ganancia cero a frecuencia infinita), y presenta respuesta nula una vez que el es-
calén alcanza niveles constantes (tiene ganancia cero a continua). Por su parte,
la respuesta del filtro elimina banda, y4(t), es capaz de replicar instantdnea-
mente los cambios bruscos (tiene ganancia unitaria o frecuencia infinita), y de
alcanzar, sin error, el valor constante de la entrada (tiene ganancia unitaria a
continua). Sin embargo, y4(t) presenta una anomalia justo después de la transi-
cion brusca. Esta anomalia se debe a que el sistema bloquea un rango intermedio
de frecuencias.

00O

En el caso de los sistemas pasa banda y sistemas elimina banda, existen dos
frecuencias de corte, wey y weo (vea Figura 6.8), para a = A/v/2.

Cualquiera que sea la naturaleza filtrante del sistema, las frecuencias de corte
son las que delimitan la(s) banda(s) de paso y la(s) banda(s) de rechazo.

Nota 6.1. El diseno de filtros, es decir, de sistemas con respuesta en frecuen-
cia pre-especificada, es un tema muy interesante y ha dado lugar a una serie
de técnicas tales como los filtros Butterworth y Chebyshev [29], que permiten
sintetizar un sistema (funcidn de transferencia) en base a especificaciones tales
como ancho de banda y frecuencia de corte. Sin embargo, es importante destacar
que, dada la respuesta en frecuencia deseada, no siempre es posible encontrar
un sistema fisicamente realizable que satisfaga los requerimientos. Un sis-
tema realizable debe ser causal, es decir, su respuesta a un impulso §(t) debe
satisfacer:

h(t)=0 vVt <0 (6.92)

En el dominio de la frecuencia esta limitacion se expresa en el teorema de
Paley-Wiener [22, 15] que establece como condicidn necesaria y suficiente que
la respuesta en frecuencia del sistema satisfaga:

/°° log |[H(yw)|

o2 dw > —0o0 (6.93)

— 00
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Esto se traduce en que la magnitud de la respuesta en frecuencia puede ser
cero solo en un numero finito de frecuencias, y no en intervalos del espectro.
Para apreciar mejor estas limitaciones sugerimos al lector analizar el Problema
0.6 sobre el diseno de un filtro ideal.

En resumen, no existen sistemas causales que filtren perfectamente frecuen-
cias sobre una banda no nula del espectro.

6.2.5. Caso singular en la funcién de transferencia.

En primer lugar, debemos enfatizar que la funcién de transferencia de un
sistema lineal de tiempo continuo estd definida sélo si su respuesta a impulso
tiene transformada de Fourier. Esto es equivalente a exigir que el sistema tenga
s6lo frecuencias naturales en el SPI cerrado, con la condicién adicional que si
algunas de esas frecuencias naturales estan sobre el eje imaginario, ellas sean
simples.

Es importante recordar ademas que el Lema 6.1 en la pagina 128, que iguala
H(jw) con la respuesta en frecuencia, estd formulado para sistemas estables.
No podemos extender este resultado a sistemas que tienen frecuencias naturales
en el eje imaginario, aunque sean no repetidas. Veamos a través de un ejemplo,
los resultados erréneos que surgen si no somos cuidadosos.

Ejemplo 6.9. Un sistema con entrada u(t) y salida y(t), tiene una EDS:

dy(t) _

Observamos que el sistema tiene solo una frecuencia natural, y ella estd ubi-
cada en A = 0, es decir, se trata de una frecuencia natural no repetida en el eje
1Maginario.

La respuesta en frecuencia, K(w) estd dada por la ganancia al modo forzante
e?®t y ella resulta de aplicar (3.21) a este caso particular:

B(yw) 1

K= 40w ~ e

(6.95)

Suponga que la entrada al sistema es u(t) = e~ u(t), a > 0, es decir, la
excitacion es distinta de cero sdlo para t > 0. Si luego, erréneamente, hacemos
H(yw) = K(w), entonces y(t) se puede calcular a partir de:

1

yt) = F H{Y(uw)} = F H{H(w)U(Quw)} = F " {Jw(yw+a)

} (6.96)

Ast se obtiene:

MAPLE

>with(inttrans):
>assume (a>0) ;simplify(evalc((invfourier (1/(-w"2+I*a*w) ,w,t)));
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(1) = signo (t) ;GQe*“tu(t)

Esta respuesta es obviamente incorrecta, ya que dice que el sistema es no
causal, porque la funcidén signo (t) tiene valor —1, Vt < 0, es decir, el sistema
responde antes que se aplique la excitacion. Para obtener la respuesta correcta,
recordemos que la funcién de transferencia H(jw) es la transformada de Fourier
de la respuesta del sistema a un impulso unitario. En este ejemplo, esa respuesta

es igual a un escaldn unitario, es decir, h(t) = p(t). Usando la Tabla C.2 se
llega a:

(6.97)

H(jw) = ]iw + mo(w) (6.98)

Entonces:
y(t) = FH{HQ)U(w)) = F! {1 N ”a<w>} _ 1ol

que es la respuesta correcta.

00O

El ejemplo precedente ilustra y explica el problema. Cuando el sistema tiene
frecuencias naturales en el eje imaginario, los modos naturales asociados no
decaen y, por lo tanto, la transformada de Fourier de cada uno de ellos sélo
existe en el limite. Esta condicién es acusada por la presencia de deltas de Dirac
en w. Asi, en estos casos, la funcién de transferencia es una funcién racional,
méas uno o varios deltas de Dirac en w.

La dltima pregunta que debemos responder es por qué la determinacién de
H(yw) usando (6.35) no da el resultado correcto. La respuesta estd en que se
ha utilizado implicitamente el Lema C.6 en la pagina 393, que al ser aplicado
dice que:

F{dzlit)} = jwY (Hw) (6.100)
Sin embargo, debido a que el sistema de este ejemplo tiene una frecuencia natural
en el eje imaginario (en el origen, para ser mds exactos), ocurre que el producto
JwY (yw) incluye un producto de la forma jwd(w), el que queda indefinido para
w = 0. Consideremos un ejemplo adicional.

Ejemplo 6.10. Sea un sistema con la EDS:

d?y(t)
di2

+ 4y(t) = 3u(t) (6.101)
Al aplicar transformacion de Fourier se obtiene:
(Gw)? +4)Y (yw) = 3U(yw) (6.102)

Observamos que y(t) contiene dos modos naturales complejos, los que com-
binados generan una senial sinusoidal de frecuencia 2 [rad/s]. Esto implica que
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Y (yw) debe incluir dos impulsos: 6(w — 2) y 6(w + 2). Entonces el producto
((Hw)? +4)Y (yw) queda indeterminado para w = +2. El ignorar esta situacion
llevaria a la conclusion errénea a que la funcion de transferencia seria:

3
—_—— 6.103
(Jw)?2+4 ( )
Sin embargo, la respuesta del sistema a u(t) = §(t) estd dada por:
3
h(t) = 5 sen(2¢) u(t) (6.104)
Ast, el valor correcto de H(jw) es:
H(pw) = ——— +j5 (6(w +2) — 6(w — 2) (6.105)
Jer= (Jw)?2 +4 79 '
0O

La conclusién fundamental de esta subseccién es que, para evitar los proble-
mas analizados, debe usarse la definicién de la transferencia de Fourier que
senala que es igual a la transformada de Fourier de la respuesta del sistema
a un impulso en la entrada.

6.3. La transformada de Fourier de tiempo dis-
creto

Consideremos en esta seccién el caso de las funciones no periddicas, definidas
en tiempo discreto, y cémo se pueden hacer un desarrollo andlogo para éstas
que permita representar de alguna forma su contenido en frecuencia.

En primer lugar, recordemos las expresiones correspondientes a la represen-
tacion en serie de Fourier de una funcién periédica definida en tiempo discreto,
tal como se vio en el Capitulo 5. Sea y[t] una senal periédica de periodo N,
entonces se puede representar mediante una serie de Fourier definida en tiempo
discreto, o transformada de Fourier discreta, que no es més que una combinacién
lineal finita de N exponenciales complejas:

N-1
, 27
t]= nel%mt donde 0, = —— 1
ylt] ;::OC e ; onde ~ (6.106)
N-1
1 —j0ont
C, = i yltle (6.107)
t=0

Consideremos ahora el caso en que el periodo N de la senal crece hasta
infinito, es decir, la senal en estudio ya no es periédica. En este caso se puede
hacer el siguiente desarrollo, totalmente analogo al caso de la transformacion de
Fourier para funciones de tiempo continuo, en la seccién 6.2.
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Sea 6, = nf, y definamos la funcion:
Vel =N - C, (6.108)

Entonces, reemplazando en la representacion en serie anterior, se obtiene:

N—-1
ylt] = % > Yedfn]ertont (6.109)
n=0
1 N-1
=) Yl tAg (6.110)
2r —

El hacer NV tender a infinito tiene varias implicancias. La primera de ellas es
que la frecuencia fundamental 0, tiende a 0, es decir, 6, = 0,11 —0,, = A0, ya que
la separacién entre frecuencias armoénicas consecutivas es igual a la frecuencia
fundamental. Por otro lado, la sumatoria (6.110) corresponde a una suma de
Riemann [25] que en el limite, cuando N — oo (& A — 0), se convierte en
una integral en la variable continua 6.

El limite superior de la integral es:

On_1 =" (N—1) (6.111)

lim 01\{,1 =27 (6112)

N—o00

Por tanto, cuando N — oo se tiene que:

1 27

y[t] Y[e’?1e’%df (6.113)

:%0

Como las funciones reales de e/ son periédicas en @, con periodo 27, la
sefial y[t] podria calcularse, a partir de (6.113), usando cualquier intervalo de
integracién de longitud 27.

La ecuacién (6.113) dice que podemos representar la funcién de tiempo dis-
creto y[t] como una integral que involucra la funcién Y (/%) definida V0 € [0, 27].
Veamos ahora cudl es la expresion que permite obtener esta funcién. A partir
de la definicién hecha en (6.108) tenemos:

N-1 N-1
Y[ = N-Co= Y ylle ™ = 3 yltle " (6.114)
t= t=0

Cuando N — oo aparece la variable continua 6 y es necesario considerar
todos los valores de la funciéon temporal, ya que se supone se incluye el eje
temporal completo (valores positivos y negativos de ¢. Por lo tanto:

o

Vel = Y yltle 7" (6.115)

t=—o0
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Esta funcién es la transformada de Fourier de tiempo discreto (DTFT,
Discrete-Time Fourier Transform) de la funcién y[t], mientras que la expresién
(6.113) representa la transformada de Fourier de tiempo discreto inversa.

Falylt]} =Y () = Y yltle?” (6.116)
27
Fa Y[} = y[t] = %/O Y [e??]e7% d (6.117)

A continuacion, se consideran tres ejemplos para ilustrar lo anterior.

Ejemplo 6.11. Consideremos, como primera sefial, un delta de Kronecker. Si
calculamos su transformada de Fourier de tiempo discreto vemos que ésta se
reduce a un unico término:

Y[el'] = i S[t)e % = 5k [0]e 00 =1 (6.118)

t=—o00

es decir, se obtiene un espectro plano, en analogia al caso del espectro del delta
de Dirac en tiempo continuo. En la Figura 6.10 se muestra el delta de Kronecker
y la transformada de Fourier calculada, que en este caso resulta tener sélo parte
real. Note la analogia con la transformada de Fourier de un delta de Dirac.

2
|
0.8 15
= 06 —
= 1
“© 04 >
0.2 05
0od o O O O O O O O
~0.2 0
%5 0 5 0 2 4 6

Figura 6.10: Delta de Kronecker y su transformada de Fourier

00O
Ejemplo 6.12. Consideremos ahora la senal exponencial:
y[t] = o ult] la] < 1 (6.119)
su transformada de Fourier de tiempo discreto estd dada por:
Y[el?] = Z y[tle 0 = Zateﬂet = Z(aeﬁe)t (6.120)
t=—o00 t=0 t=0
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La expresion para Y [?%] resulta ser una serie geométrica convergente ya que
|ae ™% < 1. Por tanto:
. 1
Y[ ] = ——— 6.121
CUR — (6.121)

La transformada Y [e7%] puede ser reescrita en forma polar (mddulo y dngu-

lo):

i 1
Jo1 —

Y[er] = — o cos(8) F Jorsen(d) (6.122)
Yie’]| = = 6.123
Yl V(1 —acos(9))? + (asen(d))2 /1 —2acos(d) + a2 ( )

) = _asen(f)
LY [e'Y] arctan <1 o cos(0) (6.124)
6
! 5
08 \
_ 06 =
= % 3
04 T =
2
02
0P O T T T T ? 1
Ty 2 4 6 s 10 % 2 4 6

t
0

Figura 6.11: Sefial y[t] = (0,8)u[t] y la magnitud de Y [e7%].

En la Figura 6.11 se muestra la senal en tiempo discreto y la magnitud de
su transformada de Fourier cuando o = 0,8

00O
Ejemplo 6.13. Consideremos ahora un pulso discreto definido segin:
1 :|t|<5
t] = 6.125
ylt] {0 1> 5 (6.125)

Su transformada de Fourier de tiempo discreto estd dada por la expresion:
5
Vel = > e (6.126)
t=—5

Se puede apreciar directamente que es una funcion real, ya que la suma de
cada par de exponenciales complejas conjugadas se transforma en un coseno, es
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decir: .
Vel =1+2)  cos(6t) (6.127)
t=1

Alternativamente, la transformada se puede obtener calculando la suma de
la progresion geométrica de exponenciales:

5 . . .

' B 1 e—J0(11) ed05 _ =306

Y[€J9] — Z e Jjot _ e jO(=5) " = o 70 (6128)
t=—5

Esta expresion no parece tener solo parte real, sin embargo, si se reescribe
convenientemente, tenemos que:

=

yley = (T Ze) I8 R e sen(0)
(& = = —
(1 — e—j@) . ej% ej% — eij% ben(ﬁé)

(6.129)

Note que la ecuacion (B.46) del Apéndice B, establece justamente la propie-
dad que permite convertir la suma de cosenos en un cociente de senos.

15

-

0.8 10
06

ylt]

0.4
0.2

0pOOOO 0000

-0.2 -5
-10 -5 0 5 10 0 2 4 6
t 0

Figura 6.12: Sefial y[t] y su transformada de Fourier de tiempo discreto Y [e??].

En la Figura 6.12 se muestran los graficos del pulso en tiempo discreto y de
su transformada de Fourier.
0od

En el Apéndice C se incluyen las propiedades mas importantes de la trans-
formada de Fourier de tiempo discreto (tabla C.3 en la pdgina 412), ademds
de una lista de transformadas simples que se pueden utilizar para el calculo de
otras més complejas (Tabla C.4 en la pdgina 413).

6.3.1. Parseval y la energia de las senales de tiempo dis-
creto

Los resultados deducidos por Parseval en el Apéndice C permiten también
relacionar directamente las caracteristicas de energia de una senal cualquiera
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(ver subseccién §2.3.7) con su transformada de Fourier de tiempo discreto. En
el caso de senales de tiempo discreto, las ideas de potencia y energia no tienen
la connotacioén fisica que poseen cuando se usan en el contexto de las senales de
tiempo continuo. Sin embargo, son también conceptos tutiles, especialmente si la
secuencia de tiempo discreto se origina en el muestreo de una senal de tiempo
continuo.

Para la senal real de tiempo discreto f[t] se define la energia como:

W= S () (6.130)

t=—o00

Sila senial f[t] tiene energfa finita en el intervalo (—oo, 00), y su transformada
de Fourier es F(e’“) entonces, aplicando el Teorema C.2 en la pagina 410, se
tiene que:

27
> ()= %/O | F[e?®]2d6 (6.131)

Observando el lado derecho de la ecuacién, podemos calcular la fraccién de
la energia total que es aportada por un intervalo dado del espectro (6,,6s).

6.3.2. Aplicacion a sistemas lineales

Consideremos un sistema lineal de tiempo discreto definido por su ecuacién
recursiva (ERS):

ylt] + an—1ylt — 1]+ ... + a1yt —n+ 1] + aoy[t — 7]
= bpult] + bp—quft — 1] + ... + biult — m+ 1] + bout —m] (6.132)

En que m y n son enteros positivos cualesquiera.

La solucién de esta ecuacién, se puede obtener usando el Lema 4.4 en la
pégina 77, es decir, por convolucién de la secuencia de entrada u[t] y la respuesta
del sistema a un delta de Kronecker, h[t]. Esto lleva a:

oo

ylt] = Bt xult] = 3 ulljhlt — 1] (6.133)

l=—00

Si ahora aplicamos la TFTD a ambos miembros de la ecuacién, usando la
propiedad establecida en el Lema C.15 en la pagina 409, se obtiene:

Y[el?] = H[e)U[e?] (6.134)

La funcién Hle’?] en la ecuacién (6.134) es exactamente la transformada de
Fourier de la respuesta h[t] del sistema (6.132) a un delta de Kronecker en
su entrada y corresponde a la funciéon de transferencia del sistema de
tiempo discreto.

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

6.3. La transformada de Fourier de tiempo discreto 143

Si aplicamos transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacién (6.132)
tenemos:

Y[’ (14 an_1e ™% + ...+ a1e79=D 4 goe7m) =

Ue®) (b + 1679 4 ... 4+ 5177001 L poe=99)  (6.135)

Asi, en principio (ver andlisis méas abajo), podemos definir la funcién de
transferencia como:

H[eh) = —— (6.136)

La funcién H[e?] que aparece en la expresién para la salida Y'[e??] caracte-
riza al sistema mismo, ya que depende sélo de los coeficientes de la EDS (6.30),
y no de la sefial de entrada Ule’?].

En la mayoria de los casos, H[e’?] es una funcién racional en e’? y es descrita
por (6.37). En este caso, la funcién de transferencia coincide con la ganancia al
modo forzante e??. Sin embargo, existe una situacién en que no es asi. Ello ocurre
cuando el sistema tiene frecuencias naturales simples sobre la circunferencia
unitaria. Este problema se debe a que, en esa situacién, y[k] contiene modos
naturales que no decaen y, en consecuencia, H[e’’] contiene deltas de Dirac y
no es correctamente descrita por (6.136). Esto se analizard en forma mds
precisa en la subseccién 6.3.5

Dado que la ERS tiene sélo coeficientes reales, la funcién de transferencia
H|[e??] cumple con H[e'?] = (H(e*je))*, lo que implica que:

su magnitud es una funcién par en w = |H[e!]| = |H[e 77| (6.137)
su fase es una funcién impar en w = ZH[e’] = —/H[e77?] (6.138)

Ejemplo 6.14. Consideremos el sistema de tiempo discreto definido por su
eCUAcion recursiva:

y[t] — 1,6yt — 1] + 0,63y[t — 2] = u]t] (6.139)
Si aplicamos transformacion de Fourier de tiempo discreto tenemos que:
Y[e??] — 1,699V [e7%) 4 0,63¢ 7792y [7?] = Ue??) (6.140)
Y[e’?](1 — 0,9¢779)(1 — 0,7e77%) = U[e’?] (6.141)
Asi la funcion de transferencia estd dada por:

. 1
Hle!") = TR (6.142)

La transformada de la salida queda entonces dada por:

el?
Y[e’] = H[e?|U[e?] = o 96_%[)(1]_ =l (6.143)
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Analizaremos a continuacion el comportamiento del sistema para distintas
excitaciones.

Entrada delta de Kronecker
FEn este caso:

U[eje] =1 = Y[eje] _ (1 — 0796_]»9)1(1 — O’7e_j9) (6144)

Donde la transformada de la salida se debe separar en fracciones parciales
para poder aplicar transformacion inversa:
4,5 3,5

V]el') = — 05~ Tone T (6.145)

Por tanto, la salida del sistema es:
y[t] = (4,5(0,9)" — 3,5(0,7)")ult] (6.146)

Note que para esta excitacion (delta de Kronecker) y[t] = hlt].

Entrada escalén unitario
En este caso, u[t] = p[t], por lo tanto:

_ 1 s
Uled?] = Tt > 60+ 26m) (6.147)
{=—o00

V[el?] = = 0’96_j9>1(1 S (1 _i_ﬁ +r Y 60+ 2%)) (6.148)

{=—o00

La expresion de la transformada de Fourier de la secuencia de salida pue-
de simplificarse separando en fracciones parciales y considerando el valor del
término que acompana a la sumatoria de deltas de Dirac sélo en las frecuencias
en que €stos son distintos de cero, es decir, en 8 = 2¢w. Sin embargo, notamos
que:

He")| gy, = H[1] = 1720; VeeZ (6.149)
De esta forma:
Y[l = 1= 0,9¢-30)(1 72,767]-9)(1 ="
- 0,9640)1(1 - 0,7efj0)”€;m 6(6 + 2¢m) (6.150)
"1 —_04,3;573‘9 1 _%,177673‘0 T _%73‘9 + lg()ﬂ-g_ij:oo 5(6 + 2¢)

(6.151)

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

6.3. La transformada de Fourier de tiempo discreto 145

Por tanto la secuencia de salida es:

—40,5 8,17 100 100
_ —1 ) -1 ’ -1 3 i
ylt] = Fa {1 ~0.9¢-39 } + Faq {1 — 0,7e_j9} + Faq {1 Ty + 3 71'5(0)}
(6.152)
= (—40,5(0,9) 4 8,17(0,7)* + 33,3) u[t] (6.153)

05F
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Figura 6.13: Respuesta a impulso y a escalén del ejemplo 6.14

La Figura 6.13 muestra los grdficos de las secuencias de correspondientes a
la respuesta a impulso y a escalon unitario del sistema.

Entrada exponencial compleja
Ahora ult] = €%t y, de la Tabla C.J en la pdgina /13, tenemos que su
transformada de Fourier es:

Ule?’] = 2m i 5(0 — 0, + 2¢m) (6.154)

l=—00

Por lo tanto la transformada de Fourier de la respuesta estd dada por:

Y[eje] _ H[ejO]U[eje] — H[ejG] i 5(0 -0, + 2671’)

l=—00
=2rH[e!%] Y 6(0— 0, +2(m) (6.155)
l=—oc0

Note que hemos usado la periodicidad en frecuencia de la funcion de trans-
ferencia, lo que implica:

H(e?oF2tm)y — H[ei%] = |H[e%]|e7?0) Wi ez (6.156)

Ast, aplicando la transformacion inversa, se obtiene:
ylt] = |Hle?%]| e (ot+6(05)) (6.157)
00O
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6.3.3. La funcién de transferencia y la respuesta en fre-
cuencia

La parte final del Ejemplo 6.14, en la seccién precedente, muestra el vinculo
entre la funcién de transferencia y la respuesta en frecuencia de un sistema de
tiempo discreto. Este resultado se generaliza en el siguiente lema.

Lema 6.2. Considere un sistema estable de tiempo discreto con entrada ult]
y salida y[t]. Entonces, la respuesta del sistema a la senal de entrada u[t] =
cos(b,t), Vt, estd dada por

y[t] = A(6,) cos(8,t + ¢(6,)) (6.158)

en que:
A(0,) = |Hle?%] (6.159)
#(0,) = LH|[e'%] (6.160)

y donde H[e’’] es la transformada de Fourier de la respuesta a impulso del
sistema h[t].

Demostracion

La respuesta a la excitacion cos(6,t), t € Z, puede ser calculada como la
combinacion de las respuestas a un par de exponenciales periddicas, usando la
relacion:

Y[e’?] = H[e?®|U[e’?] (6.161)

Si consideramos la entrada ult] = §(e?%" + e=3%")  entonces:

Y[e’?] = H[e?’)m(6(6 — 0,) + 5(0 +6,)) (6.162)
=71H[e%]6(0 — 0,) + mH[e 7%]5(0 + 6,) (6.163)

luego, la salida es:

1 1 . 4

ylt] = §H[ej‘9°]e]“°t + iH[e_Je“]e_]Q"t (6.164)
1 . . . 6o 1 ; ; Jibo

— SIH[E%]|e? %A D (e, eI (6.165)

= |H[e?%]| cos(f,t + £ H[e?%]) (6.166)

00O

6.3.4. Filtraje

La respuesta en frecuencia de los sistemas discretos puede ser caracterizada
a través de H[e?%]. Se aplican en este caso las mismas definiciones que en el caso
de sistemas de tiempo continuo: frecuencias de corte, banda de paso, banda de
rechazo, etc. Existe sin embargo un elemento que agrega complejidad al andlisis,
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1.2
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Frecuencia 6

Figura 6.14: Respuesta en frecuencia (magnitud) de un sistema de tiempo dis-
creto.

y él es la naturaleza periédica de H[e??]. Consideremos un sistema para el que
la magnitud de la respuesta en frecuencia aparece descrita en la Figura 6.14.

El problema con el grafico de la Figura 6.14 es que genera ambigiiedades
respecto de si se trata de un sistema pasa bajos, pasa banda, etc. El problema
se resuelve si se considera que, cualquiera sea la senal procesada por el sistema,
ella también tiene un espectro periédico. En consecuencia, la naturaleza filtrante
se puede definir observando H[e??] sélo en @ € [0; 7], tal como se ha enfatizado
en la Figura 6.14 con un trazo més grueso.

Nota 6.2. Eziste una serie de métodos de disenio de filtros en tiempo discreto,
o filtros digitales. Si bien muchos de ellos pueden implementarse en forma de
algoritmos que procesan los datos de algun tipo de entrada discreta, debe tenerse
en cuenta que existe una limitacion fundamental similar a la comentada para
filtros de tiempo continuo (ver Nota 6.1 en la pdgina 134).
Para que un filtro sea causal (realizable), es decir, para que su respuesta a
impulso satisfaga:
hlt] =0 vVt <0 (6.167)

entonces la magnitud de su respuesta en frecuencia debe satisfacer la condicidn
(necesaria y suficiente):

/ log |H[e??]|df > —oc (6.168)

—T

Esto se traduce en que |H[e?%]| puede ser cero sdlo en un niimero finito de
frecuencias, y no en intervalos del espectro (teorema de Paley-Wiener) [22, 15].

Para apreciar mejor esta limitacion sugerimos al lector analizar el Problema
0.10 sobre el disenio de un filtro discreto ideal.

En resumen, no existen sistemas causales que filtren perfectamente frecuen-
cias sobre una banda del espectro.

Salgado, Yuz, Rojas


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

148 Analisis bajo excitaciones arbitrarias. La transformada de Fourier

6.3.5. Caso singular en la funcién de transferencia. El caso
de los sistemas discretos

Para el caso de los sistemas de tiempo discreto conviene recordar que la
funcién de transferencia de un sistema lineal de tiempo discreto estd definida
sélo si su respuesta a un delta de Kronecker posee transformada de Fourier. Esto
es equivalente a exigir que el sistema tenga sélo frecuencias naturales en el disco
unitario cerrado, con la condicién que si algunas de esas frecuencias naturales
estan sobre la circunferencia unitaria, ellas sean simples.

Es importante enfatizar ademas que el Lema 6.2 en la pagina 146, que iguala
H{[e?] con la respuesta en frecuencia, esté formulado para sistemas estables.
No podemos extender este resultado a sistemas que tienen frecuencias naturales
sobre la circunferencia unitaria, aunque sean no repetidas. Veamos a través de
un ejemplo, los resultados erréneos que surgen si no somos cuidadosos.

Ejemplo 6.15. Un sistema con entrada ult] y salida y[t], tiene una ERS:
ylt] = ylt = 1] = ut] (6.169)

Observamos que el sistema tiene sélo una frecuencia natural, y ella estd ubi-
cada en X = 1, es decir, se trata de una frecuencia natural sobre la circunferencia
unitaria y de multiplicidad 1.

La respuesta en frecuencia, K[0] estd dada por la ganancia al modo forzante
e1%  y ella resulta de aplicar (4.36) a este caso particular:

Ko = o (6.170)
Suponga que u[t] = a'ult], 1 > a > 0 y si, erréneamente, hacemos H[e?%] =
K|6], entonces y[t] se podria calcular a partir de:
236

(7~ 1)(e" —a)

Y[e!] = H[e)U %) = (6.171)

de donde se obtiene (vea el Problema 6.11):

ed? ael?
ol =74~ { 1 . a [ea‘e 1 e CJ } = 2(%(1) (signo 1] — 2a"* u[t])
(6.172)

dando origen a una respuesta no causal, ya que la funcidn signo [t] tiene valor
—1, Vt < 0.

Para obtener la respuesta correcta, recordemos que la funcion de transferen-
cia H[e’?] es la transformada de Fourier de tiempo discreto de la respuesta del
sistema a un delta de Kronecker. En este ejemplo, esa respuesta es h[t] = ul[t].
Aplicando los resultados obtenidos en el Ejemplo C.12 en la pagina 406 se llega
a:

e??

el —1

o i 5(0 — 2¢r) (6.173)

l=—00

H[eje] =
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lo cual lleva a

30 e?’ = el?
e +7r£;m5(9—2£7r) T — (6.174)
0230 r &
= — : o0 —2¢ 1
(e1? —1)(ed? — a) + 1—a Z:Zoo ( m) (6.175)

Entonces, al expandir la expresion (6.175), se obtiene

R 1 29 2qe?’ = B
ylt] = Fu {2(1_a) ST e T2 D 00— 2em) (6.176)

l=—o0
1— at+1

] (6.177)

1
= — (signo[t] — 2a" ' pft] + 1) = T

2(1—a)
que es la respuesta correcta.

00O
El ejemplo precedente ilustra y explica el problema. Cuando el sistema tiene
frecuencias naturales sobre la circunferencia unitaria, los modos naturales aso-
ciados no decaen, y la transformada de Fourier de cada uno de ellos sélo existe
en el limite. Esta condicién es acusada por la presencia de deltas de Dirac en
el dominio de la frecuencia . Asi, la funcién de transferencia es una funcién
racional mas uno o varios deltas de Dirac en 6.
La explicacién de esta situacion es andloga a la del caso continuo, en efecto,
en el ejemplo tenemos que

(1 —e Y[l = Ule??] (6.178)

Sin embargo, la presencia de una frecuencia natural sobre la circunferencia

unitaria, en el punto (1;0) para ser exactos, genera un modo natural constante

cuya Transformada de Fourier contiene deltas de Dirac, en 6 = 0, £27, +4~, . . ..

Estos deltas estdn presentes en Y[e/’]. En consecuencia, el lado izquierdo de

(6.178) contiene un producto que se hace indefinido a todas esas frecuencias, ya
que el término (1 — e77%) se hace cero para esos mismos valores de 6.

La conclusién fundamental de esta subseccion es que, para evitar los proble-
mas analizados, debe usarse la definicion de la funcién de transferencia que
senala que es igual a la Transformada de Fourier de la respuesta del sistema
a un delta de Kronecker en la entrada.

6.4. La SFD, la TFD y la TFTD

6.4.1. Aspectos generales

La nomenclatura que incluye: serie de Fourier de tiempo discreto (SFD),
transformada de Fourier discreta (TFD) y transformada de Fourier de tiempo
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discreto (TFTD), es usada extensamente en la literatura sobre senales de tiempo
discreto. La similitud de términos puede provocar confusién, por lo que conviene
hacer algunas precisiones y establecer conexiones, cuando ello es posible.

1. La SFD exponencial y la TFD son sinénimos. El conjunto de senales so-
bre las que operan es el de las senales de tiempo discreto, periédicas con
periodo N, finito. Para calcular la SFD (o TFD) basta especificar la senal
en un lapso igual a un perfodo.

2. La TFTD es una transformacién que se aplica a senales de tiempo discreto,
no necesariamente periédicas, especificadas Vt € (—o0,00). Si la senal
cuya TFTD se desea calcular es aperidédica, pero es sélo conocida en un
intervalo temporal finito, s6lo cabe suponer que la senal es cero fuera de
ese intervalo.

3. La SFD y la TFD son funciones de la frecuencia, pero estan sélo definidas en
multiplos enteros (positivos y negativos) de una frecuencia fundamental

6, = 2.

4 En cambio, la TFTD es una funcién de la frecuencia 6, definida para todo
valor real. Sin perjuicio de ello, y debido a que la TFTD es periddica
en f, con periodo 27, basta especificar la TF'TD en cualquier intervalo de
frecuencia con longitud 27.

6.4.2. Conexiones

Suponga que y[t] es una senial peridédica de perfodo N, y suponga ademds
que definimos una sefial no periédica g[t] en la forma

s B

En otras palabras, y[t] y ¢[t] son idénticas en el lapso de un periodo; fuera
de él, g[t] es cero. Se dice que g[t] es igual a un médulo periddico de y[t].
Entonces, la TFTD de g[t] estd dada por

00 N-1 N-1
Falgll} =Gl = > gltle " =Y gltle 7% =" yltle " (6.180)
t=—o00 t=0 t=0

Si comparamos la expresién en (6.180) con aquella para el célculo de la TFD
o SFD exponencial, dada en (5.98), vemos que

Y, = % Gle?] > G[e'%] = NY, (6.181)

—27n
0= N

Lo anterior se expresa en palabras, diciendo que la TFD de ylt], Y,,, es igual
a la TFTD de un médulo periédico, G[e’?], muestreada en frecuencia cada 6,
[rad], y dividida por el perfodo.
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6.5. Problemas para el lector

Problema 6.1. Determine la transformada de Fourier de las siguientes fun-
ciones, ya sea mediante la definicion o usando tablas y transformadas conocidas
(ver Apéndice C):

1oy(t)=[p@t+T)—pt-"T)t ;T>0

2. y(t) = (1 — 21?2

t 2
3. y(t) = m}%e<20) (Recuerde que / e du = V)

Problema 6.2. Considere la funcion:

at+1) ;-1<t<0
y(t) =9 —4t(t—1) ;0<t<1
0 [t > 1

6.2.1 Grafique la funcion.
6.2.2 Determine la transformada de Fourier Y (jw) de la funcion y(t).

6.2.3 ;Cudl es la serie de Fourier exponencial de y(t) considerdndola sdlo en
el intervalo [-1,1]?

6.2.4 Grafique por separado la parte real e imaginaria de Y (jw) y compare con
los coeficientes obtenidos para la serie de Fourier exponencial. Comente.

Problema 6.3. Demuestre que una funcién f(t) arbitraria (o de periodo infi-
nito) puede expresarse en la forma de Integral de Fourier:

F) =+ A " [A(w) cos(wt) + B(w) sen(wh)] dw

™

en que:

Alw) = [ " H(t) cos(wh)dt
B(w) = /jo f(t) sen(wt)dt

¢ Como se reducen las expresiones si f(t) es par o impar?

Problema 6.4. Usando la ecuacion de Fuler para exponenciales complejas:

6.4.1 Demuestre que si y(t) es par, entonces su transformada de Fourier Y (jw)
es real.
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6.4.2 Andlogamente, demuestre que si y(t) es impar, entonces su transformada
de Fourier Y (jw) es imaginaria pura.

Problema 6.5. Considere el sistema de sequndo orden definido por:

d?y(t)
dt?

+ 100y(t) = 100u(t)

Encuentre la respuesta del sistema mediante la transformacion de Fourier
cuando
6.5.1 u(t) = sen(wyt)u(t), con condiciones iniciales cero.

6.5.2 u(t) = sen(w,t).

6.5.3 Grafique y compare las soluciones obtenidas en los puntos anteriores
cuando w, # 10 y cuando w, = 10 . Comente.

Problema 6.6. Suponga que se quiere disenar un sistema cuya caracteristica

en frecuencia sea:
1 |w| < We
H(w) =
() {O w| <0

Es decir, este sistema actia como filtro ideal ya que permite el paso de
sinusoides de frecuencias menores que w. sin afectarlas, mientras que aquellas
de frecuencias mayores no aparecen en la salida.

6.6.1 Grafiqgue H(jw).
6.6.2 Determine cudl debiera ser la respuesta a impulso del sistema.

6.6.3 ;Qué puede comentar respecto del resultado obtenido?

Problema 6.7. Determine la transformada de Fourier de tiempo discreto de
las siguientes funciones:

w y[t] = (t+ 1)atult] , conla <1

et = 2

w y[t] = cos(01t + ¢) , con 0 < Oy < 2w

Problema 6.8. Considere un pulso de tiempo discreto de amplitud A > 0 y
centrado en t =0, definido por:

A | <N
ylt] = 6l < Nezt
0 :t|>N

6.8.1 Grafique el pulso en tiempo discreto para algunos valores de A y N.
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6.8.2 Determine la transformada de Fourier de y[t] (Sugerencia : wuse la ecua-
cion B.2.35).

6.8.3 Grafique la transformada de Fourier para distintos valores de N.
6.8.4 Determine el valor de Y[e’?] en funcion de N.

6.8.5 Analice qué sucede para valores extremos de N, es decir, cuando N = 0
y cuando N — oo.

Problema 6.9. Determine la respuesta a un delta de Kronecker y a un escalon
unitario de los sistemas de tiempo discreto dados por sus ERS:

6.9.1 y[t] —y[t — 1] = 2ult — 7]; y[-1] =1
6.9.2 y[t] = ult — 1] — 0,5ult — 2] + 0, 2u[t — 3]
6.9.3 y[t] — 1, 1y[t — 1] 4+ 0, 24y[t — 2] = ut — 2]; y[-1]=-1; y[-2]=1

Problema 6.10. Tenemos un sistema de tiempo discreto el queremos que su
respuesta en frecuencia sea igual a:

H[ jG]_ 1 ;|9|<00
“7 o 0. <10l <m

Es decir, nos interesa disenar un filtro ideal que elimine perfectamente todas
las componentes de frecuencia fuera de la banda [—0.,0.].

6.10.1 Determine su respuesta a un delta de Kronecker.
6.10.2 Determine, si es posible, su respuesta a un escalon de tiempo discreto.

6.10.3 ;Qué puede comentar respecto del resultado obtenido?

Comente.

Problema 6.11. Considere la senal f[t] = signo[t].

6.11.1 Demuestre que su transformada de Fourier de tiempo discreto (TFTD )estd da-
da por
2¢79
ei? —1

. Sugerencia: use el hecho que signo[t] = 2u[t] + 1

6.11.2 ;Por qué se comete un error si se calcula la TFTD deseada con ult] +
u[—t], aplicando las propiedades del Lema C.13 %
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Capitulo 7

Analisis bajo excitaciones
arbitrarias. La
transformada de Laplace

7.1. Introduccion

Entre los métodos disponibles para el estudio de los sistemas dindmicos,
lineales y de tiempo continuo, uno en particular resulta ser especialmente ttil:
la transformada de Laplace. Las principales ventajas de este método se pueden
resumir en lo siguiente:

= Permite el andlisis de sistemas lineales estables e inestables.

= Se puede aplicar a una vasta gamas de senales no acotadas.

» Permite considerar las condiciones iniciales del sistema.

= La EDS es transformada en una ecuacién algebraica, que puede ser ma-

nejada de manera més simple.

7.2. Definicion de la transformada

Considere una senal de tiempo continuo y(t), definida para 0 < ¢t < oo.
La transformada de Laplace asociada a y(t), y su transformada inversa estdn
definidas como:
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L0} =Y = [ ety (b (7.1)

o+joo
LY (s)} = y(t) = — / Y (s)ds (7.2)

B 271—] —joo

Y (s) es la transformada de Laplace de y(t). El par transformada y su trans-
formada inversa estan bien definidas si existe ¢ € R, y una constante positiva
k < oo tales que:

ly(t)| < ke ; Vt >0 (7.3)

Laregién R{s} > o, donde o es el minimo valor que satisface (7.3), se conoce
como la regién de convergencia de la transformada.

Suponemos que el lector ha conocido estas ideas anteriormente en algin
curso de Matematicas, si bien se presenta en el Apéndice D una revisién de
la transformada de Laplace, sus propiedades y las transformadas de algunas
funciones simples. También se incluye una revisién del método de fracciones
parciales, el cual resulta de utilidad para obtener transformadas de Laplace
inversas para funciones racionales.

En este capitulo nos concentraremos en esta transformada como herramienta
para el analisis de los sistemas lineales.

7.3. Aplicacion a sistemas lineales: la funcién de
transferencia

7.3.1. Definicién y propiedades de la funcién de transfe-
rencia

Como ya hemos visto, una gran cantidad y variedad de sistemas de interés,
pueden ser representados mediante un modelo lineal. Como se vio en el Capitulo
1, esto se consigue linealizando la o las ecuaciones diferenciales que describen el
comportamiento del sistema en el tiempo en torno a un punto de equilibrio o,
mas generalmente, en torno a un punto de operacion. Para el caso de sistemas de
una entrada y una salida, el proceso de linealizacion desemboca en la obtencion
de una ecuacién diferencial del sistema (EDS), cuya forma general es:

dmy(t d"ty(t a-
d?;fl ) an_lwﬂ) +e A agy(t) = bnou

() +...+bou(t)  (7.4)

Como se senala en el Apéndice D, la transformada de la /—ésima derivada
de una funcién es:

’ 1,0~
c{ T st -ty - S )
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Por tanto, si aplicamos esto a la EDS (7.4) tenemos que:

$"Y(8) 4 ap_18" 1Y (8) 4+ ... +agY (s)
=byps"U(s)+ ...+ bU(s) + f(s,2,) (7.6)

donde f(s,x,) es una funcién que depende de la variable s y de las n condiciones
iniciales de la salida y(t) y sus derivadas. Es importante destacar que:

f(s,20) = p(s)" 0 (7.7)

donde p(s) es un vector que contiene polinomios en s y X es un vector que
contiene las condiciones iniciales ya mencionadas. Esta estructura revela la li-
nealidad del sistema, puesto que la homogeneidad y superposicién respecto de
las condiciones iniciales resultan evidentes.

Ahora si suponemos condiciones iniciales iguales a cero, tenemos que:

Y(s) = H(s)U(s) (7.8)

donde se define la funcion:

(7.9)
que se forma con los polinomios que contienen los coeficientes de la ecuacion
(7.4) original:
A(s) = 8" +an_15" 1 4... +ao (7.10)
B(8) = byns™ + by_15™ ...+ bo (7.11)

La funcién racional H(s) es la funcién de transferencia en el dominio
de Laplace. La representaciéon (7.9) es muy util para describir caracteristicas
y propiedades de un sistema tales como estabilidad y velocidad, ademas de
entregar informacién en el momento de diseniar sistemas de control, filtros u
otras aplicaciones.

Ejemplo 7.1. Consideremos un sistema descrito por la ecuacion diferencial:

d?y(t) | ,dyt)

2———= = u(t 12
gz T2 =ult) (7.12)
Su funcion de transferencia es:
H(s) = —— (7.13)
8T e + 25 '
0od

A continuacién definiremos algunos conceptos que se encuentran estrecha-
mente ligados a la definicién de la funcién de transferencia de un sistema. Para
esto consideremos su definicién dada por las ecuaciones (7.9), (7.10) y (7.11).
Por simplicidad, supondremos que los polinomios B(s) y A(s) no se hacen ce-
ro simultdneamente para algin valor de la variable compleja s. Asi, definimos
entonces los siguientes términos:
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(i) Las m raices de la ecuacién B(s) = 0 son los ceros del sistema. Ellos
hacen ademds que H(s) = 0.

(ii) Las n raices de la ecuacién A(s) = 0 son los polos del sistema. Ellos hacen
ademds que H(s) — oo.

(iii) Si A(s) = 0 tiene ny raices en s = Aj, decimos que el polo A tiene
multiplicidad ny.

(iv) La diferencia de grado entre A(s) y B(s), es decir, n — m se denomina el
grado relativo del sistema.

(v) Sim < n decimos que el modelo es estrictamente propio. Esto implica
que el grado relativo del sistema es positivo.

(vi) Si m = n decimos que el modelo es bipropio. Esto implica que el grado
relativo del sistema es cero.

(vil) Si m < n decimos que el modelo es propio.

(viii) Si m > n decimos que el modelo es impropio, o que tiene grado relativo
negativo.

Estas definiciones nos ayudaran a apreciar la forma en que se relaciona la
salida de un sistema con su entrada, tal como pone en evidencia la definiciéon
(7.9), pero la simplicidad reside en que la relacién se establece mediante la
funcién racional H(s), es decir, las derivadas han desaparecido. Si bien para
llegar a esta relacién las condiciones iniciales se han supuesto cero, sabemos que
en caso de sistemas estables, el efecto de éstas desaparece después de un tiempo.

La funcién de transferencia de un sistema lineal describe en forma algebraica
sus propiedades de entrada-salida.

En forma similar a aquella que se utilizé en el andlisis de Fourier, la fun-
cién de transferencia puede ser definida en base a la respuesta a impulso, con
condiciones iniciales iguales a cero. Si recordamos como se definié la funcién
de transferencia H(s) al aplicar transformada de Laplace a la EDS del sistema
definido en (7.4), podemos escribir la salida del sistema segin la ecuacién (7.8).
Se puede apreciar que si a ambos lados de esta expresion, se aplica transformada
de Laplace inversa, tenemos que (vea la Tabla D.1 en la pdgina 437):

Y(s) = H(s)U(s) <= y(t) = h(t) *u(t) (7.14)

En que:
h(t) = L7 {H(s)} (7.15)

Por lo tanto, podemos afirmar que:
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La funcién de transferencia H(s) de un sistema de tiempo continuo, definida
en (7.9), es igual a la transformada de Laplace de la respuesta h(t) del
sistema a un impulso (Delta de Dirac) en la entrada, cuando las condiciones
iniciales son iguales a cero.

En la mayoria de los casos de interés, la funcién de transferencia es una
funcién racional en s. Sin embargo, cuando el sistema tiene un retardo 7, la
expresion general para la funcién de transferencia es:

e (7.16)

La funcién de transferencia en MATLAB puede definirse mediante vectores
con los coeficientes de los polinomios A(s) y B(s), y el comando tf :

MATLAB

>> A=[1 3 2],B=[1 1]

A=

>> H=tf (B,A)

Transfer function:
s +1

s2 + 3 s + 2

O bien, definiendo la variable s:
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MATLAB

>> s=tf([1 0], I[1])

Transfer function:
s

>> H=(s+1) /(s 2+2%s+1)

Transfer function:

7.3.2. Funcion de transferencia en dominios de Laplace y
Fourier

Cuando el sistema tiene todas su frecuencias naturales en el SPI cerrado,
con la restriccion que aquellas frecuencias en el eje imaginario sean simples, las
funciones de transferencia en ambos dominios existen. El elemento comun es
conceptual: en ambos casos, la funcién de transferencia corresponde a
la respectiva transformada de la respuesta a impulso con condiciones
iniciales iguales a cero.

La definicién y la estructura de H(s) parecen ser idénticas a la definicién
y la estructura de la funciéon de transferencia en el dominio de Fourier, bas-
tando hacer una simple sustitucién de s por jw. Sin embargo, esto no siempre
es correcto. La diferencia es que cuando el sistema tiene frecuencias naturales
(simples) en el eje imaginario, la funcién de transferencia en Fourier incluye
deltas de Dirac en frecuencia. Esto se origina en el hecho que la respuesta a
impulso del sistema contiene modos naturales que no decaen y para los cuales
la transformada de Fourier existe sdlo en el limite. En cambio, para el mismo
sistema, la funcién de transferencia en Laplace siempre es finita para valores
imaginarios de s, esto se logra eligiendo un ¢ positivo.

Ejemplo 7.2. Consideremos el sistema con la EDS:

d?y(t) dy(t)
az g

+y(t) = u(t) (7.17)
donde a1 > 0.
La funcion de transferencia, en el dominio de Laplace, es:

1

Hp(s) =
c(s) s24+a1s+1’

YR{s} >0 (7.18)
En cambio, en el caso de Fourier, debemos distinguir dos casos.
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(i) Caso ay >0 :

En este caso, las frecuencias naturales estdn en el SPI abierto, por lo
tanto, los modos naturales son absolutamente integrables y la funcion de
transferencia en el dominio de la transformacion de Fourier es:

1
H = 7.19
En este caso:
Hr(jw) = He(s)|o—, 0 (7.20)

(ii) Caso ay =0 :

En este caso, las frecuencias naturales estdn sobre el eje imaginario y los
modos naturales combinados corresponden a una sinusoide. Mds especifi-
camente, la respuesta a impulso, con condiciones iniciales iguales a cero
es:

h(t) = sen(t)u(t) (7.21)

En consecuencia (vea la Tabla C.2 en la pdgina 399, con w, = 1) la funcidn
de transferencia en el dominio de la transformacion de Fourier es:

Hr(jw) = %(5(w+1)75(w71))+(jw)%“ (7.22)

Se observa que, en este caso, no se cumple (7.20).
Ood

La relacién entre transformada de Fourier y transformada de Laplace se
analiza en forma més detallada en la seccién §7.8.

7.3.3. Funcién de transferencia y respuesta en frecuencia

Considere un sistema con funcién de transferencia H(s). Suponga que H(s)
es estable, salvo por un conjunto finito de polos en el eje jw. Si la entrada a
este sistema es u(t) = e?“°! con |H(jw,)| < oo, entonces la transformada de
Laplace de la respuesta es:

Y (s) = Hi(s)— i%) - ffjfw) FY,(s) (7.23)

donde Y;.(s) es la transformada de Laplace de la componente natural de la re-
puesta. Entonces y(t) = |H(jw,)|e?“t=9)) donde p(w,) = £ H(jw,). Este
resultado dice que si la entrada al sistema es u(t) = cos(w,t), entonces la res-
puesta contiene una sinusoide de la misma frecuencia, con amplitud |H(jw,)| y
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fase igual a Z H(jw,). Esto es vélido incluso si H(s) tiene un (o més) polo en
$ = Jw,, ya que entonces |H(jw,)| tenderfa a infinito, lo cual es consistente con
el hecho que la respuesta del sistema contendria una oscilacién de frecuencia w,,
pero de amplitud creciendo polinomialmente en el tiempo.

La respuesta en frecuencia K (w) de un sistema lineal con funcién de trans-
ferencia H(s) se puede calcular reemplazando s por jw.

Para finalizar, veamos un caso en que la transformada de Laplace permite,
de manera similar a la transformada de Fourier, analizar la respuesta de un
sistema a una senal sinusoidal.

Ejemplo 7.3. Consideremos nuevamente el sistema del Ejemplo 7.5 definido
por su EDS:

d?y(t) | dy(t)
— t) = u(t 7.24
D S8 ) = u) (7.2
Supongamos que como entrada al sistema se elige una senal sinusoidal de

frecuencia w, por ejemplo:

u(t) = cos(wt) (7.25)

Con esto y con ayuda de MAPLE podemos llegar de manera directa a una
expresion para la transformada de Laplace de la salida y aplicarle transformacion
mnuersa:

MAPLE

>with(inttrans):

>assume (omega>0) :

>U(s) :=laplace(cos(omega*t) ,t,s);
SH(s) :=1/(s"2+s+1);

>Y(s) :=H(s)*U(s);

>y(t) :=invlaplace(Y(s),s,t);

V)= 57 (7.26)
H(s) = ﬁ (7.27)
V()= -t 1 (7.28)

s24w?2 s2+s+1

1— 2
y(t) = W;}—i—w‘l cos(wt) + sen(wt) + {modos naturales}

(7.29)

w
—w?2+1+w?
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Los modos naturales del sistema decaen a cero cuando t — 0o, por tanto
podemos concentrarnos solo en la componente particular de la salida. Las com-
ponentes seno y coseno pueden combinarse en un solo término:

y(t) = A(w) cos (wt + ¢(w)) + {modos naturales} (7.30)

donde A(w) y ¢(w) son la amplitud y dngulo de desfase, respectivamente defini-
dos por:

1
AW = (7.31)
¢(w) = — arctan {1_02}2} (7.32)

En estas expresiones se aprecia como la amplitud y la fase de la senal de
salida dependen de la frecuencia w, es decir, corresponden a la respuesta en fre-
cuencia del sistema, tal como se espera de la relacion establecida en la subseccion
§7.3.3. Para este sistema la respuesta en frecuencia es

1 .
Kw)=H(jw) = —5—— = A(w)el*®) 7.33
() = HOw) = ey = A() (7.33)
La magnitud, A(w), y la fase, p(w), de H(jw) se muestran en la Figura 7.1,
la que se puede construir con los comandos de MATLAB :

MATLAB

>>H=tf(1,[1 1 11); w=[0:0.01:5];

>>h=freqresp(H,w) ;hw=h(:);

>>subplot(2,1,1) ;plot(w, abs(hw));

>>subplot(2,1,2) ;plot(w, unwrap(angle(hw))*180/pi);

00O

7.4. Respuesta a impulso y respuesta a escalén

Como ya hemos visto, la funcién de transferencia esta asociada a la respuesta
a impulso del sistema. Por otro lado sabemos que si se aplica un impulso a la
entrada, la respuesta contiene solamente los modos naturales del sistema; esto
nos permite estudiar su comportamiento natural, que es independiente de la
sefial de entrada (caracteristicas del transiente, velocidad de respuesta, etc.), a
partir del andlisis de la funcién H(s).

Debido a la idealizacion implicita en la definicién de un impulso es mucho
mas frecuente estudiar la dindmica natural de un sistema con la ayuda de la
respuesta a escalén, es decir, cuando U(s) = 1/s.
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Magnitud

-150 9

_200 I I I I I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Frecuencia [rad/s]

Figura 7.1: Magnitud y fase de la respuesta en frecuencia del sistema en Ejemplo
7.3.

La definicién (7.9) nos permite expresar la respuesta a escalén unitario
del sistema como:
1
Y(s) = H(s)- (7.34)
s
Lo cual, suponiendo que el sistema no tiene polos en el origen,
corresponde a:

y(t) = Yoo + modos naturales del sistema (7.35)

donde yo, = H(0), en virtud del Teorema del Valor Final (ver Teorema D.2 en
la pdgina 434). Si el sistema es estable, entonces los modos naturales decaen
exponencialmente a cero. Luego, para sistemas estables, la respuesta en estado
estacionario estd dada por la constante yo.. Note que si H(s) tiene uno o mds
ceros en s = 0, entonces Yo, = 0.

Ejemplo 7.4. Consideremos el sistema definido por su EDS:

d’y(t) | . dy(t)

+ 52 dy(t) = 2u(t) (7.36)

St aplicamos transformada de Laplace a ambos lados, suponiendo condiciones
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iniciales iguales a cero, podemos obtener la funcion de transferencia del sistema:

s2Y (s) + 5sY (s) + 4Y (s) = 2U () (7.37)
= Hls) = }(;8 T2y gs +4 (7.:38)

La respuesta del sistema cuando u(t) es un Delta de Dirac se obtiene direc-
tamente de H(s)

2

Ui)=L{#t)}=1 = Y(s)=H(s)= Zaosrd

(7.39)

Donde podemos aplicar transformada inversa separando en fracciones par-
ciales', o bien con ayuda de MAPLE :

MAPLE

>with(inttrans):

>U(s) :=laplace(Dirac(t),t,s);
>Y(s) :=2/(s"2+5*s+4) *U(s) ;
>Y(s) :=convert (Y(s) ,parfrac,s);
>y(t) :=invlaplace(Y(s),s,t);

U(s)=1 (7.40)
2
Y($)= —— 41
() s2+5s+4 (7.41)
2 1 -1
Y(s)== 7.42
(s) 3<s+1+s+4) (742)
2 2
t)=—et—Ze ¥ 4
y(t) =zt = ze (7.43)
La respuesta a escalon unitario se puede obtener de manera similar
Uls)= Lo} =~ = Y()=gro—gr (T4
8= AW s T2 +55s+4 s '

Donde se aplica transformada inversa:

MAPLE

>with(inttrans):

>U(s) :=laplace(Heaviside(t),t,s);
>Y(s) :=2/ (8" 2+5*s+4)*U(s) ;

>y(t) :=invlaplace(Y(s),s,t);

1Este método se detalla en el Apéndice D.
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Uls) = % (7.45)
2

Y(s) = GIDGTD (7.46)

y(t) = % - geft + ée“” (7.47)

En la Figura 7.2 se puede apreciar tanto la respuesta a escalon recién ob-
tenida asi como la respuesta a impulso. Estas se generaron en MATLAB , con
los comandos impulse y step, que usan como arqumento el sistema definido
mediante su funcion de transferencia:

MATLAB

>>G=tf([2],[1 5 4]);

>>subplot(2,1,1),impulse(G);
>>subplot(2,1,2),step(G);

Impulse Response

0.4

0.3F .
(]
°
2
s 0.2 .
£
<

0.1 ]

0 I I [ ——
0 1 2 3 4 5 6
Time (sec.)
Step Response

0.5 ———

0.4+ B
(0]
3 03[ J
£
£ 0.2} ]

0.1+ 1

0 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6

Time (sec.)

Figura 7.2: Respuestas a impulso y a escalén en Ejemplo 7.4
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00O

Es 1til definir también un conjunto de parametros que describen ciertas

propiedades de la dindmica del sistema. Para identificar estos parametros a
definir consideremos una funcién de transferencia dada por:

- —s+1
8244549

G(s) (7.48)

y_+M

Tiempo

Figura 7.3: Indices definidos en la respuesta a escalén

La respuesta a escalon del sistema se muestra en la Figura 7.3. Entonces
podemos definir los siguientes indices:

Respuesta estacionaria, y..: el valor final de la respuesta a escaléon, siem-
pre y cuando la funcién de transferencia tenga todos sus polos en el SPI
abierto.

Tiempo de levantamiento (Rise time), t, : el instante de tiempo en que
la respuesta a escalén alcanza por primera vez un fraccién k. < 1 del
valor de la respuesta estacionaria y.,. Usualmente se considera k, = 1; sin
embargo, esta definicién varia de autor a autor, por lo tanto debe tenerse
claro de qué se estd hablando al utilizarla.

Sobre-respuesta (Overshoot), M, : el valor maximo que alcanza la respues-
ta a escalén, usualmente expresado como el porcentaje en que se sobrepasa
la respuesta estacionaria ...
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Indice | Definicién Valor en el ejemplo
Yoo respuesta estacionaria 1

t, tiempo de levantamiento | 1.0

M, sobre-respuesta 0.5

M, méx. contra-respuesta 1.5

ts tiempo de asentamiento 1.8

Tabla 7.1: Indices de la respuesta a escalén para el sistema modelado por (7.48)

Maéxima contra-respuesta (Undershoot), M, : el miximo (en valor abso-
luto) que la respuesta a escalén alcanza bajo el cero.

Tiempo de asentamiento (Settling time), t : el tiempo luego del cual la
respuesta a escalén queda confinada a una banda de desviacion +0, alrede-
dor del respuesta estacionaria. Esta desviacién, 4, se define generalmente
como un porcentaje de yoo, del 2% o 5 %.

Para el ejemplo en particular, definido en la ecuacién (7.48) y cuya respuesta
a escalén aparece en la Figura 7.3, el valor de los indices definidos se muestra
en la Tabla 7.1.2

7.5. Respuesta a condiciones iniciales y senales
arbitrarias.

De la misma manera que en la seccién precedente se obtuvo las respuestas
a impulso y a escalén del sistema, la transformada de Laplace permite obtener
la respuesta del sistema cuando la entrada pertenece a una clase mas general
de senales. Sin embargo, la ventaja principal de esta transformada sobre la
transformada de Fourier, es que permite incluir el efecto de las condiciones
iniciales. Esto se puede apreciar en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 7.5. Consideremos el sistema definido por su EDS:

T +y(t) = u(t) (7.49)

Obtengamos primero la salida del sistema cuando la entrada u(t) es cero, y
las iniciales son y(0~) =1 ey’ (07) = 1. Si aplicamos transformada de Laplace,
recordando la propiedad (7.5), tenemos que:

2Note que para este ejemplo en particular, hemos elegido un valor inusualmente grande
para §, para una mejor visualizacion.
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Y (s) = sy(07) =y (07) +sY (s) —y(07) + Y (s) = (7.50)
s?Y(s) —s—1+sY(s)—1+Y(s) = (7.51)
Y(s)(s*+s+1)= (7.52)

Y(s) = % (7.53)

Donde, para obtener la transformada inversa, podemos observar que Y (s) tie-
ne polos complejos, por lo que no es conveniente usar la expansion en fracciones
parciales. Lo que st se puede hacer es llevar Y (s) a la forma de la transformada
del seno y del coseno con un corrimiento en s. Este corrimiento corresponde a
una exponencial en el tiempo (vea (D.53) en el Apéndice D):

s+ 2

Y(s5) = ————= 7.54

V3

s+ 3 v
— 4+ f 2 7.55
Grirrl VT (7:55)

Por tanto, la respuesta a las condiciones iniciales dadas es:
_1 _1

y(t) = e 2" cos (@t) +V3e 2t sen (@t) (7.56)

En la Figura 7.4 se puede apreciar el punto de partida y la pendiente inicial
de la senal y(t).

t [seg]

Figura 7.4: Respuesta a condiciones iniciales para el ejemplo 7.5

Es importante recalcar en este ejemplo que las condiciones iniciales que se
insertan en los calculos, al aplicar la transformada de Laplace, corresponden a
t = 0~. En otras palabras, son los valores de la funcién y(¢) y de su derivada
justo antes que el sistema comience a evolucionar bajo el efecto de la entrada
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(que, en el ejemplo previo, es cero). Este alcance es importante pues, en ciertos
casos, se puede producir una discontinuidad en la salida del sistema en el instante
t =0, es decir, y(0%) # y(07). Veamos esto en un ejemplo.

Ejemplo 7.6. Considere la red eléctrica de la Figura 7.5 en que se conecta la
bateria de 1[V] ent =0, y todas las condiciones iniciales son cero.

Figura 7.5: Circuito RC

Por ley de voltajes de Kirchoff tenemos:

vr(t) = vr(t) +vo(t (7.57)

plt) = Rift) + & / (7.58)

Derivando a ambos lados y aplicando la transformada de Laplace, con con-
dicion inicial cero:

X = R[sI(s) — i(07)] + S1(s) (7.60)
s C
Despejando se obtiene:
c

Si aplicamos el Teorema del Valor Inicial (vea Apéndice D), tenemos que:

N ) SC l
i(0 )—sli)ngosl()—sllglosRC_'_l 7 (7.62)
Evidentemente, ésta es diferente a la corriente inicial, dada ent = 0~ . Esto
se comprueba observando que la transformada inversa de I(s) es discontinua en
t=0:

i(t) =L {I(s)} = £ {S:{Z%} - %e‘t/Rcu(t) (7.63)
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00O
Consideremos ahora el caso en que la entrada es una senal arbitraria.

Ejemplo 7.7. Consideremos el mismo sistema del Ejemplo 7.6, pero en que
ahora la entrada es un pulso definido como:

u(t) = (7.64)

1 ;0<t<10
0 :t>10

Las condiciones iniciales son iguales a cero, por simplicidad. Note que mo
habria problemas en considerar el efecto de éstas, ya sea incluyéndolas en el
desarrollo mediante transformada de Laplace, o bien, dada la linealidad del sis-
tema, calculando su efecto en la salida por separado y sumdndolo al efecto de la
senal de entrada.

La funcion de transferencia del sistema, si se aplica transformada de Laplace,
es:

H(s) = 553 T 82 +1s +1 (7.65)

La transformada de Laplace del pulso u(t) puede obtenerse sin problema,
ya que esta funcion se expresa en términos de escalones y se puede utilizar la

propiedad de corrimiento temporal, que se traduce en una exponencial en s (vea
(D.38) en el Apéndice D):

LA{f(t—to)u(t —to)} = e > F(s)

Por lo tanto:

w(t) = u(t) — p(t —10) =  U(s) = % _ e*w% (7.66)

Luego, la transformada de la salida es:

1— 6—103

Y(s) = HEUG) = ra s

(7.67)

Note que para obtener la inversa, dado que la exponencial sélo representa un
corrimiento en el tiempo, podemos concentrarnos solo en la parte racional de
Y (s), para luego aplicarle dicha traslacion temporal. Es decir, consideremos:

Pa— Ll swl o1 sty 1 g
Cos(sP4s+1) s S2+s+1 s (s+3)24+2 VB(s+3)2+3
(7.68)

donde se observa que tememos la forma de la transformada de un escaldn, del
seno y del coseno, éstas ultimas con un corrimiento en la variable s. Este co-
rrimiento en s corresponde a una exponencial en el tiempo (Apéndice D), por
lo tanto:

Salgado, Yuz, Rojas


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

172 Analisis bajo excitaciones arbitrarias. La transformada de Laplace

flt) = {1 — e 3t (cos (@t) + % sen (Vft)ﬂ pu(t) (7.69)

Luego la salida es:

y(t) = L7H{1 =T F(s)} = () - f(t—10) (7.70)

es decir:

- {1 — e~ z(t=10) <cos (73(t - 10)) + % sen (?(t - 10)))} w(t —10)
(7.71)

En la Figura 7.6 se muestra el pulso de entrada u(t) y la correspondiente
respuesta del sistema, y(t).

05 I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t [seg]

Figura 7.6: Pulso de entrada y respuesta del sistema del ejemplo 7.7.

7.6. Estabilidad

Hasta aqui hemos visto que la respuesta de un sistema que tiene una funcién
de transferencia H(s) es de la forma:

Y ()= HEU(s) + )| P _ (7.72)

Donde el valor de cada fB; depende de las condiciones iniciales, y donde
hemos supuesto que cada polo ubicado en s = A, tiene multiplicidad ny. Esta
suposicion implica a su vez que n; +mnz + ... +n, = n.
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Recordando la definicién de estabilidad, un sistema es estable si cualquier
entrada acotada produce una salida también acotada, para cualquier condicién
inicial acotada. Si observamos la ecuacién (7.72) podemos afirmar que la condi-
cién necesaria y suficiente para que el sistema sea estable es que sus polos, en
el denominador de las fracciones del segundo término de la ecuacién, den ori-
gen a senales que decaigan exponencialmente. Esto se traduce en que los polos
del sistema deben tener parte real estrictamente negativa, es decir, deben estar
ubicados sobre el semiplano izquierdo (SPI) abierto del plano complejo .
Esta condicién establece que, para sistemas continuos, el limite de estabilidad
en un plano complejo en que se ubican sus polos, es el eje imaginario .

Ejemplo 7.8. Consideremos el sistema del ejemplo 7.1. Los polos de su funcion
de transferencia estan ubicados en s = —2 y s = 0. Estos no estdn en el SPI
abierto (el 0 estd en el SPI cerrado). Por tanto el sistema mo es estable. Se
deja al lector el verificar, usando la transformada de Laplace, que una entrada
constante (diferente de cero) produce una salida que crece indefinidamente.
00O

7.6.1. Analisis de polinomios

La discusién anterior pone de manifiesto la importancia de conocer la ubi-
cacién de los polos de un sistema, para establecer si se trata o no de un sistema
estable. Sin embargo, el determinar la ubicacion exacta de las raices de la ecua-
cién:

A(s)=s"+an 18" "+ ... +ap=0 (7.73)
puede ser una tarea bastante engorrosa cuando n > 3. Por esto en el analisis del
polinomio A(s), méas que determinar exactamente sus raices, lo que nos interesa
es poder asegurar si éstas tienen o no parte real estrictamente negativa. Para
esto, consideremos el polinomio p(s) definido como:

p(s)=s"+an_15""" +...+a1s+ag (7.74)

donde a; € R.

El problema a estudiar se refiere a determinar si este polinomio tiene o no
todas sus raices con parte real estrictamente negativa, o de manera equivalente,
si tiene o no raices con parte real mayor o igual que cero. La idea puede natu-
ralmente ser resuelta calculando las n raices de p(s). Sin embargo en muchas
aplicaciones resulta de especial interés estudiar la relacién entre los coeficientes
del polinomio con la ubicacién de sus raices.

Los polinomios que tienen todas sus raices en el semiplano izquierdo cerrado
se conocen como polinomios Hurwitz. Si sus raices tienen parte real estric-
tamente negativa, es decir, se ubican sobre el SPI abierto, los denominaremos
estrictamente Hurwitz.

Del polinomio definido en (7.74) podemos observar interesantes propiedades
que por supuesto son validas para los polinomios en general. Las que nos intere-
san en este caso son aquellas que nos entregan informacién sobre el signo de la
parte real de las raices, como las que se detallan a continuacion:
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Propiedad 1 El coeficiente a,,_1 cumple con:
a1 ==Y X\ (7.75)
i=1

donde A1, Ag, ...\, son las raices de p(s).

Esta propiedad es directa de notar que el polinomio p(s) puede escribirse
como:

p(s) = JJ(s = 2 (7.76)

entonces, al expandir el producto (7.76) y observar el coeficiente que acom-
pana a la potencia (n — 1)-ésima de s, se obtiene (7.75).
Propiedad 2 El coeficiente ag cumple con:

n

ap=(-1)" [\ (7.77)

=1

Esta propiedad también se obtiene de expandir el producto (7.76) y ob-
servar el término constante.

Propiedad 3 Si todas las raices de p(s) tienen parte real negativa, entonces
a; >0,Vie{0,1,...,n—1}.

Para demostrar esta propiedad procedemos de la siguiente forma:

a) Las raices de p(s) pueden ser reales o complejas, y si complejas deben
aparecer en pares conjugados (dado que p(s) es un polinomio con
coeficientes reales).

b) En base a lo anterior, y sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que existen nj raices reales y no pares de raices complejas. Por lo
tanto nqy + 2ns = n.

c) Si todas las raices tienen parte real negativa, entonces se pueden ex-
presar como:

)\i:7|ai| i:1,2,...,n1 (778)
Ang+i = /\:11+n2+i = —|O’i| + jw; i=1,2,...,n9 (779)
d) De esta forma, tenemos que

ni na

p(s) =[] (s +leal) [T {(s + loul)? + i’} (7.80)

i=1 =1

donde, el segundo producto ha agrupado, en factores cuadréticos, los
pares conjugados.
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e) De (7.80) se observa que p(s) corresponde al producto de polinomios
de primer y segundo orden, cuyos coeficientes son todos reales y po-
sitivos. Como los coeficientes de p(s) son suma de productos de los
coeficientes de estos polinomios de primer y segundo orden, la pro-
piedad queda demostrada.

Note que esta propiedad es necesaria para que p(s) sea un polinomio es-
trictamente Hurwitz, pero no es suficiente, excepto en el caso en que
n=1yn=2.

Propiedad 4 Si alguno de los coeficientes es negativo o cero, entonces una o
més rafces de p(s) tienen parte real positiva o cero. Esta propiedad se
deduce directamente de la propiedad anterior.

7.6.2. Algoritmo de Routh-Hurwitz

Adem3s de los criterios que nos entregan las propiedades anteriores, uno de
los métodos clasicos para determinar la naturaleza Hurwitz de un polinomio es
el algoritmo de Routh, también conocido como algoritmo o criterio de Routh-
Hurwitz, que a continuacién se explica.

Consideremos un polinomio p(s) de grado n, definido como:

pls) =Y ais’ (7.81)
=0

s” 70,1 70,2 70,3 70,4
-1

s” 71,1 71,2 71,3 V1,4
-2

s™ 72,1 72,2 V2,3 V2,4
-3

s™ Y31 73,2 V3,3 V3.4
-4

s” V4,1 Y2 V4,3 Va4
2

S Tn—-2,1 Tn—2,2

1

S Tn—1,1

0

S Tn,1

Tabla 7.2: Arreglo de Routh

El algoritmo de Routh se basa en la construccién del arreglo numérico que se
muestra en la Tabla 7.2. donde los términos de las dos primeras filas se calculan
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segun:

70,5 = An4+2—24;5 1= 17 27 ..o (782)
Vi = Qny1-2i5 t=1,2,...,my (7.83)

con myg = (n+2)/2 y my = mg — 1 para n par y m; = mg para n impar.
Mientras que los términos de la tercera fila en adelante se calculan segin
Vhj = Ve—1,1 Vk—2,j4+1 — Vk—2,1 Yk—1,j+1 . k=2....n F=1,2,...,m;
Vk—1,1
(7.84)
donde m; = max{m;_1,mj_o} — 1, mientras que se asigna valor cero al coefi-
ciente yx_1,j+1, cuando no estéd definido en el arreglo de Routh 7.2.

Una vez construido el arreglo de Routh podemos aplicar el siguiente resul-
tado:

Dado un polinomio p(s) como el definido en (7.81) y el arreglo asociado a
él 7.2, entonces el nimero de raices de p(s) con parte real mayor que cero
es igual a ntimero de cambios de signo en la primera columna del arreglo.

La demostracion del criterio de Routh estd méas alla del alcance del libro,
pero un tratamiento méas completo del tema se puede hallar, por ejemplo, en

[14, 32].

Ejemplo 7.9. Para ilustrar el uso del algoritmo de Routh-Hurwitz consideremos
el siguiente sistema:

d?y(t) | d%y(t) |, dy(t)
2 = .
pE + 72 + 7 + 3y(t) = u(t) (7.85)
Su funcion de transferencia estd dada por:
Y 1
H(s) = 1) _ (7.86)

U(s) s34+s2+2s5+3

Por tanto, para la estabilidad debemos analizar las raices del polinomio de-
nominador:

p(s) =8>+ +25+3 (7.87)

El arreglo de Routh en este caso es:

H
[\~
|
w
|
I
_
o o w W

Donde se observa de inmediato que en la primera columna aparece un —1,
por tanto existen raices con parte real positiva. Lo que se puede confirmar, por
ejemplo, con ayuda de MATLAB. Este permite obtener las raices de un polinomio
dados sus coeficientes, mediante el comando roots :
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MATLAB

>> roots([1 1 2 3])

ans =
0.1378 + 1.52731
0.1378 - 1.52731
-1.2757

00O

7.7. Polos, ceros y la respuesta temporal

A continuacién examinaremos algunas propiedades fundamentales de los po-
los y ceros de la funcién de transferencia de un sistema, y su influencia sobre
las caracteristicas de la respuesta de un sistema lineal.

Consideremos una funcion de transferencia de la forma general:

[T~ (s — Bi)
H(s) = K=" 02 (7.88)
[Ti=i(s — )
donde a; € Cy 3; € C. Si suponemos que no hay valores de [ y de ¢ tales que
op = B; entonces, B1,82,...,8m ¥ Q1,Q9,...,qy, son los ceros y los polos de la
funcién de transferencia, respectivamente. El grado relativo, antes definido es
Ny Sn—m.

Estaremos particularmente interesados en aquellos ceros ubicados en el eje
imaginario o en su cercania, y en aquellos polos ubicados en el semiplano derecho.
Los polos y ceros ubicados en estas regiones juegan un rol fundamental en la
dinamica del sistema.

Una clase especial de funciéon de transferencia es aquella que tiene todos
sus ceros y sus polos en el semiplano izquierdo (SPI) del plano complejo .
Tradicionalmente éstas se denominan funciones de transferencia de fase
minima. Sin embargo, de aqui en adelante usaremos este nombre para referir-
nos simplemente a funciones de transferencia sin ceros en el semiplano derecho
(SPD), que tengan o no polos en él. Diremos que un cero tiene fase no minima
si se encuentra ubicado en el SPD cerrado, de otra forma se denominara cero
de fase minima. Si hablamos de una funcién de transferencia estable nos
referimos a que todos sus polos se ubican sobre el SPI abierto; si decimos que
inestable, es porque al menos uno de sus polos se encuentra en el SPD cerrado.
Los polos en si mismos también se pueden denominar estables o inestables, si se
encuentran dentro o fuera del SPI abierto,respectivamente .

A continuacién examinaremos la influencia sobre la respuesta transiente de
un sistema de los polos y ceros de su funcién de transferencia.

3En ocasiones, por abuso de lenguaje, los ceros de fase no minima también se les denomina,
ceros inestables, dado que se encuentran en la regién del plano s en que los polos son inestables.
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7.7.1. Polos

Como el lector recordara de sus cursos de matematicas, una funcién racional
siempre puede descomponerse en fracciones parciales, tal es el caso también de
la funcién de transferencia de un sistema en la variable s. Cada uno de los
términos de esta expansién contiene ya sea un polo real simple, un par de polos
complejos conjugados o multiples combinaciones de polos repetidos. Por tanto,
para conocer el efecto de los polos en la respuesta transitoria de un sistema
basta conocer el efecto ocasionado por los polos de primer y segundo orden y
su interaccion.

Un polo de primer orden contribuye a la descomposiciéon en fracciones par-
ciales, en general, con un término de la forma:

Ky
T18+ ].

Hy(s) = (7.89)
Mientras que un polo de segundo orden contribuye a la expansién con un

término:
Ky

2
(s) Y (8> 41
Wn, Wn

Cada polo genera un término especifico que coincide justamente con cada uno
de los modos naturales en la respuesta del sistema a un impulso en la entrada.
Estos modos estdn presentes también en la respuesta a cualquier entrada al
sistema (excepto en casos muy excepcionales cuando hay coincidencia de polos
con ceros). El tipo de modo natural asociado a cada polo de un sistema depende
de la ubicaciéon de éste sobre el plano complejo , exactamente equivalente a la
ubicacion de cada frecuencia natural A sobre un plano complejo, como se vio en
el Capitulo 3. Para ilustrar esto podemos apreciar en la Figura 7.7 las diferentes
respuestas a impulso de un sistema que tiene por funcién de transferencia:

Hs(s) = (7.90)

Hy(s) = (7.91)

para los polos ubicados sobre el eje real, y

1
(s = (a+bj)) (s — (a— b))

para los polos complejos, que aparecen emparejados con su conjugado.

En virtud de estas analogias es que nos referiremos, en general, como polos
rapidos a aquellos que se encuentran mas alejados del limite de estabilidad que
los demaés polos del sistema. Esto es equivalente que considerar que la respuesta
transiente asociada a estos polos desaparece mas rapido que aquella asociada
a los otros polos, tal como puede apreciarse en la Figura 7.7 al comparar la
respuesta a impulso de un sistema con un polo en p; = —4 con las demés.
Por otro lado llamaremos polos dominantes o polos lentos a aquellos que se
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Figura 7.7: Respuesta a impulso de diferentes sistemas de acuerdo a la ubicacién
de sus polos en el plano complejo
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encuentran en el SPI abierto, pero més cercanos al limite de estabilidad que el
resto de los polos de sistema. Esto equivale a decir que el transiente asociado
a los polos dominantes decae maés lento que los demas modos naturales, como
también puede apreciarse en la figura 7.7, para el polo en p;.

Por ejemplo, si tenemos un sistema cuyos polos estdn ubicados en (—1; -2+
j6; —4; =5+ 43), podemos decir que el polo dominante es —1 y los polos répidos
son los que se encuentran en —5 =£ j3.

7.7.2. Ceros

En general, el efecto de la ubicacion de los polos en la dindmica de un
sistema puede entenderse sin demasiada dificultad dada su directa relaciéon con
la estabilidad y las caracteristicas generales de la respuesta del sistema. De hecho
en la literatura sobre sistemas y su estabilidad se puede encontrar mucha mas
informacién que la aqui detallada.

Por el contrario, el efecto de los ceros en el anélisis del comportamiento de
un sistema a menudo ha sido subestimado. Sin embargo, en los ultimos anos se
ha retomado el estudio del efecto de los ceros sobre la respuesta de un sistema,
que ahora son reconocidos por su importancia, por ejemplo, al definir criterios
de diseno de sistemas de control.

Es asi como, mientras que los polos de un sistema estan asociados a la
presencia de sus modos naturales aislados, los ceros reflejan de algin modo la
interaccién entre éstos, por ejemplo, en el caso en que la salida de un sistema
estd formada por la suma de modos naturales diferentes. Ademds, a pesar que
la ubicacion de los polos determina los modos naturales de un sistema, es la
ubicacién de los ceros la que determina la proporcion en que los modos aparecen
combinados en la salida. En estas combinaciones los modos naturales toman
diferente fuerza, pudiendo ser su efecto, en algunos casos, casi imperceptible.
De hecho, la ubicacién relativa de polos y ceros tiene directa relacién con los
conceptos de observabilidad y controlabilidad, como se detalla en el Capitulo
10.

A continuacion se presenta un ejemplo ilustrativo.

| |
\ |
| - K !
> |
! s+1
U(s) : Y(s)
E—— —:—>
|
|
|
I > aK :
: 5+2 I
|
|

Figura 7.8: Sistema con interaccién aditiva entre dos estados
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Ejemplo 7.10. Consideremos el sistema de la Figura 7.8, cuya funcion de
transferencia sistema estd dada por:

K aK
Y(s) = .
(s) (s+1+5+2) U(s) (7.93)
1+a)s+(2+a)
G(s) =K 7.94
(5) (5+1)(s+2) (7.94)
Este sistema tiene sus polos en s = —1,—2 y un cero en s = 752_:1“). Es

decir, la ubicacion estd directamente relacionada con el peso de cada uno de los
modos naturales en la respuesta del sistema, por ejemplo, a un tmpulso unitario
en la entrada:

y(t) = K(e™' + ae™?) (7.95)
Si tomamos un valor pequeno, o = 0,1, la funcidn de transferencia es:

(s + 1,909)

G(s)=11K—FF—— 7.96
(5) (s+1)(s+2) ( )
En ésta puede observarse la cercania del cero al polo en s = —2. La respuesta
a 1mpulso serd en este caso:
y(t) = 1,1K (e " 4 0,1~ %) (7.97)

En que se aprecia la pequena magnitud con que aparece el modo natural mds
rapido. Es decir, el cero a medida que se acerca al polo en s = —2 produce
una cuast-cancelacion , que serd total cuando o« = 0. En este ultimo caso
definitivamente no aparece este modo natural en la salida del sistema, ya que el
polo ha sido cancelado, y la funcion de transferencia se ha reducido a:

K
G(s):s+1

Invitamos al lector a estudiar el caso andlogo cuando a alcanza valores muy
grandes y cudl es su efecto sobre el otro modo natural del sistema. Ademds
puede analizarse qué sucede con el sistema cuando el pardmetro a toma valores
negativos. ;Qué pasa sia=-1oa=-2 7%

(7.98)

00O

Al igual como antes se definieron los polos rapidos y lentos de un sistema,
pueden definirse de manera andloga los ceros rdpidos y lentos. Ceros rapidos son
aquellos que estan més alejados del limite de estabilidad que los polos dominan-
tes del sistema, por otro lado los ceros lentos son aquellos que se encuentran
mas cerca del limite de estabilidad que los polos dominantes del sistema. Para
apreciar el efecto de los ceros presentamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 7.11. Efecto de los ceros en la respuesta a escalon.
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Respuesta

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 45 5
Tiempo [s]

Figura 7.9: Efecto de la ubicacion de los ceros sobre la respuesta a escalén

Considere un sistema cuya funcion de transferencia es:

—s+c
c(s+1)(0,55+1)

H(s) = (7.99)

Esta estructura de la funcion de transferencia permite estudiar el efecto de
la ubicacion de un cero en la respuesta del sistema sin alterar la ubicacion de
los polos ni la ganancia a continua.

En este sistema observamos dos modos naturales: et y e~ 2t. El primero
de éstos estard casi ausente de la respuesta a medida que ¢ se acerca a —1.
Algo andlogo sucede para el segundo modo a medida que ¢ se acerca a —2. Esta
situacion de cuasi cancelaciones también fue mencionada en el ejemplo anterior

La situacion mds general se aprecia en la figura 7.9. En ella, se indica el
valor de ¢ al lado de cada una de las respuestas graficadas. Podemos apreciar que
un cero rdpido, i.e. |c| > 1, no afecta significativamente la respuesta transiente.
Cuando el cero es lento y estable obtenemos un gran overshoot, mientras que
cuando es lento, pero inestable, el undershoot es el que crece en magnitud. El
efecto de los ceros puede parecer demasiado critico en este ejemplo, en que ambos
superan el 400 %, sin embargo, el lector puede verificar que puede ser ain mayor
si el cero es mas cercano el origen.

t

([

7.7.3. Respuesta inversa o contrarespuesta (undershoot)

La Figura 7.3 en la pagina 167 sugiere que existen casos en los que, en la
presencia de una excitacion mayor que cero, la respuesta del sistema se hace
negativa durante algtiin lapso de tiempo no despreciable. Este comportamiento
también aparece en la Figura 7.9. Un resultado muy fuerte es el siguiente.

Lema 7.1. Considere un sistema lineal estable con funcion de transferencia
H(s), y con un cero real en s = ¢, donde ¢ > 0, entonces la respuesta a un
escalon positivo se hace negativa durante uno o mds lapsos no despreciables.
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Demostracion
La respuesta del sistema estd dada por:

Y(s)=H(s)— ; K>0 (7.100)

FEntonces:

H(s)5 = /00 y(t)e s dt; R{s} >0 (7.101)
s 0

Note que la region de convergencia queda determinada, por un lado, por el
hecho que el sistema es estable, por lo cual la transformada de h(t) estd bien de-
finida para R{s} > 0 y, por otro lado, por el hecho que la respuesta a un escaldn
estd bien definida para R{s} > 0. En consecuencia, la region de convergencia
para y(t) es R{s} > 0.

Si ahora, en la ecuacion (7.101), hacemos s = ¢ (note que, por ser ¢ > 0,
estd en la region de convergencia) obtenemos, aplicando el hecho que H(c) = 0:

H(c)5 = /Oo y(t)e " dt =0 (7.102)
¢ 0

Como la integral es cero, y e~t > 0, Vt, necesariamente y(t) debe ser nega-
tiva en uno o mds intervalos de tiempo.
oo

El lema precedente se puede generalizar para cualquier entrada u(t) acotada,
pues en dicho caso U(s) no posee polos en el SPD abierto, y la demostracién
continta siendo valida. En lo medular, el lema justifica y asegura la presencia
de undershoot, como el sugerido en la Figura 7.3 en la pagina 167. Sin embargo,
este comportamiento inverso se puede manifestar en diferentes formas, tal como
ilustra la Figura 7.10.

15
c 1 [ 1
ke} kel
3 S 05
3 3
s 05 s O
S b
7] » -0.5
[ [0
=3 >
Q 0 o 1
7] [
[0 [0
o 0C_15
-0.5 -2
0 5 10 15 0 2 4 6
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 7.10: Distintas formas de respuesta inversa
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7.7.4. Sistema candnico de segundo orden

Para el caso de un par de polos complejos conjugados, es usual estudiar un
sistema canonico estable de segundo orden con la funcién de transferencia:

2

w’I’L
PR (7.103)

H(s) =

donde £ (0 < € < 1) es conocido como el factor de amortiguamiento y wy,, como
la frecuencia natural no amortiguada. También definimos, para uso futuro, la
frecuencia natural amortiguada, wgy, como:

wg = wpy/1— &2 (7.104)

Este sistema tiene dos polos complejos conjugados, s1 y so, definidos por:
512 = —bwp T jwg = wypeI ™A (7.105)

donde  es el angulo definido por cos 5 = £.
Para este sistema, la transformada de Laplace de su respuesta a escalén
unitario estd dada por:

w2 w2

Y(s) = (32+2§w:s+wg)s = [(8+£wn)’g+w3]s (7.106)

Realizando una expansién en fracciones parciales se llega a:

_ 1 _ s+ &wp . Ewn
Y(s) = s (s+&wn)? + w2 (s+&wp)? + w? (7.107)
_ro 1 e St w (7.108)

(s + Ewp)? + w? (s + &wy)? + w?

5 \/1—¢&2
Aplicando, finalmente, la transformada de Laplace inversa obtenemos:

e—Ewnt

y(t) = 1_7T@

Las caracteristicas principales de esta respuesta aparecen en la Figura 7.11,
donde yoo =1y Ty = 27/wy.

Podemos también calcular los indicadores descritos en la Figura 7.3 en la
pagina 167.

sen(wqt + 5) (7.109)

Tiempo de levantamiento. Para este caso, usamos k, = 1 (refiérase a la

Figura 7.3 en la pdgina 167) obteniendo:
e_gwnt'r
Téﬂ Sen(Wdtr + 5) =0 (7110)

De aqui se llega a:
t, = (7.111)
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A A
N Jwq Yoo + My ==~ ¢
: Wn) :
t > L Ty
—Ewn i P
‘ b
i b
.
1 o
K==l —jwa - -

Figura 7.11: Localizacién de los polos y respuesta a escalén unitario de un sis-
tema candnico de segundo orden.

Sobrerrespuesta (overshoot). La méxima sobrerrespuesta, My, y el instante
en el cual éste ocurre, t,, pueden ser calculados derivando y(t), y luego
igualando a cero esta derivada:

dy(t) =— et [—&wn, sen(wgt + B) + wq cos(wat + B)] (7.112)

dt /1—¢2

Asi, tenemos que wqgt, = 7 y el instante en que ocurre la sobrerespuesta,
ty, €es:

D>
s Td

ty=—=— 7.113

D Wy 2 ( )

A su vez, la magnitud de la sobrerespuesta estd dada por:

_ m&wn

e wa _ =t

My =lly) =1 = =g senlr + ) =e e (7.114)
Las expresiones anteriores sugieren que un valor pequeno para £ genera
un tiempo de levantamiento pequeno, al costo de una gran sobrerespuesta.
También podemos apreciar que la velocidad de decaimiento y, como con-

secuencia, el tiempo de asentamiento, estan determinados por el producto
&wy, (corresponde a la magnitud de la parte real de los polos).

Aunque este sistema canénico parece ser un caso muy particular, ocurre que
con frecuencia, y en distintas aplicaciones, el sistema bajo estudio estd dominado
por un par de polos complejos conjugados. Por otro lado, las formulas desarro-
lladas para calcular los indicadores de la respuesta a escalén no son aplicables a
sistemas no candnicos; sin embargo, los conceptos asociados tiene validez con-
ceptual.
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7.8. Relaciones entre las transformadas de La-
place y de Fourier

Al terminar este capitulo observamos que hemos desarrollado una forma de
describir las senales y los sistemas lineales de tiempo continuo, usando una trans-
formada alternativa a la de Fourier, descrita en el Capitulo 6. Es, por lo tanto,
de interés precisar similitudes y diferencias. Para estos efectos, consideraremos
una senal h(t), la que puede corresponder, como caso especial, a la respuesta de
un sistema a un delta de Dirac, con condiciones iniciales iguales a cero. Deno-
taremos por Hr(jw) y por H.(s), las transformadas de Fourier y de Laplace,
respectivamente. El andlisis comparativo arroja los siguientes resultados:

R.1 La transformada de Fourier, cuando existe, requiere conocer h(t) V¢ € R.
En cambio, la transformacién de Laplace s6lo requiere conocer h(t), Vt > 0.
Se debe agregar que algunos autores definen la transformada de Laplace
bilateral, la que estd también dada por (7.1), pero con el limite inferior
de la integral igual a —oo.

R.2 La transformacién de Fourier requiere que |h(t)| sea acotado V¢t € R. En
cambio la transformacién de Laplace sélo requiere que exista un nimero
o € R, tal que |h(t)e™7"| esté acotado V¢ > 0. En rigor, la transformada
de Fourier existe aunque |h(t)| no sea acotada, siempre que el conjunto de
puntos donde esto ocurra tenga medida cero [38]. Una afirmacién anédloga
se puede hacer para la transformacién de Laplace.

R.3 Si h(t) es acotada, pero no converge a cero para t — £00, entonces su
transformada de Fourier contiene deltas de Dirac en frecuencia. Ese no es
el caso de la transformacion de Laplace.

R.4 Si |h(t)| es integrable, lo cual implica que converge a cero para t — 0o, y
si ademds h(t) = 0, Vt < 0, entonces

Fint)} = Hr(gw) = L{AD} =, = He(w) (7.115)

R.5 Si h(t) no es absolutamente integrable, pero Hx(jw) existe, entonces la
relacién (7.115) no se cumple, aunque h(t) = 0 V¢ < 0. Esto ocurre, por
ejemplo cuando h(t) es la respuesta a impulso de Dirac de un sistema
lineal, con condiciones iniciales iguales a cero y con una o mas frecuencias
naturales no repetidas en el eje imaginario. Estas condiciones dicen que
H_(s) tiene polos en el eje imaginario, digamos en s = jwi, jwa, ..., jwp,
y que Hr(jw) contiene deltas de Dirac en esas mismas frecuencias.

R.6 Si se cumplen las condiciones especificadas en R.5, es posible obtener

Hr(jw) a partir de He(s). Para ello basta expandir H.(s) en fracciones
parciales y luego considerar en forma separada las fracciones asociadas a
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polos en el eje imaginario. Para ellas se usan los siguientes resultados:

A
L1 {"} = Age? @t p(t) (7.116)
s — Jwe
Ay
Jwet — _
F{ A pu(t) } p—— + A0 (w — wy) (7.117)
donde
Ap= lim (s —jwe)He(s) (7.118)
s—jwy

Ejemplo 7.12. Suponga que un sistema tiene la funcion de transferencia dada
por

8(s+1)(s+2)
s(s+4)(s2+4)

donde se observa que el sistema tiene un polo estable y tres polos en el eje

H(s) = (7.119)

imaginario, en s =0, s = j2 y s = —j2. Al expandir en fracciones parciales se
obtiene 06 1 0,2—j1,4 024514
Y —U,2 — 71, Y JL
H _ z 7.120
Ly Ry (7.120)

Por lo cual

—-0,6 1 -02—-3514 —-02+j14
= + — + mo(w) + / /
Jjw+4  jw Jw —j2 Jw+ 52
+7{(—=0,2 - j1,4)0(w —2) + (—0,2+ j1,4)0(w +2)} (7.121)

Hr(jw)

00O
La ecuacién precedente permite inducir la férmula general para estos casos,
la que resulta ser:

Hr(jw) = He(gw) + 7Y Ad(w — wy) (7.122)
(=1

donde A, estd dada por (7.118) y {jwi1,...,Jwp} son los polos de H(s) en el
eje imaginario.
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7.9. Problemas para el lector

Problema 7.1. Determine la transformada de Laplace de las siguientes fun-
ciones:

(1) y(t) = Acos(wt + @)

(i) y(t) =te™™  en quea >0
1 0<t<l
2t 1<t<?2
-3+t ;2<t<3
0 it >3

() oy =5

(ii)  y(t) =

Problema 7.2. Para los siguientes sistemas:

@ IO Gy

(id) djgg“ dfgﬁ” + dcylt(t) +3y(t) = dzt(t) — uf(t)
(i) d29f+?%9—6mw=u@

(iv) d2§%+md£ﬂ+1mmw=1mmm

7.2.1 Determine su funcion de transferencia,
7.2.2 Determine si son o no estables,
7.2.3 Determine y grafique su respuesta a impulso, y

7.2.4 Determine y grafique su respuesta a escalon.

Problema 7.3. Considere un sistema definido por su ecuacion diferencial:

dy(t)  dy(t)
dt? dt

+y(t) = d:;t(t) + 3u(t)

7.3.1 Determine la funcion de transferencia del sistema.

7.3.2 Determine la salida del sistema a entrada cero y condiciones iniciales
9(0) =1 y y(0) = —1. Grafique.

7.3.3 Determine la salida del sistema si la entrada es u(t) = p(t) — pu(t — 2).
Grafique.
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Problema 7.4. Para el sistema:

d2y(t dy(t
d:Zg ) + 7735 ) +10y(t) = «

du(t)
dt

+ Bu(t)

7.4.1 Determine condiciones sobre o y [ de manera que en la respuesta a
impulso aparezca solo el modo natural dominante.

7.4.2 Siu(t) =0,a =1y B =1 determine la condiciones iniciales de manera
que el la respuesta homogénea solo aparezca el modo natural dominante.

7.4.3 Repita los dos puntos anteriores, pero para el modo rdpido del sistema.

Problema 7.5. Considere el circuito de la Figura 7.12.

e — | velt
(el L€ (t)

Figura 7.12: Circuito RLC

7.5.1 Determine la funcion de transferencia considerando como entrada la fuen-
te de voltaje e(t) y como salida el voltaje en el condensador ve(t)

7.5.2 Si R =1000 [Q?], C = 1000 [uF] y L = 0,1 [H], determine la respuesta a
un escalon de 5 [V] en e(t).

Problema 7.6. Se sabe que la respuesta de un sistema lineal a un escalon
unitario en su entrada (con condiciones iniciales iguales a cero) estd dada por:

g(t) = (2 2074 + te~*)u(t)

Determine la funcion de transferencia del sistema.

Problema 7.7. Considere el siguiente modelo no lineal:

d?y(t)
dt?
Linealice el sistema en torno a un punto de operacion (uqg,yq), determine

su funcion de transferencia y analice la evolucion de los polos cuando ug €
[-0,5,0,5].

dy(t)
d

+ 2 +0,1u(t)?] + 6y(t) = u(t) + 0,1e74®
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Problema 7.8. Considere la siguiente funcion de trasferencia de un sistema:

s2+13s+30
3 +4s2 —7s—10

H(s) =

7.8.1 Haga un esquema con la ubicacion de todos los polos y ceros del sistema
en el plano complejo s, clasificdndolos de acuerdo a su velocidad (lentos y
rdapidos).

7.8.2 Determine la respuesta del sistema si se somete a un impulso unitario en
la entrada.

7.8.3 Determine la salida del sistema si las condiciones iniciales son §(0) =1,
9(0) =0 e y(0) = =2.

Problema 7.9. Considere la siguiente funcion de transferencia de un sistema
que depende de un pardmetro K > 0:

K(s+1)
2—s+1+K(s+1)

G(s) =

7.9.1 Determine para qué rango de valores del pardmetro K los el sistema es
estable.

7.9.2 Haga un esquema en el plano complejo de como varia la ubicacion de los
polos al variar el pardmetro K (por ejemplo, para K =0,0,5,1,2 ).

7.9.3 Para cada uno de los valores de K considerados en 7.9.2 determine y
grafique la respuesta del sistema a un escaldn unitario (con condiciones
iniciales iguales a cero).

Problema 7.10. Dado el sistema definido por su funcion de transferencia

—5+ b2

G(s) = 52 4+ bs + b2

7.10.1 Determine la respuesta del sistema si la entrada es un impulso unitario
y las condiciones iniciales son cero.

7.10.2 Determine la respuesta del sistema a un escalon unitario, con condicio-
nes iniciales cero.

7.10.3 Determine los pardmetros de la respuesta a escalon de la Tabla 7.1, y
verifiquelos graficando la simulacion para algunos valores del parametro b.
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Problema 7.11. Determine la respuesta e escalon de los siguientes sistemas
definidos por su funcion de transferencia y con condiciones iniciales cero, y
grafique para algunos valores de los pardmetros a,b, c, K > 0

. _ _K(sta)

(’L) G](S) - (5+0,)(5+K)

) _ K(-s+a)(-s+b)

(1)  Ga(s) = (s+a)(s+b)(s+K)

_ K(=sta)(=s+h)(=s+0)
(744) Gs(s) = (s+a)(s+b)(s+c)(s+ K)

¢ Que puede decir del efecto de los ceros sobre la respuesta del sistema?

Problema 7.12. Una forma de verificar el grado relativo de la funcion de
transferencia de un sistema es a través de su respuesta a escalon. Demuestre que
st p(t) es la respuesta a un escalén de un sistema con funcion de transferencia
G(s), entonces:

— =0 = grado relativo de G(s) > 2
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Capitulo 8

Analisis bajo excitaciones
arbitrarias. La
transformada Zeta

De los métodos disponibles para el estudio de los sistemas lineales dindmicos,
de tiempo discreto, uno en particular resulta ser especialmente 1til: la Trans-
formacién Zeta. Esta puede entenderse como el andlogo, en tiempo discreto, de
la transformada de Laplace estudiada en el Capitulo 7.

Las principales ventajas de este método se pueden resumir en lo siguiente:

= Permite el andlisis de sistemas lineales estables e inestables.
= Se puede aplicar a una vasta gamas de senales no acotadas.
= Permite incluir las condiciones iniciales del sistema.

= Transforma a la ecuacién recursiva del sistema en una expresién algebraica,
que resulta simple de manejar.

8.1. Definicion de la transformada

Dada una senal de tiempo discreto  f[t], 0 <t < co. La transformada Zeta
asociada a f[t], y su transformada Zeta inversa estédn definidas por:

Z{f} = Fle) =) flH)="" (8.1)
t=0
Z7HF[2]} = flt] = %jng[z]szz (8.2)
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La curva cerrada I' sobre la que se calcula la integral compleja que define
la transformada Zeta inversa (E.2) es tal, que debe encerrar a todas las sin-
gularidades de Y[z] [06]. La fundamentacién de estas afirmaciones se desarrolla
en el Apéndice E. También se incluyen en ese apéndice las propiedades més
importantes de la Transformacion Zeta.

En este capitulo nos concentraremos en el uso de esta transformacién para
el andlisis de sistemas lineales de tiempo discreto.

8.2. Aplicacion a sistemas lineales: la funcion de
transferencia

8.2.1. Definicion y propiedades de la funcion de transfe-
rencia

Como ya hemos visto, una gran cantidad y variedad de sistemas de interés,
pueden ser modelados en forma lineal. Esto se consigue linealizando la o las ecua-
ciones de recursién que describen el comportamiento del sistema en el tiempo
(ver Capitulo 1), en torno a un punto de equilibrio o mds generalmente, en
torno a un punto de operacion. Para el caso de sistemas de una entrada y una
salida, el proceso de linealizacién desemboca en la obtencién de una ecuacion
de recursién, la ERS, de la forma general:

Yyt + an—1y[t = 1]+ ... + ary[t —n+ 1] + agy[t — n] =
bnult] + bym—qult — 1]+ ... + byuft — m + 1] + bou[t —m] (8.3)

con aqg y by diferentes de cero.

Cuando se aplica transformacion Zeta a la ERS se puede usar una de las
propiedades en el Apéndice E, la que nos indica que la transformada de una
senal desplazada en el tiempo puede expresarse como:

Z{ylt —to]} = Y[z]z™" +y[—Lz""t + 4 y[—to+ 1z +y[—to] (8.4)

donde t, € N.
Si aplicamos esta propiedad a la ERS (8.3) tenemos que:

Y[2] + an 127 Y[2] ... + a1z " TY [2] + agz Y [2]
=0, Ul2] + ...+ bz ™U[2] + f(z 1, z,) (8.5)

donde f(z7!,x,) es una funcién que depende de la variable z y de las n condi-

ciones iniciales de la salida ylt], expresadas como y[—1], y[—2], ... y[—n].
Dada la naturaleza lineal del sistema debe cumplirse que:
Fz"hao) = [Pz %0 (8.6)

donde p(z~!) es un vector que contiene polinomios en z~! y x, es un vector
que contiene las condiciones iniciales ya mencionadas. Esta estructura es una
expresién de la linealidad del sistema (homogeneidad y superposicién respecto
de las condiciones iniciales).
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Nota 8.1. Note también que se ha supuesto que u[—1] = u[-2] = ... =
u[—m] = 0. Esto no es restrictivo, porque siempre es posible encontrar una se-
cuencia de entrada uft], no nula ¥Vt < —m, tal que y[t] satisfaga las condiciones
iniciales establecidas. ([

Para ilustrar estas ideas, consideramos un ejemplo en donde ademas anali-
zaremos algunas alternativas para el calculo de la transformacién inversa.

Ejemplo 8.1. Considere un sistema con la ERS:

y[t] — 0,7yt — 1] + 0,1y[t — 2] = 0,8uft — 1] (8.7)
Suponga que la entrada es un escalén unitario, es decir, ult] =1, Vt >0, y
que las condiciones iniciales son y[—1] = 2 e y[—2] = —1. Nos interesa calcular
la evolucidn de la salida y[t], ¥Vt > 0.
Solucion

Aplicamos transformada Zeta a la ERS, obteniendo:

Y[zl = 0,7 (27 'Y [2] + y[—1]) + 0,1 (27 2Y [2] + 2~ 'y[-1] + y[-2])
=0,82"'U[2] (8.8)

FEsto lleva a:

078Z_1 (057 - O’lz_l)y[—l] — 071y[_2]
Yzl = 8.9
=1z 0,72=1 + 0,122 g 1-0,72-1 40,122 (8.9)
Entonces, para este ejemplo:
-1 _ —1\To _ - -1 y[—l]
fzh o) =[Pz %6 = [0,7 0,12 0,1] y[-2] (8.10)

Reordenando de manera de obtener polinomios en z en vez de polinomios en
271, y reemplazando las condiciones iniciales, se llega a:

0,82 1,522 — 0,22
Vi — ) U ) ) 8.11
X 2 W e oy (8.11)
Yu[2] Yz [2]

donde Y, [z] e Y.[z] denotan las transformadas de la respuesta a entrada con
condiciones iniciales iguales a cero y de la respuesta a condicion inicial, con
entrada cero, respectivamente.

De manera de hacer mds simple el cdlculo de la transformada Zeta inversa,
y al igual que en el caso de la transformada de Laplace (Capitulo 7), usamos la
expansion en fracciones parciales:

0,82 z 4 _ 4 n 2 (8.12)
(2z—05)(z—02)z—1 3(z—02) 3(z—05) z—1 '
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Ast, podemos utilizar la Tabla E.2 en la pagina 464 para obtener la trans-
formacion inversa:

4
bl = 5 (02 = O5) ) ple— 1)+ 2t 1] 5 V20 (8313)
Andlogamente:
1,522 — 0,22 3 1 11
Y.[z] = : : =—— 8.14
ol2] (z—=05)(z—10,2) 2 15(z—0,2) + 12(z — 0,5) ( )
Aplicando transformacion inversa se llega a:
3 1 t—1 11 t—1
Ye[t] = = 6[t] — —=(0,2) " p[t — 1]+ —(0,5)" " “p[t—1] ; VE>0 (8.15)
2 15 12
Finalmente, la respuesta completa es y[t] = yu[t] + y=[t].
Sin embargo, una forma alternativa para calcular y[t] es la siguiente:
0,8z 1,52 - 0,2
Vig = ’ ! ! 8.16
SR e v e R e e ) D
5 5 2
_ _ 8.17
Z[15(z0,2) 6(z — 0,5) +,21} (8.17)
z 5z 2z
_ _ 8.18
3(z—0,2) 6(z—0,5) + z—1 (8.18)
Al aplicar ahora transformacion inversa se llega a:
1 ¢ 0 t
ylt) =2+ §(0,2) - 6(0,5) ;7 V>0 (8.19)

Lo que se ha hecho en esta sequnda forma de calcular Z=! {o} es aprovechar
la presencia de un factor z en el numerador. Asi las fracciones parciales pue-
den, en el paso siguiente, recibir de vuelta ese factor z. Este proceso evita un
corrimiento temporal en la transformacion inversa, ya que, como puede verse
en el Apéndice F:

zZ—a

1
z-1 { : } —atult] £ 27 { } —aluft—1  (8.20)
z—a
El lector puede comprobar que ambas expresiones obtenidas previamente para

y[t] son equivalentes y corresponden a la serial en la Figura 8.1.

00O
Volvamos ahora a considerar la forma general de la ERS y supongamos
condiciones iniciales iguales a cero. Entonces tenemos que:

Y[z] = H[2]U|#] (8.21)
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t

Figura 8.1: Salida y[t] para el Ejemplo 8.1.

Donde se define la funcién:

(8.22)

que se forma con los polinomios que contienen los coeficientes de la ecuacion
(8.3) original:

Alz] = 2™(2" + an12" 7+ + ap) (8.23)
Blz] = 2" (bynz™ 4 by—12™ " 4.+ bo) (8.24)

La definicién de los polinomios A[z] y B[z| acusa la presencia de una can-
celacion. En realidad, se ha elegido esta forma para los polinomios de modo de
incluir los tres casos posibles: n < m, n = m y n > m. Para clarificar esto
ilustraremos los tres diferentes casos.

Ejemplo 8.2 (Caso n < m). Sea la ERS:
ylt] — 0,8y[t — 1] + 0,4y[t — 2] — 0,1y[t — 3] = 0,2u[t — 3] — 0,7Tult — 4] (8.25)

En este caso, n =3, con ap_1 =as = —08,a,_2=a; =04 ya,_3=ag=
—0,1 Por otro lado m = 4, con b,, =by =0, by,_1 =b3 =0, b,_o =by =0,
bn-3=01=02y byp_g=0>by =—0,7

Entonces, la funcion de transferencia es:

220,22 — 0,7) 0,2z — 0,7

H[z] = — 8.26
12 (25— 0,822+ 04z —0,1)  2(2° — 0,822 + 0,4z — 0,1) (8.26)

tod
Ejemplo 8.3 (Caso n =m). Sea la ERS:
y[t] — 0.8y[t — 1] + 0,dy[t — 2] — 0,1y[t — 3] = 0,2u[t — 2] — 0,7ult — 3] (8.27)

En este caso también n = 3, con an—1 = az = —0,8, ap—2 = a3 =04 y
an_3 = ag = —0,1 Por otro lado m = 3, con b,, = b3 = 0, by,_1 = by = 0,
bp—a =b1 = 0,2, y bpm—3 =by = —0,7
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Entonces, la funcion de transferencia es:

23(0,22 — 0,7) 0,2z — 0,7
His = ) ) _ ) ) 8.28
2] 3(2% — 0822 + 0,4z — 0,1) 23— 0,822 + 0,42 — 0,1 (8.28)

00d
Ejemplo 8.4 (Caso n > m). Sea la ERS:

y[t] — 0,8yt — 1] + 0,4y[t — 2] — 0,1y[t — 3] = 0,2ult — 1] — 0,7ult — 2] (8.29)

En este caso nuevamente n = 3, con an_1 =az = —0,8, a,_ s =a1 =04 y
an—3 = ag = —0,1 Por otro lado m = 2, con b, =bs =0, b1 =01 =02 y
bm—o = by = —0,7

Entonces, la funcion de transferencia es:

230,22 — 0,7) 2(0,2z — 0,7)

H[z] = - 8.30
2] 22(5 — 0,822+ 04z — 0,1) 23— 0,822 1 0,4z — 0,1 (8.30)

00O

En lo sucesivo, supondremos que los polinomios B[z] y A[z] son coprimos,
es decir, todos los factores comunes en H|z] han sido eliminados por cance-
lacién. Los grados de B[z] y Alz] seran redefinidos como m y 7 respectiva-
mente.

La funcién racional H|[z] es la funcién de transferencia en el dominio
Zeta. La representacion (8.22) es muy 1til para describir caracteristicas y pro-
piedades de un sistema tales como estabilidad y velocidad, ademéas de entregar
informacion para el diseno de sistemas de control, filtros y otras aplicaciones.

A continuacién repetiremos algunos conceptos ligados a la definicién de la
funcién de transferencia de un sistema. Son los mismos que para el caso de la
transformacién de Laplace y su reiteracion esta orientada a enfatizar los aspectos
comunes existentes en el dominio del tiempo continuo y en el dominio del tiempo
discreto. Asi, definimos entonces los siguientes términos.

(i) Lasm raices de la ecuacién B[z] = 0 son los ceros del sistema. Ellos hacen
ademds que H[z] = 0.

(ii) Las n raices de la ecuacién A[z] = 0 son los polos del sistema. Ellos hacen
ademds que H[z] — oc.

(iii) Si Alz] = 0 tiene n; raices en z = A, decimos que el polo A; tiene multi-
plicidad n; .

(iv) La diferencia de grado entre A[z] y Blz], es decir, m — n se denomina el
grado relativo del sistema.

(v) Sim < n decimos que el modelo es estrictamente propio. Esto implica
que el grado relativo del sistema es positivo.
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(vi) Si m = 7 decimos que el modelo es bipropio. Esto implica que el grado
relativo del sistema es cero.

(vii) Sim < 7 decimos que el modelo es propio .

Note que el polinomio A[z] corresponde al polinomio caracteristico de la
ERS, multiplicado por z¢, donde ¢ € N tiene un valor que depende del caso
especifico. De esta forma, el conjunto de los polos de H|[z] incluye un conjunto
de ¢ polos en el origen més las frecuencias naturales que se pueden calcular de
la ERS.

La definicién nos ayudardn a apreciar la forma en que se relaciona la salida
de un sistema con su entrada, tal como pone en evidencia la definicién (8.22).
Sin embargo, la simplicidad reside en que la relacién se establece mediante la
funcién racional H|[z], es decir, los desplazamientos temporales han desapareci-
do. Si bien para llegar a esta relacién las condiciones iniciales se han supuesto
iguales a cero, sabemos que en el caso de sistemas estables, su efecto se extingue
exponencialmente en el tiempo. Ademas, la ERS siempre se puede reconstituir
a partir de la funcién de transferencia, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.5. Considere un sistema lineal de tiempo discreto, con funcion de
transferencia

Y[zl 05(2+1,5)
Hlz] = Ulz]  22(22 — 0,32 +0,4) (8:31)

Se desea reconstruir la ERS que relaciona la entrada ult] con la respuesta

ylt]

271, multiplicando y dividiendo por z~

Para ese propdsito, primero llevamos a H|[z] a un cociente de polinomios en
4. con lo que se obtiene

Y]  0,5(27+1,527%)
Ulz] 1-0,32"140,422
—= (1-0,32"14042")Y[2] = 0,522 + 1,52 HU[2] (8.32)

H[z] =

Finalmente, al aplicar la propiedad (8.4) en sentido inverso, se llega a:
ylt] — 0,3y[t — 1] + 0,4yt — 2] = 0,5u[t — 3] 4+ 0,75u[t — 4] (8.33)

En forma similar a aquella que se utilizé en el andlisis de Fourier, la funcién
de transferencia puede ser definida en base a la respuesta a impulso, con condi-
ciones iguales a cero. Si recordamos como se definié la funcién de transferencia
H{z] al aplicar transformacién Zeta a la ERS del sistema (8.3), podemos escribir
la salida del sistema segun la ecuacién (8.21). Se puede apreciar que si a ambos
lados de esta expresién, se aplica transformacién Zeta inversa (vea la Tabla E.1
en la pagina 463), tenemos que:

Y(z] = H[2]U[z] <= yl[t] = h[t] * u[t] (8.34)
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En que:
hlt] = Z7H {H[2]} (8.35)

Por lo tanto, podemos afirmar que:

La funcién de transferencia H|[z] de un sistema de tiempo discreto, definida
en (8.22), es igual a la transformada Zeta de la respuesta h[t] del sistema
a un delta de Kronecker en la entrada, cuando las condiciones iniciales son
cero.

A diferencia del caso de tiempo continuo, la funcién de transferencia H|z] es
siempre una funcién racional en z. La existencia de un retardo puro, digamos
de t, unidades, implica simplemente la existencia de t, polos en el origen.

La relacién entre la ERS, la respuesta a delta de Kronecker A[t] y la funcién
de transferencia H|[z] se describe en la Figura 8.2. A esos vinculos se ha agregado
la respuesta a escalén unitario, con condiciones iniciales iguales a cero, g[t].

H(z) @ g[t]

Figura 8.2: Relaciones entre ERS, funcién de transferencia y respuestas a delta
y a escalén.

8.2.2. Funcién de transferencia en dominios de Fourier y
Zeta

Cuando el sistema tiene frecuencias naturales en el disco unitario cerrado,
con la restriccién que aquellas frecuencias sobre la circunferencia unitaria sean
simples, las funciones de transferencia en ambos dominios existen. El elemento
comun es conceptual: en ambos casos, la funcién de transferencia es
igual a la correspondiente transformada de la respuesta a un delta de
Kronecker, con condiciones iniciales iguales a cero.

La definicién y la estructura de H|[z] parecen ser idénticas a la definicién
y la estructura de la funcién de transferencia en el dominio de Fourier, bas-
tando hacer una simple sustitucién de z por e/?. Sin embargo, esto no siempre
es correcto. La diferencia es que cuando el sistema tiene frecuencias naturales
(simples) sobre la circunferencia unitaria, la funcién de transferencia en Fourier
incluye deltas de Dirac en frecuencia (tal como se demuestra en el Apéndice
C). Esto se origina en el hecho que la respuesta a impulso del sistema contiene
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modos naturales que no decaen y para los cuales la integral que define la trans-
formada de Fourier existe sélo en el limite. En cambio, para el mismo sistema,
la funcién de transferencia en Zeta no contiene impulsos en frecuencia, debido
a que se puede elegir un radio de convergencia mayor que 1 (ver Apéndice E).

Ejemplo 8.6. Consideremos el sistema con la ERS:

y[t] — ay[t — 1] + a®y[t — 2] = a?u[t —1] (8.36)

donde 0 < a < 1.
La funcion de transferencia en el dominio de la transformacion Zeta es:

V3

CLTZ

2

—az+a?’

H.[2] = .

V|z| > 1 (8.37)
En cambio, en el dominio de Fourier, debemos distinguir dos casos:

(i) Casoa <1 :

En este caso, las frecuencias naturales estdn dentro del disco unitario
abierto, por lo tanto, los modos naturales son absolutamente sumables'

y la TFTD es:
4 V3 0
Hf[eﬁ} = PEGE f T (8.38)
En este caso:
Hz[e!] = Hz[Z]|._ o (8.39)

De esa forma, Hz(e?%) es también igual la respuesta en frecuencia del
sistema.

(ii) Casoa=1:
En este caso, las frecuencias naturales estdn sobre la circunferencia unita-
ria y los modos naturales combinados corresponden a una sinusoide. Mds

especificamente, la respuesta a un delta de Kromecker, con condiciones
iniciales iguales a cero es:

hlt] = sen(mt/3)u[t] (8.40)

En consecuencia (vea Tabla C.J en la pdgina 413, con 8, = 7/3) la TFTD
es:

Hzle) = % ( i 0(0+ 0, + 2¢m) — 6(0 — 6, —|—2£7r)>

l=—o0

TP a1

(8.41)

Se observa que en este caso, no se cumple (8.39).

1Recuerde que una secuencia f[t], definida V¢ € N es absolutamente sumable si y sélo si

2270 IF ] < oo
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(|

La relacion entre la transformacion de Fourier y transformacion Zeta se
estudia en mayor detalle en la Seccién §8.7.

8.2.3. Funcién de transferencia y respuesta en frecuencia

Considere un sistema con funcién de transferencia H|z]. Suponga que H|[z]
es estable, salvo por un conjunto finito de polos en la circunferencia unitaria.
Si la entrada a este sistema es uft] = e7%?, con |H[e/%]| < oo, entonces la
transformada Zeta de la respuesta es:

z edbo
Y[2] = H[] _ A Ly (8.42)

z — eibo z — eibo

donde Y;.[z] corresponde a la transformada Zeta de la respuesta natural. Enton-
ces y[t] = |H[el%]|ei(0t=¢(%))  donde ¢(6,) = £ H[el%]. Este resultado dice
que si la entrada al sistema es u(t) = cos(f,t), entonces la respuesta contie-
ne una sinusoide de la misma frecuencia, con amplitud |H[e’?]| y fase igual a
/ H[e?%)]. Esto es valido incluso si H|[z] tiene un (o mas) polo en z = e/% ya
que entonces |H[e7%]| tenderia a infinito, lo cual es consistente con el hecho
que la respuesta del sistema contendria una oscilaciéon de frecuencia 6,, pero de
amplitud creciendo polinomialmente en el tiempo (ver Problema 8.10.

La respuesta en frecuencia K[f] de un sistema lineal con funcién de trans-
ferencia H|z] se puede calcular reemplazando z por e7?.

8.3. Respuesta a impulso y respuesta a escalon.

Como ya hemos visto, la funcién de transferencia esta univocamente asociada
a la respuesta a impulso del sistema. Por otro lado, sabemos que si se aplica un
impulso a la entrada, la respuesta contiene solamente los modos naturales del
sistema; esto nos permite estudiar su comportamiento natural, independiente
de la senial de entrada (caracteristicas del transiente, velocidad de respuesta,
etc.) a partir del andlisis de la funcién H|z].

Andlogamente al caso de sistemas de tiempo continuo, la respuesta a escalén
es también usada para describir el sistema, aunque en este caso, ello no se debe
a la dificultad para generar el delta.

La definicién (8.22) nos permite expresar la respuesta a escalén unitario
del sistema como:

(8.43)

Lo cual, suponiendo que el sistema no tiene polos en z =1, corres-
ponde a:
Y[t] = Yoo + modos naturales del sistema (8.44)
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donde yo = HJ[1], en virtud del Teorema del Valor Final (ver Teorema E.2
en la pagina 461). Si el sistema es estable, entonces los modos naturales decaen
exponencialmente a cero, por tanto, la respuesta en estado estacionario esta dada
por la constante y... Note ademés que si H|[z] tiene uno o més ceros en z = 1,
entonces Yo, = 0.

Es conveniente recalcar que la respuesta a escalén unitario contiene los modos
naturales del sistema, por lo que revela aspectos fundamentales del comporta-
miento dindmico del mismo.

También es conveniente recordar que existe una relacién simple entre la
respuesta a escalén g[t] y la respuesta a delta de Kronecker hlt], dada por:

hlt] = glt] — glt — 1] (8.45)

Ejemplo 8.7. Considere el sistema definido por su ERS:
y[t] — 1,75y[t — 1] + 0,8y[t — 2] = —0,2u[t] + 0,25uft — 1] (8.46)

Su funcion de transferencia es:
Y[z]  —0,22% +0,252
Ulz] 22-1,752+10,8

La respuesta a delta de Kronecker puede ser calculada mediante la metodo-
logia usual, ya empleada en el Capitulo 7 en el contexto de sistemas de tiempo
continuo y la transformada de Laplace. Esa respuesta se obtiene al descompo-
ner H[z] en fracciones parciales de manera conveniente para poder obtener la
transformada Zeta inversa, con ayuda de la Tabla E.2 en la pdgina 464.

En MATLAB la funcién de transferencia en tiempo discreto, al igual que en
tiempo continuo, se define mediante el comando tf en el que se especifica un
tercer argumento correspondiente al tiempo de muestreo (ver Capétulo 11). Este
se mantiene indefinido, al hacer el tercer pardmetro igual a —1. De esta forma
la respuesta a delta de Kronecker y a escalon pueden obtenerse mediante los
comandos dimpulse y dstep, respectivamente. En la Figura 8.3 se muestran
las respuestas a delta de Kronecker y a escalon unitario para el sistema en
particular. Estas respuestas se obtienen con los siguientes comandos:

H[2] = (8.47)

MATLAB

>> H=tf([-0.2 0.25 0],[1 -1.75 0.8],-1)

Transfer function:
-0.2 z"2 + 0.25 z

z"2 - 1.75 z + 0.8

Sampling time: unspecified
>> subplot(2,1,1),stem(impulse(H))
>> subplot(2,1,2),stem(step(H))
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Figura 8.3: Respuesta a delta Kronecker y a escalén unitario para el Ejemplo
8.7.

oo

De igual forma que en el caso de tiempo continuo, en la respuesta a escalén de
sistemas de tiempo discreto puede definirse un conjunto de parametros que des-
criben ciertas propiedades de su dindmica. Sin embargo, en este caso, el calculo
de algunos de estos parametros se complica pues la variable independiente, el
tiempo ¢, es discreta. Asi, el hacer cero una derivada para calcular un méximo
o un minimo se hace dificil por dos factores: la derivada no esté definida y, por
otro lado, el cédlculo del instante asociado debe restringirse a valores enteros.

En la Figura 8.3 se muestra una respuesta a escalén unitario con condiciones
iniciales iguales a cero. Se observa que se pueden asignar los mismos elementos
caracterizadores que en el caso de tiempo continuo.

Un asunto de interés tiene que ver con el hecho que una senal cualquiera f[t]
(no sélo la respuesta a escalén o la respuesta a impulso), puede ser igual a cero
durante los primeros d instantes. Ello se explica con el siguiente analisis.

Sea una sefial f[t] con transformada F[z] dada por:

oy
3
xy

Flz] = (8.48)

BN
~
X
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donde Ay[z] y By[z] son polinomios de la forma:

Aple] = 2P +ap_12P .t anz (8.49)
Bi[z] = By2? + Byo129 + . 4+ Brz+ Bo; By #O (8.50)

para ndmeros enteros p y ¢ no negativos. Observe que dado que F'[z] debe poder
expresarse en serie de potencias no positivas de z, es necesario que p > q.

La expansién de F|[z] en potencias de z~! se obtiene dividiendo By[z] por
Ay[z], esto lleva a:

Fl2] = Bgz P + (By—1 — Bgp—1)z PHT7 1+ (8.51)

Esta ecuacién demuestra que el primer valor de f[t] distinto de cero ocurre
en el instante t = p — ¢, con f[p — q] = B4 El resultado principal se puede
resumir en el siguiente lema:

Lema 8.1. Considere una senal f[t] y su transformada F[z], cociente de poli-
nomios en z, con grado relativo d, entonces f[t] =0 para t =0,1,..d — 1

0oo

Cuando este lema se aplica a la respuesta a escalén unitario, con condiciones

iniciales iguales a cero, se deduce que ésta es cero en los primeros d instantes,

donde d es el grado relativo de la funcién de transferencia H|[z]. En rigor, el

Lema 8.1 se aplica al producto H[z]U[z], pero en este caso U[z] es =5, es decir,

su grado relativo es cero, por lo tanto el grado relativo de H[z]U|[z] es igual al
grado relativo de H|z].

8.4. Respuesta a condiciones iniciales y excita-
ciones arbitrarias.

De la misma manera que en la seccién precedente se obtuvo las respuestas
a impulso y a escalén del sistema, la transformada Zeta permite obtener la
respuesta del sistema cuando la entrada pertenece a un tipo maéas general de
senales. En esta tarea, las principales ventajas que tiene esta transformacion
sobre la transformacién de Fourier, son que se puede aplicar a una amplia gama
de excitaciones no acotadas, y que permite incluir el efecto de las condiciones
iniciales.

Consideremos primero un ejemplo.

Ejemplo 8.8. Considere un sistema con ERS:
ylt] + a1yt — 1] + aoy[t — 2] = byult — 3] + bou[t — 4] (8.52)

Entonces al aplicar la transformada Zeta (en el marco de la Nota 8.1 en la
pagina 195) se obtiene:
. b1273 + b0274
14 a2t +agz?

—ary[—1] — agz'y[-1] — azy[—2]
14+a1271 +ag22
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lo cual lleva a:

b b — -1 —2])22 — -1
Y[ = - 21Z+ 0 a4 —(aayl=1] + azy[2])2" — asy[-1]2 (8.54)
22(22 + a1z + az) 224+ a1z +as
Yu[2]=2Z{T(0,u[t]) } Yo [2]=Z{T(z,,0)}
00d

Este ejemplo permite inducir algunos resultados generales:

(i) Tanto la respuesta a entrada, y,[t] como la respuesta a condiciones inicia-
les, y,[t], contienen los modos naturales del sistema.

(ii) El denominador de Y,,[z] difiere del de Y, [z], no sélo debido al denominador
de Ulz], sino que ademds en un conjunto de polos en z = 0. Estos no
son frecuencias naturales del sistema, sino que se originan en que el
méximo retardo de u(t) en la ERS (8.3) es mayor que el méximo retardo
de la respuesta y(t) en la misma ERS. aplica la excitacién.

(i) La transformada Y, [z] contiene los polos de U|[z]; éstos explican la pre-
sencia de modos forzados, lo cual es consistente con lo planteado en la
subseccion 4.3.6 en la pagina 71.

(iv) Si el grado relativo de H|[z] es mayor que cero (como ocurre usualmente),
entonces y,,[0] = 0.

(v) Salvo para especiales valores de las condiciones iniciales, el grado relati-
vo de Y,[z] es cero, asi y,[0] # 0, lo cual lleva, salvo para esos valores
especiales, a que y[0] # 0.

8.5. Estabilidad

Hasta aqui hemos visto que la respuesta de un sistema que tiene una funcién
de transferencia H|z] es de la forma:

Yz = HEUE + YY) (zfitxt) (8.55)

Donde el valor de cada ay; depende de las condiciones iniciales, y donde
hemos supuesto que cada polo ubicado en z = )\;, tiene multiplicidad n;. Esta
suposicién implica a su vez que n; +ng + ... 4+ n, = n, donde n es el orden de
la ERS, es decir, es el niimero de autovalores del sistema.

Si recordamos la definicién de estabilidad, tenemos que un sistema es estable
cuando cualquier entrada acotada produce una salida también acotada, para
cualquier condicién inicial acotada. Si observamos la ecuacién (8.55) podemos
afirmar que la condicién necesaria y suficiente para que el sistema sea estable es
que los polos de éste, que aparecen en las fracciones del segundo término de la
ecuacién, den origen a senales que decaigan exponencialmente. Esto se traduce
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en que los polos del sistema deben tener magnitud estrictamente menor que uno,
es decir, deben estar ubicados sobre el disco unitario abierto (centrado en
el origen) del plano complejo . Es decir, para sistemas discretos, el limite de
estabilidad en el plano complejo es la circunferencia unitaria (centrada
en el origen).

Ejemplo 8.9. Consideremos un sistema con funcion de transferencia:

(z—0,2)
z23(z = 1)(z = 0,8)

H[z] = (8.56)

Esta funcidn tiene tres polos en el origen, que se originan en un retardo de
tres unidades y en la estructura de la ERS (vea ecuaciones (8.23) y (8.24)).
Estos polos sélo introducen retardos en los modos naturales. Los otros polos de
su funcion de transferencia estin ubicados en z = 1, y z = 0,8. Estos ultimos
polos corresponden a frecuencias naturales del sistema. Uno de éstos, el ubicado
en z = 1, no estd en el disco unitario abierto, sino que justo sobre el limite
de estabilidad. Por tanto el sistema no es estable. Se deja al lector el verificar
que una entrada constante, diferente de cero, produce una respuesta que crece
indefinidamente.

00O

8.5.1. Analisis de polinomios

Al igual que en el caso de sistemas de tiempo continuo, es posible estudiar
la estabilidad de un sistema de tiempo discreto analizando el polinomio deno-
minador de su funcién de transferencia, sin calcular explicitamente las raices de
ese polinomio.

Supongamos que el denominador mencionado sea un polinomio de la forma:

plz] = anz™ + an_12"" 4. 4 a0z Farz + ag (8.57)

Entonces se trata de determinar si existen o no raices de este polinomio cuya
magnitud sea igual o mayor que 1, o equivalentemente, si todas las raices estan
en el disco unitario abierto en el plano complejo . Diremos que los polinomios
que tiene esta propiedad son polinomios estables.

A semejanza de lo que ocurre en el caso de sistemas de tiempo continuo,
podemos aprovechar algunas propiedades del polinomio (8.57) para descartar
algunas situaciones. Dos de estas propiedades son especialmente ttiles.

Propiedad 1 El coeficiente a,,_1 cumple con:
n
a1 =—an ¥ A\ (8.58)
i=1

donde Ay, Mg, ...\, son las raices de p[z].
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Esta propiedad es directa al notar que el polinomio p[z] puede escribirse
como:

plz] = an H(z - \i) (8.59)

entonces, al expandir el producto (8.59) y observar el coeficiente que acom-
pana a la potencia (n — 1)-ésima de z, se obtiene (8.58).

Propiedad 2 El coeficiente ag cumple con:
ao = (=1)"an [[ N (8.60)
i=1

Esta propiedad también se puede demostrar expandiendo el producto
(8.59) y observando el término constante.

La primera propiedad dice que para que el polinomio p[z] sea estable, en-
tonces es necesario que |a,—1| < nla,| ya que cada raiz de p[z] debe tener
magnitud menor que 1. El resultado se obtiene al utilizar la desigualdad trian-
gular: el mddulo de la suma es menor que la suma de los mddulos.

La segunda propiedad dice que la estabilidad de p[z] exige como condicién
necesaria que |ag| < |ay|. Este resultado se obtiene al considerar que cada factor
Ai en (8.60) debe tener magnitud menor que uno.

Las dos propiedades precedentes ayudan a descartar algunos polinomios bajo
analisis. El lector debe recordar que estas propiedades son necesarias pero no
suficientes para asegurar estabilidad. También conviene tener presente que, a
diferencia del caso de tiempo continuo, un polinomio puede ser estable aunque
algunas de sus raices sean positivas; esto implica que los coeficientes de un
polinomio p|z] estable pueden ser positivos, negativos o cero.

Una vez superada la etapa de la inspeccién se requiere un método de andlisis
que proporcione una respuesta categérica sobre la estabilidad o inestabilidad del
polinomio. Una de las formas de realizar el estudio es transformar el problema
en uno en que podamos aplicar el algoritmo de Routh y, en general, todos los
resultados de la Seccion §7.6.1. Con este objetivo se puede usar, por ejemplo, la
transformacién bilineal:

z:w@w:z—i—l (8.61)

w—1 z—1

donde w es una variable compleja auxiliar. Si expresamos la variable w en
término de su parte real ( y su parte imaginaria 1, es decir w = { + ji) entonces
(8.61) se puede escribir como:

Cw+1l C+1+5y
w—1 (—=1+7j¢

(C+1)*+vy?
(C—1)2+y?

De la ecuacién (8.62) se puede ver que ¢ > 0 si y sélo si |z| < 1. También
se puede ver w estd en el eje imaginario ( ¢ = 0) si y sélo si z estd sobre la
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circunferencia unitaria (|z] = 1). Asi, si definimos la funcién racional P, (w)
como:
P,(w) =plz] (8.63)
=

entonces el polinomio p[z] tiene todas sus raices al interior del disco unitario
si y sélo si el polinomio numerador de P, (w) tiene todas sus raices al interior
del semi-plano izquierdo. Por lo tanto, podemos usar el criterio de Routh para
probar el polinomio numerador de P, (w) y asi estudiar la estabilidad de p[z].

Ejemplo 8.10. Considere el polinomio p[z] = 2% — 0,822 — 0,252 +0,2. Se trata
de determinar si todas sus raices al interior del disco unitario. Para ello primero
calculamos Py, (w), obteniendo:

B 0,15w3 + 1,85w? + 4, 65w + 1,35
a (w—1)3

Luego aplicamos Routh al numerador de Py, (w), construyendo el arreglo:

Py (w) (8.64)

w3 0,15 4,65
w2 185 1,35
wl  4,5405

wl 1,35

Como no hay cambios de signo en la primera columna, sabemos que todos
los ceros de P,(w) estdn al interior del semi-plano izquierdo, lo cual implica

que todas las raices de p[z] estdn estrictamente al interior del disco unitario.
00O

El método de la transformacién bilineal, aunque efectivo, puede llegar a
ser muy engorroso para polinomios de grado elevado. También hace més dificil
estudiar problemas de estabilidad condicionada a parametros. Para evitar estos
inconvenientes, se puede utilizar un algoritmo o criterio alternativo desarrollado
por Jury.

Consideremos el polinomio en (8.57) y el arreglo de la Tabla 8.1. Este arreglo
se construye como se indica, paso a paso, a continuacién:

(i) La primera fila se construye directamente con los coeficientes de polinomio
original en orden descendente, i.e. v, ¢ =ap, L =n,n—1,...,0.

(ii) La segunda fila se construye a partir de la primera fila con los mismos
coeficientes, pero en orden ascendente.

(iii) La tercera fila es calculada a partir de las dos inmediatamente anteriores
de acuerdo a la siguiente formula:

1
Yn,n Yn,l—1 (= 1727.

o (8.65)
Ynn | Tn,0  Vnn—e+1

Tn—1n—t =

Note que esta fila tiene un elemento menos que las dos anteriores.
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z" Yr,n Yrn—1 Yrn-2 .- Yn,1 Yn,0
Tn,0 Tn,1 Tn,2 e Yn,n—1 Yn,n
-1
z" Yn—1m-1 Yn-1,n—2 Vn—-1,n—=3 ---  Yn—1,0
Yn—1,0 Tn—1,1 Tn—1,2 cor Yn—1mn-1
0
z 70,0

Tabla 8.1: Arreglo de Jury

(iv) La cuarta fila se construye a partir de la tercera fila con los mismos coefi-
cientes, pero en orden inverso.

(v) La quinta fila se construye a partir de las dos filas precedentes usando
(8.65) con los coeficientes correspondientes. Esta regla de construccién se
aplica también a todas las filas impares que siguen, hasta la (2n + 1)-
ésima, es decir, hasta calcular vp,9. En cada una de estas filas, el ntimero
de coeficientes se reduce en uno.

(vi) La sexta fila, as{ como todas las filas pares que siguen, se construyen con
los mismos coeficientes de la fila impar inmediatamente anterior, pero en
orden inverso.

Jury formuld un teorema de estabilidad cuyas condiciones se verifican usando
el arreglo de la tabla 8.1. El teorema se enuncia a continuacion, sin demostracion,
va que ella excede el marco de este texto. El lector interesado puede consultar

[23].

Teorema 8.1. FEl polinomio plz] dado en (8.57), con a, > 0, tiene todas
sus raices estrictamente al interior del circulo unitario si y solo si yge > 0
para £ =0,1,...,n—1. (|

A continuacién mostramos un ejemplo del algoritmo, tanto en su mecénica
como en sus potenciales aplicaciones.

Ejemplo 8.11. Considere el polinomio p[z] = 23 —0,522—0,642+0,32. Entonces
n=23, a, =1>0y el arreglo de Jury resultante se muestra en la Tabla §.2.

Los términos de la tercera, quinta y séptima fila se calculan siguiendo el
procedimiento general descrito precedentemente, asi:
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z? 73,3 =1 732 =—-05  731=-0,64 ~30=0,32
0.32 -0.64 -0.5 1
Z2 V2,2 = 0,8976 Y2,1 = 7072952 72,0 = *0,48
-0.48 -0.2952 0.8976
z' 411 =0,6409 ;0= —0,4531
—0,4531 0,6409
z% 0 = 0,3206
Tabla 8.2: Arreglo de Jury. Ejemplo 8.11
o032 1 —064| L1 05
227109320 1| 21T 10032 —05|° 72071032 —0,64
(8.66)
. log976 —048| 08976 —0,2952
V1,1 = 0,8976 —0,48 078976 v 1,0 = 0,8976 —0,48 _0,2952 (867)
1 0,6409 —0,4531
700 = 56400 ‘0,4531 0,6409 ’ (8.68)

Al aplicar el teorema de Jury observamos que y33 = az > 0 y que vz > 0,
V¢ € {0,1,2}. En consecuencia el polinomio p|z] tiene todas sus raices dentro

del disco unitario.

00O

Para apreciar el uso del algoritmo de Jury en estudios de estabilidad relativa
o condicional, consideraremos un ejemplo adicional.

Ejemplo 8.12. Sea un polinomio p[z] = 2*> +az+0,8. Se trata de estudiar bajo
qué condiciones este polinomio tiene sus dos raices con modulo menor que uno.
Note quen =2 ya, =a2=1>0.

Primero construimos el arreglo de Jury, el que aparece en la Tabla 8.5.

z? Vo2 =1 Y1 =a  7Y20=08
0.8 a 1

z! v1,1 = 0,36 Y1,0 = 0,2a
0,24 0,36

z° y,0=1- 1‘%

Tabla 8.3: Arreglo de Jury. Ejemplo 8.12
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El arreglo de la tabla muestra que la condicion requerida por el teorema de
Jury (v1,1 >0, v0,0 > 0) se cumple si y solo si —1,8 < a < 1,8.
ooad

8.6. Polos, ceros y la respuesta temporal

A continuacién examinaremos algunas propiedades fundamentales de los po-
los y ceros de la funcién de transferencia de un sistema de tiempo discreto, y su
influencia sobre las caracteristicas de la respuesta de un sistema lineal.

Consideremos una funcién de transferencia de la forma general:

H[z] = KM (8.69)

donde o; € C y 3; € C. Si suponemos que no hay valores de | y de ¢ tales que
a; = fB; entonces, B1,82,...,8m ¥ a1,Q9,...,q, son los ceros y los polos de la
funcién de transferencia, respectivamente (a estos tltimos hay que agregar los
d polos en el origen).

Estaremos particularmente interesados en aquellos ceros ubicados sobre la
circunferencia unitaria o en su cercania, y en aquellos polos al exterior del disco
unitario. Los polos y ceros ubicados en estas regiones juegan un rol fundamental
en la dindmica del sistema.

Una clase especial de funcién de transferencia es aquella que tiene todos
sus ceros y sus polos al interior del disco unitario en el plano complejo .
Tradicionalmente éstas se denominan funciones de transferencia de fase
minima . Sin embargo, a similitud de la nomenclatura usada en sistemas de
tiempo continuo, reservaremos ese nombre para referirnos simplemente a fun-
ciones de transferencia sin ceros fuera del disco unitario, que tengan o no polos
en él. Diremos que un cero tiene fase no minima si tiene magnitud mayor o, al
menos, igual a uno, de otra forma se denominaré cero de fase minima. Si ha-
blamos de una funcién de transferencia estable nos referimos a que todos
sus polos se ubican sobre el disco unitario abierto; si decimos que inestable, es
porque al menos uno de sus polos se encuentra fuera del disco unitario, o sobre
el borde de este tultimo. Los polos en si mismos también se pueden denominar
estables o inestables , si se encuentran dentro o fuera del disco unitario abierto,
respectivamente 2.

A continuacién examinaremos la influencia de los polos y ceros sobre la
respuesta transitoria de un sistema.

8.6.1. Polos

Las funciones que se originan al aplicar la transformacién Zeta a las ERS
de sistemas lineales, son funciones racionales y siempre pueden descomponerse

2En ocasiones, por abuso de lenguaje, a los ceros de fase no minima también se les denomina,
ceros inestables, dado que se encuentran en la regién del plano en que los polos son
inestables.
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en fracciones parciales. Cada uno de los términos de esta expansién contiene
ya sea un polo real simple, un par de polos complejos conjugados o multiples
combinaciones de polos repetidos. Por tanto, para conocer el efecto de los polos
en la respuesta transiente de un sistema basta conocer el efecto ocasionado por
los polos de primer y segundo orden y su interaccion.

Un polo de primer orden contribuye a la descomposicién en fracciones par-
ciales, en general, con un término de la forma:

_ Kl(l 7&)

Hl[Z] zZ—aQ

(8.70)
donde K; es la ganancia a continua.

Mientras que un polo de segundo orden contribuye a la expansién con un
término:

1 —2pcosb, + p?
22 —2zpcosf, + p?

donde K es la ganancia a continua.

En el Capitulo 4 se describié gréaficamente la relacién entre la ubicacion de
las frecuencias naturales (simples) y los modos naturales. Dado que los polos de
H|z], salvo aquellos ubicados en el origen, son iguales a las frecuencias naturales,
es conveniente repetir la descripciéon grafica de esa relacién.

Cada polo genera un término especifico que coincide justamente con cada uno
de los modos naturales en la respuesta del sistema a un impulso en la entrada.
Estos modos estan presentes también en la respuesta a cualquier entrada al
sistema (excepto en casos muy excepcionales cuando hay coincidencia de polos
con ceros). El tipo de modo natural asociado a cada polo de un sistema depende
de la ubicacién de éste sobre el plano complejo , exactamente equivalente a la
ubicacién de cada frecuencia natural A sobre un plano complejo, como se vio en
el Capitulo 4. Para ilustrar esto podemos apreciar en la Figura 8.4 las diferentes
respuestas a impulso de un sistema de un tnico polo.

En forma andloga a lo que ocurre con los sistemas continuos en el tiempo,
nos referiremos, en general, como polos rdpidos a aquellos que se encuentran
mas cercanos al origen del plano . Esto es equivalente a considerar que la
respuesta transitoria asociada a estos polos desaparece mas rapido que aquella
asociada a los otros polos, tal como puede apreciarse en la figura 8.4. Por otro
lado, llamaremos polos dominantes o polos lentos a aquellos que se encuentran
al interior del disco unitario, pero més cercanos al limite de estabilidad (cir-
cunferencia unitaria) que el resto de los polos de sistema. Esto equivale a decir
que el transiente asociado a los polos dominantes decae méas lentamente que los
deméas modos naturales.

Por ejemplo, si tenemos un sistema cuyos polos estdn ubicados en (—0,5; —0,6+
j0,6; —0,2; —0,2+ 50,3), podemos decir que los polos dominantes son —0,6+ 30,6
y el polo més réapido es el que se encuentra en —0,2.
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Figura 8.4: Relaci6n entre la ubicacién de los polos (de multiplicidad uno) y los
modos naturales (caso decreciente).

8.6.2. Ceros

En general, el efecto de la ubicacién de los polos en la dindmica de un sis-
tema puede entenderse sin demasiada dificultad dada su directa relacién con la
estabilidad y las caracteristicas generales de la respuesta del sistema. De hecho
en la literatura sobre sistemas y su estabilidad se puede encontrar mucha mas
informacién que la aqui detallada. Por el contrario, a menudo se ha subestima-
do el efecto de los ceros en el andlisis del comportamiento de un sistema. Sin
embargo, en los ultimos anos se ha vuelto a dar un vistazo al efecto de los ceros
sobre la respuesta de un sistema, que ahora son reconocidos por su importancia,
por ejemplo, al definir criterios de diseno de sistemas de control. Es asi como,
mientras que los polos de un sistema estan asociados a la presencia de sus modos
naturales aislados, los ceros reflejan de algin modo la interaccién entre éstos,
por ejemplo, en el caso en que la salida de un sistema estd formada por la suma
de dos modos naturales diferentes. Ademds, a pesar que la ubicacién de los polos
determina los modos naturales de un sistema, es la ubicacién de los ceros la que
determina la proporcion en que los modos aparecen combinados en la salida. En
estas combinaciones los modos naturales toman diferente fuerza, pudiendo ser
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Figura 8.5: Relacién entre la ubicacién de los polos (de multiplicidad uno) y los
modos naturales (caso no decreciente).

su efecto, en algunos casos, casi imperceptible. De hecho, la ubicacién relativa
de polos y ceros tiene directa relaciéon con los conceptos de observabilidad y
controlabilidad, como se detalla en el Capitulo 10.

Veamos esto a través de un ejemplo.

Ejemplo 8.13. Consideremos el sistema de la Figura 8.0, cuya funcion de
transferencia sistema esta dada por:

Y[z] o 1—a (0,3a: 4+ 0,2)z — (0,3 + 0,1)
Hiz] = = = 8.72
= e = 7205 Tao0s (2 — 0,5)(2 — 0.,8) (8.72)
Este sistema tiene sus polos en p1 = 0,5 y po = 0,8 y un cero en ¢ = ggié

Es decir, la ubicacion estd directamente relacionada con el peso de cada uno
de los modos naturales en la respuesta del sistema, por ejemplo, a un impulso
unitario en la entrada:

ylt] = a(0.,5)" + (1 — a)(0.8)" (8.73)

Si tomamos un valor de o cercano a cero, por ejemplo o = 0,01, la funcion
de transferencia es:
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! z—0,5
U@z L Y(2)
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| z2—0,8 |

| |

Figura 8.6: Sistema discreto con interaccién aditiva entre dos estados.

(z — 0,5074)

H[z] = 0,203 009

(8.74)

En esta puede observarse la cercania del cero al polo en z = 0,5. La respuesta
a tmpulso serd en este caso:

y[t] = 0,01(0,5)" +0,99(0,8)" (8.75)

En que se aprecia la pequenia magnitud con que aparece el modo natural mds
rapido. Es decir, a medida que el cero se acerca al polo en z = 0,5 se produce
una cuasi-cancelacion, que serd total cuando o = 0.

Invitamos al lector a estudiar el caso andlogo cuando « se acerca a 1 y cudl
es su efecto sobre el otro modo natural del sistema. Ademds puede analizar-
se qué sucede con el sistema cuando el pardmetro o toma valores negativos.
Qué pasa siav=—-1/3 oa=-2/3 ¢

([

8.6.3. Respuesta inversa o contrarespuesta (undershoot)

La Figura 8.3 en la pagina 204 sugiere que existen casos en los que, en la
presencia de una excitacion mayor que cero, la respuesta del sistema se hace
negativa durante algin lapso no despreciable. Existe un resultado andlogo al
Lema 7.1 en la pagina 182, respecto del rol de algunos ceros que estan ubicados
fuera del circulo unitario.

Lema 8.2. Considere un sistema lineal estable con funcion de transferencia
H[z], y con un cero real en z = ¢, donde ¢ > 1, entonces la respuesta a un
escalon positivo se hace negativa durante uno o mds lapsos no despreciables.
Demostracion

La respuesta del sistema estd dada por:

K>0 (8.76)
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FEntonces:

Kz > _
— = Syl Jz > 1 (8.77)
t=0

Note que la region de convergencia queda determinada, por un lado, por el hecho
que el sistema es estable, por lo cual la transformada de h[t] estd bien definida
para |z| > 1 y, por otro lado, por el hecho que la respuesta a un escalén estd bien
definida para |z| > 1. En consecuencia, la region de convergencia para y[t] es
|z| > 1.

Si ahora, en la ecuacion (8.77), hacemos z = ¢ (note que, por ser ¢ > 1,
estd en la region de convergencia) obtenemos, aplicando el hecho que H[c] = 0

H[c}% =Syl t =0 (8.78)

Como la suma es cero, y ¢t > 0, Vt, necesariamente y[t] debe ser negativa
en uno o mds lapsos, y positiva, el resto del tiempo.

El lema precedente justifica la presencia de undershoot, como el sugerido en
la Figura 8.3 en la pagina 204. Sin embargo, este comportamiento inverso se
puede manifestar en formas mas diversas, tal como se ilustra en la Figura 8.7.

MHMH

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Tiempo [s] Tiempo [s]

o
o .
Respuesta a escalon
o
o o
—e
ra—
-
_ .
—
p—
——

Respuesta a escalén
o

o
2

Figura 8.7: Ejemplos de distintas formas de respuesta inversa en sistemas dis-
cretos.

8.7. Relaciones entre la transformada Zeta y de
Fourier

Al terminar este capitulo observamos que hemos desarrollado una forma de
describir las senales y los sistemas lineales de tiempo discreto usando una trans-
formada alternativa a la de Fourier, descrita en el Capitulo 6. Es, por lo tanto,
de interés precisar similitudes y diferencias. Para estos efectos, consideraremos
una sefial h[t], la que puede corresponder, como caso especial, a la respuesta
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de un sistema a un delta de Kronecker, con condiciones iniciales iguales a cero.
Denotaremos por Hz[e’?] y por Hz[z], las transformadas de Fourier y Zeta,
respectivamente. El andlisis comparativo arroja los siguientes resultados:

R.1 La transformada de Fourier, cuando existe, requiere conocer h[t] V¢ € Z.
En cambio, la transformada Zeta sélo requiere conocer hlt], V¢t € N. Se
debe agregar que algunos autores definen la transformada Zeta bilateral,
la que estd también dada por (8.1), pero con el limite inferior de la suma
igual a —o0.

R.2 La transformacién de Fourier requiere que |h[t]| sea acotado Vt € R. En
cambio la transformacion Zeta solo requiere que exista un nimero p € R,
tal que |h[t]p~| esté acotado Vt € N.

R.3 Si hlt], es acotada pero no converge a cero para t — too, entonces su
transformada de Fourier contiene deltas de Dirac en frecuencia. Ese no es
el caso de la transformacién Zeta.

R.4 Si |h[t]] es sumable, lo cual implica que converge a cero para t — 00, y si
ademds h[t] = 0, Vt < 0, entonces

F{h[t]} = Hr[e’’] = Z{h[t]}|,_ .0 = Hz[e'"] (8.79)

R.5 Si h[t] no es absolutamente sumable, pero Hx[e?%] existe, entonces la re-
lacién (8.79) no se cumple, aunque hlt] = 0 V¢ < 0. Esto ocurre, por
ejemplo cuando hlt] es la respuesta a delta de Kronecker de un sistema
lineal, con condiciones iniciales iguales a cero y con una o mas frecuencias
naturales no repetidas sobre la circunferencia unitaria. Estas condicio-
nes dicen que Hz|[z] tiene polos en la circunferencia unitaria, digamos en
z = el% %2 . ei% y que Hrle’?] contiene deltas de Dirac en esas
mismas frecuencias (como se demuestra en el Apéndice app:aptrf).

R.6 Si se cumplen las condiciones especificadas en R.5, es posible obtener
Hz[e’?] a partir de Hz[2]. Para ello basta expandir Hz[z] en fracciones
parciales y luego considerar en forma separada las fracciones asociadas a
polos en la circunferencia unitaria. Para estas tltimas se usan los siguientes

resultados:
_ Agz .
Zl{z_@w}:Awm%M (8-80)
ot Agel? -
]:d {Age ,U[t]} = m + 7TA[ Z 5(9 - 9@ + 2k'7'l') (881)
k=—oc0
donde
A= lim (z—e%)Hz|[2] (8.82)
z—elf
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Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso de tiempo continuo (ver
Seccién §7.8), se puede concluir que la férmula general para obtener la transfor-
mada de Fourier de tiempo discreto, a partir de la transformada Zeta es:

Hrle’] = Hz[e’?] + 7 Z,,: (Ag i 5(0 — 0, + 21«@) (8.83)

/=1 k=—oc0

donde A, estd dada por (8.82) y {e’%1,... €%} son los polos de Hz|z] sobre la
circunferencia unitaria.
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8.8. Problemas para el lector
Problema 8.1. Determine la transformada Zeta de las siguientes funciones:

(7) y[t] = Acos(6t + ¢)
(i4) y[t] =ta™"
0 ;0<t<1
i) yl={1 ;

(i) ylt] = (-0,5)"

Problema 8.2. Para los siguientes sistemas:

(@) ylt] —ylt —1] = ult]
(i) ylt] = uft] —ult —1]
(144) y[t] — L4y[t — 1] + 0,48y[t — 2] = —0,08u[¢]
(iv) ylt] —ylt — 1] — L1t — 2] = —ut — 1] — 0,1u[t — 2]

8.2.1 Determine su funcion de transferencia,
8.2.2 Determine si son o no estables,
8.2.3 Determine y grafique su respuesta a delta de Kronecker, y

8.2.4 Determine y grafique su respuesta a escalon unitario.

Problema 8.3. Considere un sistema definido por su ecuacion recursiva:

y[t + 2] — y[t + 1] + 0,5y[t] = ult] — 0,5uft — 1]
8.3.1 Determine la funcion de transferencia del sistema.

8.3.2 Determine la salida del sistema a entrada cero y condiciones iniciales
y[—1] =1 y y[-1] = —1. Grafique.

8.3.3 Determine la salida del sistema si la entrada es ult] = ult] — plt — 2].
Grafique.

Problema 8.4. Si N es un numero entero positivo, entonces considere los
siguientes sistemas:

(promedio mdvil) y[t] = % (ult] + u[t = 1] + ... + uft — N])
(auto-regresivo) y[t] +y[t — 1] 4+ ...+ y[t — N] = ult]

8.4.1 Determine su funcion de transferencia,
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8.4.2 Determine sus polos y ceros,
8.4.3 Determine y grafiqgue su respuesta a delta de Kronecker, y

8.4.4 Determine y grafique su respuesta a escalon unitario.

Problema 8.5. Para el sistema:
ylt] + crylt — 1] + aoylt — 2] = Bult] — ut — 1]

8.5.1 Determine condiciones sobre ag, a1 y B de manera que el sistema sea
estable.

85.2 Siut] =0, sy = -1, a9 = 0,16 y § = 0, determine la condiciones
imiciales de manera que el la respuesta homogénea sélo aparezca el modo
natural dominante.

8.5.3 Si no se conoce ult] = 0, pero oy = —1, ag = 0,16, determine B de
manera que en la salida solo aparezca el modo natural mas rdpido.

Problema 8.6. Se sabe que la respuesta de un sistema lineal a un escalon
unitario en su entrada (con condiciones iniciales iguales a cero) estd dada por:

glt] = [05 — (0,4)t cos (g(t - 1))] m

Determine la funcion de transferencia del sistema.

Problema 8.7. Suponga que la respuesta de un sistema a un delta de Kronec-
ker en la entrada, con condiciones iniciales iguales a cero, estd dada por:

hlt] = 0,8 — 0,8 cos(0,27t)

Determine la funcion de transferencia del sistema, H[z]|, y compare con la
TFTD de h[t].

Problema 8.8. Calcule, si existe, la respuesta estacionaria de cada uno de los
sistemas cuya funcion de transferencia se indica, cuando la entrada es ult] =
cos(0,257t)

2 z—2
@) Hil] 22 ) Halz] =0, (z—0,5)(z — 0,4)
z z—0,5
) Hslel= 5517000 Y M= a55 08

Problema 8.9. Calcule y grafique la respuesta a escalén de un sistema cuya
funcion de transferencia estd dada por:

0,323+ 0,822 — 0,52 — 0,6
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Problema 8.10. Suponga un sistema con funcion de transferencia:

z—0,5

Hl[z] = (2 — ei03m)2(; _ =037 )2

Verifique que la respuesta a una sinusoide A cos(0,3wt) contiene una (o mds)
oscilaciones de la misma frecuencia, cuya amplitud crece polinomialmente en el
tiempo. Sugerencia: use MAPLE o MATLAB .
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Capitulo 9

Representacion grafica de
sistemas lineales

9.1. Ideas generales

La caracterizacién de la respuesta en frecuencia de un sistema lineal, asi co-
mo su funcién de transferencia obtenida con la transformacion de Fourier, la
transformacién de Laplace o la transformacion Zeta, son herramientas tutiles
para el anélisis, sintesis y diseno de sistemas dindmicos en sus distintas aplica-
ciones, tales como procesamiento de senales y control automatico, entre otras.
Estas herramientas han sido extensamente utilizadas a través de los anos y han
generado también una serie de formas especiales de representacion grafica.

En primer lugar, recordemos que la respuesta en frecuencia de un sistema
lineal y su funcién de transferencia evaluada en s = jw (0 s = /%) estén
caracterizadas por la misma funcién de la frecuencia' H(jw) (o H[e’?] la que,
en general, toma valores complejos. Esto es valido con independencia de si el
sistema lineal es estable o no. Si el sistema es estable, las expresiones coinciden
con la transferencia de Fourier respectiva. Una de las formas de representacién
més usuales se basa en graficos separados de la magnitud y la fase de H(jw), en
donde la frecuencia, w, es la variable independiente. La mas conocida y usada de
estas representaciones fue desarrollada por Hendrik Bode en los anos cuarenta
[4]. Por otra parte, también es posible representar H (jw) en un solo grafico inico
donde el eje de las abscisas corresponde a su parte real, y el eje de ordenadas,
a su parte imaginaria. Este se denomina diagrama polar o de Nyquist. En esta
ultima caracterizacion, la frecuencia queda implicita.

Finalmente en este capitulo introducimos la representaciéon en diagramas de
bloques, ampliamente usada en el dominio temporal, de Fourier, de Laplace y de
la transformada Zeta, dada su gran utilidad para representar sistemas complejos
mediante la interconexién de sistemas mas simples.

1Ver Lema 6.1 en la pégina 128.
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9.2. Diagramas de Bode

9.2.1. Tiempo continuo

Como ya hemos visto, un sistema de tiempo continuo puede ser caracterizado
por la funcién H(jw). El diagrama de Bode correspondiente a esta funcién
estd formado por dos gréaficos: uno que describe la evoluciéon de su magnitud
|H(jw)| como funcién de la frecuencia angular w, y el otro describe el dngulo
de la respuesta en frecuencia ZH(jw), también como funcién de la frecuencia
angular w.

Los diagramas de Bode son dibujados con ejes especiales:

= El eje de las abscisas es lineal en log;,(w), o logaritmico en w. Esto permite
una representacién compacta de la frecuencia en un gran rango de valores.

En este eje, la unidad es la década, que corresponde a la distancia en el
eje que separa a una frecuencia cualquiera w; y su multiplo 10w;. Una
unidad alternativa es la octava, que corresponde a la distancia entre wy y
2wy (doble de la frecuencia).

= La magnitud de la respuesta en frecuencia es medida en decibeles [dB], es
decir, se representa la funcién:

[H(yw)las = 20logo |[H(jw)] (9-1)

es decir, al igual que para la frecuencia, se utiliza un eje logaritmico en
[H (yw)]-

El uso de ejes logaritmicos proporciona varias ventajas, incluyendo preci-
sién para valores pequenos y grandes de |H (jw)|, facilidad para construir
aproximaciones simples para |H (jw)|qp, y el hecho que la respuesta en fre-
cuencia de sistemas en cascada puede ser obtenida sumando las respuestas
en frecuencia individuales.

= El dngulo es medido en una escala lineal en radianes o grados.

Los paquetes de software disponibles, tales como MATLAB , incluyen coman-
dos especiales para calcular la respuesta en frecuencia y dibujar los diagramas de
Bode. Sin embargo, es importante, para el manejo conceptual de la herramienta,
desarrollar la habilidad de hacer, en forma manual y rdpida, un bosquejo de esos
diagramas, 1tiles para el andlisis y el diseno de las propiedades de un sistema o
de una senal.

Para desarrollar estas ideas consideraremos una funcién de transferencia que
puede expresarse como un producto de funciones particulares, que llamaremos
factores candnicos, correspondientes a los siguientes tipos o clases:

Bl K
[B2] (1+Tyw)?, qe{-1;1}
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B3] (yw)?, qe {-1;1}

2
[B4] 1+2§‘Zj"+<iw>] ge{-L1},0<&< L

n

[B5] 7“7, 7>0

donde el exponente ¢ € {—1;1} describe las dos opciones para cada factor: su
presencia en el numerador o en el denominador de la funcién H(jw) dada.

A continuacién se presenta un ejemplo ilustrativo de descomposicién en fac-
tores canoénicos.

Ejemplo 9.1. Considere la funcion:

e—O,ljw(]w + 2)

H =6 9.2
) = O e DGR 4w+ D .
Entonces H(jw) puede re-escribirse como:
3) - (e7%) . (14+0,5
i) - ® () 1105 03
() - (L4 gw) - (1+2x 02525 4+ (22)
J 20T 5
([
Asi, en el caso general:
H(yw) =[] F(w) (9.4)
=1

donde cada uno de los factores elementales, Fy(jw), es una funcién perteneciente
a alguno de los tipos [B1] a [B5]. Entonces

|H(jw)lap = 20log,o [H(yw)| =Y 201og,o | Fe(yw)| = > [Fe(aw)las  (9-5)
(=1 =1
ZH(jw) =Y LFi(jw) (9.6)
/=1

Es decir:

= La magnitud (en dB) de H(jw) es igual a la suma de las magnitudes (en
dB) de Fg(]bu‘), Yy

= El dngulo de H(jw) es igual a la suma de los dngulos de Fy(jw).
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En consecuencia, para poder construir aproximaciones para una funcién de
transferencia arbitraria, es suficiente desarrollar aproximaciones para cada uno
de los cinco factores canénicos, [B1] a [B5]. Eso es lo que haremos a continuacion.

[B1]
En este caso F(jw) = K y su magnitud es exactamente:

|K|dB =20 loglo |K| (97)

es decir, es una recta horizontal. Por su parte, la fase es:

(9.8)

0 para K >0
180° para K <0

Asi, la fase de la respuesta en frecuencia también es una recta horizontal.

[B2]
En este caso F'(jw) = (1 + Tyw)9, donde ¢ € {—1;1}. Entonces:

|F(yw)|ap = 20q logyo V1 + T2w? = 10 ¢ logo(1 + T?w?) (9.9)
/F(jw) = q arctan(Tw) (9.10)

Podemos construir una aproximacién por trazos o asintotas para la magni-
tud, si observamos que:

1

w <K G = |F(yw)|as = 0 [dB] (9.11)
1

w > [ = |F(yw)|ap =~ 20qlog,y(|T|w) (9.12)

Esto significa que la magnitud de la respuesta en frecuencia de una funcién
tipo [B2] puede aproximarse por dos asintotas: una de baja frecuencia, con
pendiente 0 [dB/dec] y otra de alta frecuencia, cuya pendiente es 20q [dB/dec].
Estas asintotas se intersectan en w = 1/|T|. Cuando ¢ = —1, a esta frecuencia
la curva exacta pasa 10log;, 2 [dB] més abajo, ya que |F'(j/|T|)| = v/1/2. Se
suele usar la aproximacién 10log;, 2 ~ 3.

En la Figura 9.1 se muestra la aproximacion asintética y la curva exacta para
una funcién tipo [B2], con ¢ = —1, como funcién de la frecuencia normalizada
w|T.

La fase de la respuesta en frecuencia es mas dificil de aproximar de una
manera simple. Sabemos que para |Tw| < 1 la fase es aproximadamente cero
y que para |Tw| > 1, la fase es aproximadamente ¢, = 90 ¢ signo(T) [°]. Una
aproximacion aceptable puede ser construida por tres rectas:

= Una recta horizontal en 0 [°] en el rango de frecuencia (—o0;0,1/|T), es
decir, hasta una década antes de 1/|T|).
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Figura 9.1: Diagrama de Bode de magnitud (linea fina) y su aproximacién
asintética (linea gruesa) para una funcién tipo [B2], con ¢ = —1

= Una recta que une los puntos (0;0,1/|T]) v (10/|T|; ¢oo), es decir, desde
una década antes hasta una década después de 1/|T'|). Esta recta tiene
una pendiente de 0,5¢[°/dec] (para el caso con T > 0y g = 1, esta
pendiente es 45 [°/dec]),

= Una recta horizontal en ¢ en el rango de frecuencia (10/|T|,00). Asi, en
alta frecuencia, la fase tiende a 90¢[°] signo(T).

Esta aproximacion es exacta en w = 1/|T'|, donde la fase es 45¢[°].
En la Figura 9.2 se aprecia tanto la aproximacion asintética, como la curva
exacta para el caso ¢ = —1 y T > 0 . La frecuencia se ha normalizado a w|T|.

20

Fase [°]

Figura 9.2: Diagrama de Bode de fase (linea fina) y su aproximacién asintética
(linea gruesa) para una funcién tipo [B2], con g=—-1y T >0

[B3]

En este caso, F(jw) = (yw)?, ¢ € {—1;1}. La magnitud, en decibeles, estd dada
por:

|F(yw)lap = 20qlogq |w| (9.13)
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De esta forma, considerando que el eje de abscisas esté en escala logaritmica, la
magnitud es una recta con pendiente 20q [dB/dec].
La fase, en tanto, es:
ZF(jw) =90¢[°] (9.14)

que corresponde a una recta horizontal en 90 ¢[°].

[B4]
En este caso, el factor candnico es de la forma:

2749
1+2§i—” + (i“) ] (9.15)

en que ¢ € {—1;1} y 0 < £ < 1. Se trata de un factor de segundo grado,
determinado por dos pardametros: wy, y €.
La magnitud es:

2
w? w?
|F(3w)laB 220(]10%10\/(1— w) +4e—

n

n
w2 2 w2

Y el angulo de fase, para wy, > 0, es:

Fw) =

2Eww.
g arctan (cuf—a:? Yw < wy,
n

LF(jw) = (9.17)

28wwn,
90¢[°] + g arctan <2§ww2) Yw > wy,
w? — w2

Para construir una aproximacién por trazos o asintotas, primero observa-
mos que:

w <K w, = |F(jw)|ap ~ 0 [dB] (9.18)

w > w, = |F(jw)|as =~ 40qlog;, (ww) (9.19)

Asi, en baja frecuencia, la magnitud (en [dB]) puede ser aproximada por una
asintota horizontal en 0 [dB]. En alta frecuencia, la aproximacién asintética es
una recta de pendiente 40q [dB/dec| que pasa por el punto (w,, ; 0). Sin embargo,
la curva exacta puede ser muy distinta a la aproximacion asintética, dependiendo
del valor del parametro £. Esto se ilustra en la Figura 9.3, donde se muestran
las curvas exactas para £ = 0,01 y £ = 0,1. La flecha indica la direccién en la
que aumenta £. Note que en el caso limite, cuando & = 0, el diagrama tiende a
oo[dB], a la frecuencia w = wy,.

En general, el diagrama de magnitud exhibe, a la frecuencia w,, un pico
de resonancia M,., valor que puede calcularse usando los métodos clasicos del
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Figura 9.3: Diagrama de Bode de magnitud (linea fina) y su aproximacién
asintética (linea gruesa) para una funcién tipo [B4], con ¢ = —1
y dos valores de £.

Calculo. Para simplificar el desarrollo, usaremos la frecuencia normalizada v =
w/wy, y el hecho que para ¢ = —1, |F(jw)|sp alcanza el maximo a la misma
frecuencia v, a la que g(v) = (1—v?)? +4£21? alcanza el minimo. Asi, derivando
y haciendo igual a cero se obtiene:

dg(v)
dv

=2(1 — v} (—2v) + 8% =0 (9.20)
donde se observa que la resonancia ocurre exactamente en:

vp=+/1—-282 = w, = w,/1 — 2£2 (9.21)

Con esto, y la ecuacién (9.16), se obtiene:

1
2¢
Finalmente, en (9.21) se puede notar que el pico de resonancia existe para
q=—1siysélosié<1/v2.
La fase de una funcién de tipo [B4], dada por (9.17), se puede también

aproximar por asintotas, con la misma prevencion que en el caso de la magnitud:

la precision de la aproximacion asintética depende crucialmente del valor de &.
Ast:

M, = |F<]wr)| = (922)

WK w, = LF(jw) = 0] (9.23)

w> w, = LF(w) = 180¢[°] w, >0 (9.24)

De esta forma, la aproximacion asintética se compone de dos rectas hori-
zontales: una en 0 [°] y la otra en 180 ¢[°]. En la Figura 9.4 se presenta el caso

de ¢ = —1, donde se muestran dos curvas, para dos valores de £ (0,01 y 0,1).
En el grafico se indica, con una flecha, la direccién en que crece £. Note que a
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Figura 9.4: Diagrama de Bode de fase (Iinea fina) y su aproximacién asintética
(linea gruesa) para una funcién tipo [B4], con ¢ = —1, w,, >0

medida que crece &, la aproximacién asintdtica se hace cada vez mas inexacta,
contrariamente a lo que ocurre con la aproximacién asintética para la magnitud.

Si, en el factor [B4], el pardmetro w;, es negativo, la magnitud de la respuesta
en frecuencia se mantiene inalterada. Sin embargo, la fase cambia de signo. El
diagrama de Bode para la fase es entonces el reflejo especular, en torno a la
recta horizontal en 0 [°], de la caracteristica de fase para el caso w, > 0.

Siempre es posible refinar las aproximaciones inherentes en los diagramas
de Bode, en particular aprovechando herramientas como MAPLE que facilitan el
manejo de expresiones analiticas complejas. En este caso, es posible obtener la
pendiente exacta del grifico de la fase de H(jw) en la frecuencia de corte wy,,
que permitiria trazar una tercera asintota, de manera similar a la Figura 9.2.
El siguiente c6digo MAPLE establece supuestos sobre las variables ¢, w, w, v &,
luego define la funcién H(jw), obtiene la derivada respecto a ¢ = 10¥ (debido
a la escala logaritmica en el eje horizontal), y la evalia en w = w,, con w, > 0.

MAPLE

assume(q,integer) ;

assume (xi>0, omega>0,omega_n>0) ;

interface (showassumed=0) ;

H(omega) :=(1+2*xi*I*omega/omega_n+(I*omega/omega_n) "2)"q;
fase_H:=evalc(argument (H(omega)));

d_fase_H:=factor(diff (subs(omega=10"phi,fase_H),phi));
simplify(subs(phi=logl0(omega_n),d_fase_H));

V V V V V V VvV
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H(jw) = (1 + 250(;7“’) + (‘ZJ‘”) ) (9.25)

Wn,

sen (q arctan (

i gg (9.26)
)

2q§10¢ln(10)wn (w2 + (10%)?

fasey(yw) = arctan

cos (q arctan (

f 9.27
de (w3 = (109)2)* + <2§<1o¢>wn>2 20
El comando de la tltima linea del cédigo MAPLE nos da la respuesta:
d q In(10)  23¢q
il =17~ 9.28
0 faseH oo ¢ ¢ ( )
[B5]
En este caso, tenemos la funcién F(jw) = e~ ™%, 7 > 0, y por lo tanto:
[FOw) =1 < |F(w)las =0 (9:29)
LF(jw) = —wT (9.30)

Note que el retardo puro sélo introduce un angulo de fase lineal en frecuen-
cia; sin embargo, dado que los diagramas de Bode usan una escala de frecuencia
logaritmica, la fase no aparece como una recta, sino que como una curva expo-
nencial. Esto 1ltimo se debe a que la fase puede también escribirse como:

/F(jw) = —wr = —7110"810% (9.31)

La Figura 9.5 muestra el diagrama de Bode de fase en una escala de frecuen-
cia normalizada, lo cual permite entender por qué no existe una aproximacion
asintdtica sencilla para este caso.

Figura 9.5: Diagrama de Bode de fase para una funcién tipo [B5]
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(|
Con las aproximaciones para las clases [B1] a [B4], mas la representacién
exacta de la clase [B5], se puede construir una aproximacién global para una
funcién arbitraria H(jw) usando (9.5)-(9.6). De esa forma, la aproximacion,
tanto para la magnitud (en [dB]) como para la fase (en [°]) de H(jw) se puede
calcular sumando las aproximaciones para cada uno de los factores canénicos.
A continuacién bosquejamos una forma sistemética de construir esas apro-
ximaciones. Esto requiere tener presente las aproximaciones asintéticas de los
factores [B1]-[B4], que resumimos en las Tablas 9.1 y 9.2. Note que las asintotas
son rectas que se encuentran en puntos o frecuencias de quiebre.

’ Factor (£ € Z) Asintota 1 Asintota 2
K 20logo |K| [dB] VYw
(w)* 20¢1og,qw [dB]
YVw

(1+ gwT)" 0 [dB] 20¢log,(w|T|) [dB]

TeR Z Vw < oy Yo >
<1 1oelY (”")2) 0 [dB] 40¢1og, <i> [dB]

Wn Wn Wn
0<Ex1 Vw < wy Vw > wy

Tabla 9.1: Aproximaciones asintéticas de magnitud de factores basicos

Con estas asintotas se puede desarrollar un proceso constructivo, tanto para
magnitud como para fase. La contribucién de factores tipo [B1] y [B5] es agre-
gada al final en ambos diagramas. Lo mismo se aplica a la contribucién de un
factor tipo [B3] en el diagrama de fase. El procedimiento se desarrolla a través
de los siguientes pasos:

Paso 1 Escriba la funcién de transferencia, H(jw) como producto de factores
[B1]-[B5].

Paso 2 Seleccione el rango de frecuencias en el cual desea construir la aproxi-
macion asintética.

Paso 3 Anote para cada factor, los puntos de quiebre de sus asintotas asi como
la pendiente de ellas entre cada par de puntos de quiebre consecutivos.
Tome en inmediata consideracién los factores repetidos (tal como se ha
hecho en las Tablas 9.1 y 9.2).

Paso 4 En el diagrama de magnitud, dibuje la asintota® del factor (yw)’. Note

20bserve que en este caso, la asintota coincide con el diagrama exacto, tanto en magnitud
como en fase
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Factor (£ € Z) Asintota 1 Asintota 2 Asintota 3
K (1 — signo(K))90 [°]
Vw

(w)* 90¢ [°] VYw

(1+jwT)* 0[] 45¢1og, o (10w|T]) [°] 90¢ [°]
T>0 Vw<ﬁ ﬁ<w<% Vw>%

(1+jwT)* 0[] —45¢1log,,(10w|T)) [°] | —90¢ []
T<0 . Vw<ﬁ ﬁ<w<% Vw>%

<1 +oel% o (“’)2) 0[] 180¢ [°]
Wn Wn
0<e<1 Vw < wy Yw > wn

Tabla 9.2: Aproximaciones asintoticas de fase de factores bésicos

que esta asintota pasa por 0 [dB] en w = 1.

Paso 5 Avance en el eje de frecuencias hasta encontrar el primer punto de
quiebre y sume la pendiente correspondiente.

Paso 6 Proceda hasta el siguiente punto de quiebre y sume la nueva pendiente
que aparece a la pendiente acumulada. Repita hasta llegar al final del
rango de frecuencias elegido.

Paso 7 Desplace verticalmente el diagrama de magnitud en 20log;, |K|. Una
forma equivalente para esta operacion, es re-numerar el eje de ordenadas.

Paso 8 Si H(jw) incluye un factor (yw)¥, es decir, un factor tipo [B3], desplace
verticalmente el diagrama de fase en 90¢ [o]. Ademds, si K < 0, desplace
verticalmente el diagrama de fase en £180 [°].

Paso 9 Si H(jw) incluye un retardo, sustraiga la fase correspondiente del dia-
grama de fase.

Paso 10 Verifique que su resultado satisface las aproximaciones asintéticas,
tanto en magnitud como en fase, para frecuencias muy bajas (— 0) y para
frecuencias muy altas (— o00). Corrija, si es necesario.

Para ilustrar el procedimiento, desarrollamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.2. Considere la respuesta en frecuencia dada por:

8w —2)(gw+1)
HOw) = e 90w =9
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Lo primero que debemos hacer es re-escribir H(jw) como el producto de seis
factores (F1(gw) a Fs(yw)) candnicos del tipo [B1] a [B5]. Asi se obtiene

H(jw)= 0,5 (1-055w) (1+jw)(gw) ™" (140,1257w) 7" (1 - 0,255w) "
Fi:[B1]  Fy:[B2 F3:[B2] Fy:[B3] F5:[B2] Fs:[B2]

(9.33)

Diagrama de magnitud:

Supondremos luego que el rango de frecuencias de interés es [1072; 102].

Los puntos de quiebre asi como las pendientes entre dos puntos de quiebre
sucesivos se muestran en la Tabla 9.3. Observe que las pendientes se indican
como myltiplos de 20 [dB/dec]. En la dltima fila del cuadro se indica el efecto
neto de la contribucion de los distintos factores entre dos puntos de quiebre
sucesivos. Con los resultados de esa linea se pueden completar los Pasos 4 a 6 del
procedimiento bosquejado. Finalmente se incorpora el factor [B1], desplazando
verticalmente el diagrama en 20log,((0,5) =~ —6 [dB].

El grdfico superior de la Figura 9.6 muestra la aproximacion asintdtica lo-
grada asi como la curva ezxacta.

! [ (—oos1] [ (152 [ 4] [ (%8 [ (85100 |

Fy 0 0 1 1 1
F3 0 1 1 1 1
Fy -1 -1 -1 -1 -1
F5 0 0 0 0 -1
Fg 0 0 0 -1 -1
el + T ol [0 1]

Tabla 9.3: Contribucién de pendientes entre puntos de quiebre. Diagrama de
magnitud

Diagrama de fase:

A similitud del caso de la magnitud construimos un cuadro donde se espe-
cifica la contribucion, en pendiente de la fase, de cada factor, entre dos puntos
sucesivos. Las pendientes son maltiplos de 45 [o/dec]. El lector es invitado a re-
visar nuevamente la Tabla 9.2 para tener en mente las caracteristicas asintéticas
de cada factor.

La dltima linea de la Tabla 9.4 muestra el efecto acumulado de los factores F3
a Fg. Con esta informacion podemos ejecutar los Pasos 4 a 6 del procedimiento
bosquejado.

Para el Paso 8 apreciamos que el efecto del factor Fy sobre la fase es nulo,
ya que se trata de una ganancia positiva. En cambio, el factor Fy si afecta la
fase, desplazdndola en —90 [°].
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El diagrama asintdtico de fase resultante aparece en el grdfico inferior de la
Figura 9.6 donde también se indica la curva exacta.

[ [(=00;0,1](0,1;0,2]] (0,2;0,4] [ (0,4;0,8] | (0,8; 10] [ (10;20] [ (20; 40] [ (40;80] | (80; 100] |

Fy 0 1 1 1 1 0 0 0 0
Fy 0 0 1 1 1 1 0 0 0
Fs 0 0 0 1 1 1 1 0 0
Fg 0 0 0 0 1 1 -1 1 0
[Ac] 0 [ 1 ] o [ 1 [ o | 1 [ o] 1] o]

Tabla 9.4: Contribuciéon de pendientes entre puntos de quiebre. Diagrama de
fase.

00O

La complejidad de los sistemas, asi como la necesidad de precisiéon hacen que
el procedimiento descrito tenga un valor limitado. Por ello, es también impor-
tante dominar el uso de herramientas computacionales modernas. En particular,
MATLAB dispone del comando bode para calcular y dibujar exactamente estos
diagramas. Para la funcién del Ejemplo 9.2, primero la expandimos como co-
ciente de polinomios en jw, es decir:

8(jw)? — 8jw — 16

H{yw) = (Qw)+4(w)? — 32w

(9.34)

Entonces, los diagramas de Bode obtienen con el cédigo MATLAB :

MATLAB

>>H=tf ([8 -8 -16],[1 4 -32 0]);
>>bode (H) ;

Nota 9.1. FEuxisten ciertas ambigiiedades en la construccion del diagrama de
fase. Uno de esos casos es cuando debemos asignar dngulo a un ndmero real
negativo. En efecto, ese dngulo puede ser 180 [o] 0 —180 [o]. En el caso del factor
[B1], hemos optado por elegir 180 [o]. Este problema también aparece en relacidn
a otros factores, como por ejemplo, cuando debemos asignar dngulo a (jw)t,
{ € Z. Esta y otras ambigiedades se pueden manifestar en discontinuidades en
el diagrama de fase. FEl software MATLAB resuelve estos problemas a través del
comando espectal unwrap.
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Magpnitud [dB]

Fase [0]
|
L
o
T

~90 L
10

0

Frecuencia [rad/s]

Figura 9.6: Diagramas de Bode de magnitud y fase (linea fina) y sus aproxi-
maciones asintéticas (lineas gruesas) para la respuesta en frecuencia
del Ejemplo 9.2

9.2.2. Tiempo discreto

La respuesta en frecuencia de sistemas de tiempo discreto también puede
describirse graficamente usando diagramas de Bode; sin embargo, en este caso,
no tienen la misma utilidad por dos razones fundamentales:

a) La respuesta en frecuencia es periédica con periodo 2w, entonces la idea
de usar una escala logaritmica de la frecuencia para incrementar el rango
de descripcion, tiene utilidad limitada.

b) No se pueden construir aproximaciones simples, ya que aqui no aparecen
polinomios en jw, sino que polinomios en /9.

Sin embargo, es importante destacar que si consideramos una funcién H [e7%]
como la transformada de Fourier de una senal arbitraria h[t], el diagrama de
Bode describe la composicién espectral de la senal arbitraria h[t].

Para ilustrar el diagrama de Bode en tiempo discreto, desarrollamos el si-
guiente ejemplo.

Ejemplo 9.3. Considere la funcion:

0,2
€219 —1,5e79 40,7
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Para obtener la magnitud y fase de esta funcion compleja, primero es ne-
cesario aplicar la ecuacion de Euler ¢’ = cos(0) + jsen(f). Para facilitar el
trabajo algebraico, el siguiente codigo MAPLE permite obtener el modulo y el
dngulo de H[e??].

MAPLE

> H:=0.2/(exp(2*I*theta)-1.5%exp(I*theta)+0.7);

> abs(H);
> argument (evalc(H)) ;

4 0,2
|He]| = (9.36)
V/(—cos20 +1,5cos6 — 0,7)2 + (—sen 20 + 1,5sen 6)2
, 20 — 1,5send
/H[e"] = arct - : 9.37
[¢”"] = arctan (cos 20 —1,5cos 0 + 0,7 (9:37)

Se puede apreciar que las expresiones obtenidas no son simples de aproximar,
ya sea en baja o alta frecuencia, usando o no escala logaritmica en la frecuencia.
Sin embargo, en MATLAB , resulta muy simple obtener el grdfico de la magnitud
y el dngulo de la funcion H[e’%], usando el comando bode. Note que éste es el
mismo que se usa para tiempo continuo, por tanto se debe tener el cuidado
de definir la funcion de transferencia en tiempo discreto. Con los siguientes
comandos, MATLAB entrega los grdficos de la Figura 9.7, donde se aprecia un
limite superior de la banda de frecuencia en 0 = m, producto de la periodicidad
inherente al andlisis en frecuencia en tiempo discreto:

MATLAB

>> H=tf([0.2],[1 -1.5 0.7],1);
>> bode (H) ;

oo

9.3. Diagramas polares

Aunque los diagramas de Bode son una poderosa herramienta para el andlisis
y diseno, se requieren los dos diagramas para interpretar correctamente ciertas
caracteristicas del sistema. Una alternativa es utilizar un diagrama polar, en el
que la respuesta en frecuencia se representa en un sélo grafico, donde el eje de
abscisas corresponde a la parte real de H(jw) y el eje de ordenadas, a la parte
imaginaria de H(jw). En esta descripcidn, la frecuencia estd implicita (ésta es
la limitacién principal del diagrama polar).
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Bode Diagram

Magnitude (dB)

-90

-180

Phase (deg)

-270

-360
10

Frequency (rad/sec)

Figura 9.7: Diagrama de Bode en tiempo discreto (Ejemplo 9.3).

9.3.1. Tiempo continuo

Para introducir el tema consideraremos un ejemplo.

Ejemplo 9.4. La respuesta en frecuencia de un sistema de tiempo continuo
estd caracterizada por:

1
(Gw+3)((Hw)?+ 043w+ 1)
Si se evalia H(jyw) en un rango de frecuencias 0 < w < oo y dibujamos el

resultado en el plano cartesiano se obtiene el resultado que aparece en el dia-
grama de la Figura 9.8. Esta figura se obtiene con el siguiente cédigo MATLAB

H(jw) = (9.38)

MATLAB

>>H=tf(1,conv([1 3],[1 0.4 11));

>>w=logspace(-2,1,1000) ;h=freqresp(H,w) ;
>>plot(real(h(l,:)), imagCh(1,:)))

El mismo grifico se obtiene al reemplazar el iltimo comando por plot(h(l,:)).
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En la Figura 9.8 se han indicado adicionalmente algunos puntos que corres-
ponden a distintas frecuencias. Observe que wy < wo < wg < wy.

0.1 T T T T T T T T T

| ginarlia
o o
'S w
T T

Plarte ima
o

o

T

]

o

)
T

|
o
]
T

-0.8

_0.9 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
-05 -04 -03 -02 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Parte real

Figura 9.8: Diagrama polar. Coordenadas cartesianas (Ejemplo 9.4).

Aunque parezca curioso hablar de grificos polares, y describirlos en término
un grdfico cartesiano, es solo una cuestion de lenguaje. De hecho, el mismo
diagrama polar se puede dibujar en otras coordenadas. En realidad, eso es lo
que hace el comando polar de MATLAB . Asi, si usamos el codigo:

MATLAB

>>H=tf (1,conv([1 3],[1 0.4 1]));

>>w=logspace(-2,1,1000) ;h=freqresp(H,w) ;
>>polar(angle(h(1,:)), abs(h(1,:)));

se obtiene el grifico de la Figura 9.9.

oo
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90

180

270

Figura 9.9: Diagrama polar. Coordenadas polar (Ejemplo 9.4).

Del ejemplo precedente se puede entender que, dependiendo de la aplicacién,
por facilidad de lectura se prefiera uno u otro sistema de coordenadas.

Para hacer un bosquejo de un diagrama polar se debe examinar magnitud
y fase de la respuesta en frecuencia. El andlisis de la magnitud esta orientado a
determinar como evoluciona a medida que la frecuencia va desde 0 hasta co. Por
su parte, el andlisis de la fase permite saber cuales cuadrantes recorre el grafico,
va que ello sdlo es funcidn de la fase para w € [0,00). Siempre es conveniente
saber el comportamiento de la magnitud y la fase en alta y baja frecuencia, es
decir: 0 e co. Una forma alternativa es saber como evolucionan la parte real y
la parte imaginaria de la respuesta en frecuencia. Esta dltima descomposicion
también permite determinar en qué cuadrante del plano complejo se encuentra
el diagrama polar.

Para facilitar el analisis, examinaremos primero algunos casos simples. Estas
funciones no tienen la misma trascendencia que en el caso de Bode. La diferencia
radica en que el diagrama polar de una funcién complicada no puede obtenerse
por composicion simple de diagramas polares de funciones elementales, como
si se puede hacer al construir diagramas de Bode. El objetivo del estudio de estos
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casos es inducir una metodologia para la construccién de diagramas polares.
[P1] K
1
Tiw+1
[P3]  (w)?, ¢e{-1;1}
Jw : Jw
[P4] [() +2§w—+1

wn n

[P2]

-1
0<éE< 1, wy, >0.

[P5] e 79, 7>0
1

P6] ——  T>0
[P6] Jw(Tyw+1)

e~ JwT
P7 _—
[P7] Tiw+1

1

P8 v —
P8l op—a

Examinaremos, a continuacién, los rasgos principales del diagrama polar
para cada uno de los tipos bésicos.

[P1]
En este caso el diagrama polar es un tinico punto, Vw € R. Este punto corres-
ponde a (K,0).

[P2]
Podemos determinar la descomposicién cartesiana (partes real e imaginaria) y
la descomposicién polar (magnitud y fase). Asf:

1 wT
FOw) = W2T2+1 T2 41 (9-39)
1
|[F(w)| = VorT? 11 (9.40)
LF(jw) = —arctan(w|T|) T >0 (9.41)
I = arctan(w|T) T<0 '

Entonces, examinando la caracteristica de fase, se observa que el diagrama
polar recorre el cuarto cuadrante para 7' > 0 y el primer cuadrante si T' < 0.
Por otro lado la magnitud es monétonamente decreciente, desde 1 (para w = 0)
hasta cero (para w = 00); sin embargo, en este caso particular se puede decir algo
més, porque es ficil demostrar, usando (9.39) que las partes real e imaginaria
de F(jw) cumplen con

(R{F(w)} = 0,5)* + (I{F(yw)} = 0,25 (9.42)
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lo cual indica que el diagrama polar es una semi-circunferencia centrada en
(0,5;0) con radio 0,5. Esta semi-circunferencia estd en el cuarto cuadrante para
T >0y en el primero para T' < 0.

Note ademas que el valor absoluto de T' no afecta el diagrama, pues solamente
equivale a re-escalar la frecuencia, la cual se encuentra implicita como parametro
que hace recorrer la curva.

Ademds, de (9.41) vemos que la fase tiende a —90 signo(T) [°], es decir,
cuando w tiende a infinito, el diagrama polar tiende al origen, apegandose al eje
imaginario por abajo (T > 0) o al al eje imaginario por arriba (T' < 0).

Los diagramas polares correspondientes a 7' > 0 y a T' < 0 se muestran en
la Figura (9.10).

02 [— T
=00 =0 0.6
8 0 8
g g o4
&-0.2 I
£ E o2
£ 04 2
© ©
a Q) a0
[0) 1
-0.6 : 3 co2 =00 =0
-0.2
0 0.5 1 0 0.5 1
Parte real Parte real

Figura 9.10: Diagramas polares para el caso [P1].

[P3]
En este caso, F'(jw) = (yw)?. Esta funcién tiene parte real cero para g € {—1;1}.
Por lo tanto, el diagrama polar coincide con el eje imaginario (semi-eje superior
para ¢ = 1 y semi-eje inferior para ¢ = —1). La fase es 90q [°] Vw € RT. Para
valores de w tendiendo a cero, la magnitud tiende a infinito. Para w tendiendo
a infinito, la magnitud tiende a cero.

[P4]
En este caso conviene descomponer la funcién F(jw) en sus partes real e ima-
ginaria en la forma

2
w
F = n =
() (Jw)? + 28wpjw + w2
2 2

(w? — w2)w? , 26wl w

(%~ 2P+ A2 (P~ )P+ AR

(9.43)

La parte imaginaria de F(jw) es negativa Yw € R. Por lo tanto el diagrama
polar s6lo puede estar en el tercer y cuarto cuadrante. En cambio, la parte real
puede ser positiva o negativa, el punto de quiebre ocurre cuando w = w,,. Para
w < wy la parte real es negativa, lo cual indica que el diagrama polar esta en
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Parte Imaginaria

-10

—12 i i i i i i i
-6 -4 -2 0 2 4 6

Parte Real

Figura 9.11: Diagrama polar de una funcién tipo [P4] para distintos valores de

§

el cuarto cuadrante; para w > w,, la parte real es negativa, lo cual indica que el
diagrama polar esta en el tercer cuadrante.

Ademss podemos examinar la evolucién de la fase a medida que w progresa
desde 0 hasta oo. En eso podemos apoyarnos en el diagrama de Bode para la
fase de la respuesta en frecuencia para el sistema elemental [B4] (ver Figura 9.4
en la pdgina 230). Observamos que la fase decae monoténicamente a medida
que w crece. Un aspecto de interés es que, cuando w — 0o, el diagrama polar se
acerca al origen asintéticamente siguiendo el eje real negativo.

La Figura 9.11 muestra los diagramas polares de F'(jw) tipo [P4], para dis-
tintos valores de €. Note que el valor de w,, no altera los diagramas, porque este
pardmetro sélo produce escalamiento de la frecuencia (ojo, esta afirmacién es
sélo vélida si wy, > 0; el lector es invitado a investigar el caso w, < 0).

[P5]
La respuesta en frecuencia del retardo puro, e 7“7, tiene magnitud unitaria,
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Yw € R, y con fase igual a —w7, en consecuencia el diagrama polar es una
circunferencia de radio unitario y 180 [o] centro en el origen.

[P6]
La funcién F(jw), en este caso, puede descomponerse en sus partes real e ima-
ginaria, en la forma:

1 —-Tiw+1 =T 1

Flw) = Jw(Tiw+1) B Jw(1l + w?T?) B (14 w?T?) _jw(l + w?T?) (9:44)

La descomposicién en magnitud y fase estd dada por:

1
F = 9.45
ZF(jw) = —0,5m — arctan(wT) (9.46)

De la ecuacién (9.44) se observa que la parte real es siempre negativa, y que
la parte imaginaria también es siempre negativa. Por lo tanto, el diagrama polar
de F(jw) estd confinado al cuarto cuadrante. De la ecuacién (9.45) se ve que
la magnitud decrece mondétonamente a medida que la frecuencia aumenta. Esto
es consistente con la ecuacién (9.44), ya que de alli sabemos que tanto la parte
real como la parte imaginaria decaen mondétonamente a cero.

De la ecuacién (9.46) se ve también que para w = 0 la fase es —90 [°]; sin
embargo, esto no implica que a esa frecuencia la parte real sea cero. De hecho,
de la ecuacién (9.44) se ve que la parte real, para w = 0, es igual a —7T. Para
w = oo la fase tiende a —180 [°]; esto implica que el diagrama polar tiende al
origen acercandose asintéticamente al eje real negativo.

En la Figura 9.12 se muestra el diagrama polar de una funcién tipo [P6] con
T = 1. Se observa que la parte real viene desde (—1; —00) cuando w = 0.

[P7]

La funcién en este caso es el producto de una funcién tipo [P5] y una funcién
tipo [P6]. Por lo tanto la magnitud resultante es el producto de las magnitudes
de los factores y la fase es la suma de la fase de los factores, es decir:

1
VT2 + 1’

La magnitud es la misma de una funcién tipo [P6], lo cual implica que decae
mondétonamente a medida que la frecuencia crece. Por su parte, la fase exhibe
un crecimiento mondtono, en la direccién negativa; esta caracteristica se debe
al término —w7. Dado que la magnitud decae mondtonamente, el crecimiento
de la fase genera una espiral hacia el origen.

En la Figura 9.13.a) se muestra el diagrama polar de una funcién del tipo
[P7],con T =1y 7 = 2. En la Figura 9.13.b) se observa un detalle (alrededor
del origen) del mismo diagrama.

|F(yw)| = /F(jw) = —wt — 0,57 — arctan(wT)  (9.47)
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=00

ok i

4+ i

ow— 0

_12 I I I
-1.5 -1 -0.5 0 0.5

Figura 9.12: Diagrama polar de una funcién tipo [P6] con T' =1

[P8]
En este caso, F(jw) = 1/((Jw)? — w?). Para esta funcién el diagrama polar
empieza en (—1/w?;0) para w = 0 y tiende rapidamente hacia —oc a lo largo
del eje real negativo para w — w, . En w = w, hay una discontinuidad, ya que
para esa frecuencia, el diagrama polar salta desde (—o0;0) a (00;0), luego, a
medida que w se hace mayor que w,, el diagrama polar tiende al origen para
w — 00.
00O

Como ya hemos dicho, el diagrama polar de funciones complejas no se puede
obtener en forma simple usando los diagramas polares para los funciones tipo
[P1] a [P8]. Sin embargo, las ideas usadas para dibujar el diagrama polar de
cada una de esas funciones ayuda a construir los diagramas polares de funciones
mas complicadas. Incluso, algunos de los rasgos peculiares de las funciones tipo
[P1] a [P8] se propagan a las funciones compuestas, tal como se aprecia en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.5. Suponga que la respuesta en frecuencia de un sistema estd dada
por una funcién H(jw) compuesta por un factor tipo [P2] y un factor tipo [P8].
La funcién H(jw) estd dada por:

1
(057w +1)((yw)* +1)

H(jw) = (9.48)

Se requiere dibujar el diagrama polar. Para ello primero descomponemos la
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0.02

0.01

o

gilnaria

Parte imaginaria
o
<

£
52 w—0
< 0.02
o

-3 -0.03

4l L0 -0.04

-3 -2 -1 0 1 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04
Parte real Parte real
a) b)

Figura 9.13: a) Diagrama polar de una funcién tipo [P7] (T =1y 7 =2),y b)

detalle.

funcion dada en sus partes real e imaginaria, es decir:

1 w
H = -7 9.49
U9) = G T e 7D 0z T ) (=2 1 1) (9:49)
y en magnitud y fase:
H ()| = : (9.50)
g V0,25w2 +1|w? — 1 '

—arctan(0,5 Vi 1
JH(jw) = arctan(0,5w) w < (9.51)

—180 — arctan(0,5w) [°] Vw >1

Ast, de las ecuaciones precedentes, podemos observar que:

la parte real, la parte imaginaria y la fase tienen una discontinuidad en
w =1 (esto es heredado del factor tipo [P8] en la funcion H(jw));

cuando w < 1 la parte real es positiva y la parte imaginaria es negativa,
es decir, el diagrama polar estd en el cuarto cuadrante;

cuando w > 1 la parte real es negativa y la parte imaginaria es positiva,
es decir, el diagrama polar estd en el sequndo cuadrante;

cuando w — 17 la fase tiende a — arctan(0,5) [°] y cuando w — 17 la fase
tiende a —180 — arctan(0,5) [°];

dado que la discontinuidad de la fase es —180 [rad], el diagrama polar

salta desde el cuarto cuadrante al sequndo cuadrante cuando w pasa por
180/7 [°]; v

cuando w — oo la magnitud tiende a 0 y la fase tiende a —270 [°], es
decir, el diagrama polar tiende al origen acercdndose asintdticamente al
eje 1maginario Superior.
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El diagrama polar para este ejemplo aparece en la Figura 9.1/. Note que se
ha dibujado con linea delgada la asintota del diagrama polar para w — 17 y para
w — 1T, Un ejercicio interesante para el lector es calcular la ecuacion de esta
asintota.

1.5

0.5

, Parte imaginaria
o
T

0.5

15 | | | | | | | |
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 2.5

Parte real

Figura 9.14: Diagrama polar de H(jw) para el Ejemplo 9.5.

(|

Otras situaciones de interés aparecen en relaciéon a aquellas respuestas en
frecuencia donde el numerador es también un polinomio en jw. Note que en el
caso de las funciones tipo [P1] a [P8], esta situacién no ha sido incluida, ya que
solo hemos considerado funciones con numerador constante. Para observar los
fenémenos que puede provocar este numerador mas complejo consideraremos un
iltimo ejemplo.

Ejemplo 9.6. Un sistema tiene la respuesta en frecuencia dada por:

(yw+5)?(—yw +0,1)

H(jw) = 0,001
() Gw+05)(jw+0,2)(jw + 0,1)2

(9.52)

Para una funcion tan compleja como ésta, podemos deducir algunas rasgos
del diagrama polar:

= El diagrama parte, para w = 0, en (2,5;0);

= Para w — oo es cero, y la fase es —270[°];
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= FEn general, la magnitud y la fase cumplen con:

(w? + 25)(w? +0,01)
H — 1
|H(yw)| Qm}¢@ﬂ+ozm@ﬂ+op®@ﬂ+oﬁhﬁ

ZH (jw) =2 arctan(0,2w) — 3arctan(10w) — arctan(2w) — arctan(5w)
(9.54)

(9.53)

Parece dificil, a partir de las expresiones precedentes para magnitud y fa-
se, obtener algunos criterios para dibujar el diagrama polar. Recurriremos a
MATLAB usando el siguiente cddigo:

MATLAB

>>H=-0.001%tf (poly([-5 -5 0.1]),poly([-0.5 -0.2 -0.1 -0.11));

>>w=logspace(-1,2,4000) ;
>>h=freqresp(H,w) ; subplot(221) ;plot(h(1,:));

El primer comando es equivalente a H=zpk([-5 -5 0.1],[-0.5 -0.2 -0.1
-0.11,-0.001). El resultado se muestra en la Figura 9.15.a).

4

x 10
1 2
0.8 0
8 ©
s 06 S -2
£ <
> 04 > -4
£ o0 E &
4] )
= =
S 0 < -8
o o
—0.2 -10
~0.4 -12
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 0 1 2 3 4
Parte real Parte real x 107
a) b)

Figura 9.15: a) Diagrama polar de H(jw) para el Ejemplo 9.6, y b) detalle.

Aparentemente el diagrama no refleja la condicion de la fase asintotica
(—270[°]), ya que ésta parece ser —360[°]. Esta aparente contradiccion es re-
suelta con un detalle del diagrama en torno al origen. Este detalle se muestra
en la Figura 9.15.b) y se obliene con

MATLAB

>> w2=logspace(0.3,3,4000) ;h2=freqresp(H,w2) ;
>> subplot(222);plot(h2(1,:));

Salgado, Yuz, Rojas.
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(|

9.3.2. Tiempo discreto

Naturalmente que el mismo tipo de descripcion mediante diagramas polares
es aplicable a la respuesta en frecuencia de sistemas de tiempo discreto. Sin
embargo, en este caso es ain mds dificil construir, manualmente, una aproxima-
cién para el diagrama polar. La razon esencial es que la respuesta en frecuencia
H][e??] es un cociente de polinomios en e/? (en vez de ser un cociente de polino-
mios en jw, como en el caso de sistemas de tiempo continuo). Ese rasgo hace que
las expresiones tanto para la magnitud como para las partes real e imaginaria
de H[e’%)] sean funciones complicadas de . Una herramienta interesante, para
dibujar diagramas polares de sistemas simples se deduce de la Figura 9.16.

A

Figura 9.16: Interpretacién grafica de la respuesta en frecuencia (e7? — p,)~*

En la Figura 9.16 la circunferencia de radio unitario describe la ubicacion del
niimero complejo e/?, por lo tanto, el vector que se ha dibujado es e? —p,. Asf, si
consideramos un sistema cuya respuesta en frecuencia es F[e’?] = (e7? — p,)~!,
vemos que su magnitud es el reciproco del largo del vector dibujado, y la fase
corresponde al negativo del angulo 6 en la figura. A medida que w crece desde
0 hasta 180 [°], la punta del vector se desplaza desde (1,0) hasta (—1,0). Esto
implica que la magnitud del vector crece monétonamente (para p, € RT) desde
1 — p, hasta 1 4 p,. Asi, la magnitud de F[e’] decrece monétonamente desde
(1—p,)~1 hasta (1+p,) ", y su fase va mondtonamente también, desde 0 hasta
—180 [°]. El diagrama polar estd por lo tanto en el cuarto y tercer cuadrantes.

La idea precedente puede ser usada en la determinacién de los rasgos prin-
cipales de diagramas polares de funciones simples, como se ilustra en el ejemplo
siguiente.

Ejemplo 9.7. Un sistema de tiempo discreto tiene la respuesta en frecuencia
dada por:
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el? — z

Pt = S e 0<z < (9.55)

Las caracteristicas del diagrama polar pueden ser construidas a partir de la
Figura 9.17.

Figura 9.17: Interpretacién grafica de la respuesta en frecuencia de 1 — z,e 7.

Primero observamos que:

. 0 — 5, .
|F[e?%)| = e?” = 2| = | e — 2,| (9.56)
LF[e%) = £(e2% — 2,) — 27 =B — 0 (9.57)

Usando relaciones bdsicas de geometria, sabemos también que B — 6 = .
Asi, la fase de F[e’?] es igual a v, por su parte, la magnitud de F[e?] es igual
al largo del vector €7 — z,.

Con los antecedentes anteriores vemos que la magnitud de F[e’%] va mond-
tonamente desde 1 — z,, para 6 = 0, hasta 1+ z,, para 8 = 180 [°]. Por su parte,
la fase empieza en 0 para § = 0, luego crece hasta alcanzar un mdzimo (siempre
menor que 90 [°]), luego decae hasta llegar a cero nuevamente cuando 6 = 180

[°]. El diagrama polar estd por lo tanto en el primer cuadrante.
([

Para funciones més complejas es dificil estimar la forma en que evolucionan la
magnitud y la fase. En esos casos es preferible recurrir a software como MATLAB
. Para el caso del Ejemplo 9.7, los siguientes comandos dan como resultado el
grafico de la Figura 9.18.
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MATLAB

>> F=tf([1 -0.7],[1 0],-1);
>> w=[0:0.01:pil;

>> h=freqresp(F,w);

>> plot(h(1,:))

0.8 b
0.7
0.6~
0.5
0.4
0.3

Parte imaginaria

0.2
0.1

0.1

02 I I I I I I I I I I
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Parte real

Figura 9.18: Diagrama polar para el Ejemplo 9.7.

9.4. Diagramas de bloques

Una forma de representar la interconexion de sistemas es un diagrama en
bloques, donde cada uno de los bloques representa a uno de los sistemas par-
ticipantes. A cada bloque se asocia una caracterizacién del sistema asociado,
tal como la respuesta a impulso con condiciones iniciales iguales a cero, o su
respuesta en frecuencia, o la funcién de transferencia, entre otras.

Un requisito clave en esta forma de representacién es que, cuando se realiza
la interconexién, cada uno de los sistemas participantes mantenga su caracteri-
zacién original, sea ella en forma de funcién de transferencia o de respuesta en
frecuencia (en esta seccién nos referiremos indistintamente a la respuesta en fre-
cuencia y a la funcién de transferencia de cada sistema o subsistema). Considere
las dos redes eléctricas de la Figura 9.19. Los sistemas pueden ser caracterizados
por sus respectivas respuestas en frecuencia Hy(jw) y Ha(jw) respectivamente,
donde:

Va(yw) Ry
H = = 9.58
! (]w) Vi (] UJ) JwC3R1 Ry + Ry + Ro ( )
Vi(yw) JwCyR5
H. = = .
2(gw) Vs(jw)  JwCyR5+1 (9.59)
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 9.19: Sistemas a interconectar. Caracterizacién independiente

Al conectar directamente ambas redes (Va(yw) = V3(yw)), la relacién entre
las variables es ahora:

VQ(]w) _ RQ(R5C4.7W+1)

Vl (] w) R1R2R503C4jw2 + (R1R204 + R1R5CB + R2R504)]w + Rl + R2
(9.60)

Vaw) _ VaQw) _ RsCajw (9.61)

Va(gw)  Vi(jw)  Rs;Cijw +1

Se aprecia que la funcién de transferencia entre Vi(jw) y V2(yw) ya no
satisface (9.60) y esto hace que la funcién de transferencia entre V4 (yw) y Va(yw)
sea distinta al producto Hy(jw)Hz(jw), donde Hy(Jw) y Ha(jw) estdn dadas
en (9.58)—(9.59).

Supongamos ahora que las redes de la Figura 9.19 son interconectadas a
través de un amplificador de ganancia unitaria, tal como se muestra en la Figura
9.20.

Figura 9.20: Sistemas interconectados

Ahora podemos ver que las transferencias entre Vi (jw) y Va(yw) y entre
V3(yw) v Va(yw) son las mismas que en (9.58)—(9.59). Por lo tanto la funcién de
transferencia entre Vi (jw) y Vi(yw) es ahora igual al producto H(jw)Ha(jw).

([

La discusion precedente senala la condicién implicita en los diagramas de
bloques: la funcién de transferencia de cada bloque sigue rigiendo la relacion
entre entrada y salida, aunque el bloque sea interconectado con otros.

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

9.4. Diagramas de bloques 253

La ventaja principal de estos diagramas es que permiten analizar un sistema
por partes, estudiando el rol que cada subsistema juega en el total. Esto es clave
en el andlisis y sintesis de filtros, controladores y otros sistemas procesadores de
senales.

En la Tabla 9.5 se muestran algunos ejemplos de diagramas de bloques con
sus transferencias equivalentes.

Finalmente es necesario senalar que la representacién en diagramas de blo-
ques se aplica sin distincién tanto a sistemas de tiempo continuo como a sistemas
de tiempo discreto, y también a sistemas hibridos, que combinan elementos en
ambos dominios, como se muestra en el Capitulo 11.
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Interconexién Transferencia equivalente

| Hi(gw) || Ha(gw) = H,(s)Ha(s)

Hl(Jw)ﬂ

+

— 4(??—> Hi(s) + Ha(s)
Ha(yw) .

1 F Hl(S)Hz(S)

Hy(jw)
+ H1(S)
1 F Hl(S)Hz(S)
H(jw)

| H3(w)
75; (H1(s) + Hs(s))Ha(s)
74.>O_.> H1(]UJ)4'> HQ(]W)T 1—|—H1(5)H2(5)

e ;

O Hi ()| Ha(y) T Hy(s) Ha(s)

N Hi(yw) e Hz(jw) H3(jw) Hq(s)H2(s)Hs(s)
- - T 1+H2(8)+H1(S)H2(S)H3(S)

Tabla 9.5: Diagramas de bloques y transferencias equivalentes
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9.5. Problemas para el lector

Problema 9.1. Dibuje los diagramas de Bode, es decir, magnitud y fase, de
la respuesta en frecuencia de cada una de las funciones de transferencia que se
presentan a continuacion. Haga primero las aproximaciones asintoticas y luego
use MATLAB para verificar:

15 5
o) Hi(s)= soo—7r b H()= 55—
1 oo 6(-3)
¢) Hs(s) = 5(0,25 + 1) 4 Hals)= (s+5)(s+9)?
6728
e) Hs(s) = —Hy(s) f) He(s) = 4s +1
9 )= grgoeT M OO = s

Problema 9.2. Construya los diagramas de Bode de la siguiente funcion de
transferencia para a = 0,1;0,2;0,5;1;5:

as+1
(s+1)(0,2s+1)

H(s) =

Problema 9.3. Dados los diagramas de Bode de la Figura 9.21, proponga una
funcion de transferencia H,(s) que pueda ser representada aproximadamente
por ellos.

) 10 107 10
Frecuencia (rad/seg.)

Figura 9.21: Diagramas de Bode de H,(s)
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Problema 9.4. Con los diagramas de Bode de G(s) que aparecen en la Figura
9.22, determine en forma aprozimada los diagramas de Bode para e=?°G(s),

—s G
s++11 G(S> Y %

i I
10 10 10° 10'
Frecuencia (rad/seg.)

Figura 9.22: Diagramas de Bode de G(s)

Problema 9.5. Dados los diagramas de Bode de G(s) de la Figura 9.23,
determine los diagramas de Bode para G(—s).

0

ados)
3

I I
10° 10' 10°
Frecuencia (rad/seg.)

Figura 9.23: Diagramas de Bode de G(s)
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Problema 9.6. Construya los diagramas polares de las funciones del Problema
9.1.

Problema 9.7. Construya el diagrama polar de la funcion Hy(s) cuyos dia-
gramas de Bode se muestran en la Figura 9.21.

Problema 9.8. Una vez obtenido el diagrama polar requerido en el Problema
9.7, construya el diagrama polar de la funcidn H,(3s).

Problema 9.9. Considere el diagrama de bloques de la Figura 9.2/. Se sabe
que

1 10
: G —
s—4’ &) =310
Calcule el rango de valores de K para los cuales, la funcion de transfe-

rencia Y (s)/R(s) es estable. Calcule las funciones de transferencia E(s)/R(s),
U(s)/R(s), Y (s)/R(s) e Yin(s)/R(s)

K eR;, Go(s)=

R(s) E(s) Uls) Y(s)

> K GO(S) —~

Figura 9.24: Lazo realimentado

Problema 9.10. Para el diagrama de bloques de la Figura 9.24y un valor de K
que haga estable a la funcidn de transferencia Y (s)/R(s), calcule las funciones
de transferencia E(s)/R(s), U(s)/R(s), Y(s)/R(s) e Yin(s)/R(s).

Problema 9.11. Dibuje los diagramas de Bode y el diagrama polar para cada
una de las siguientes funciones de transferencia:

o Hl= 4 b) mp]:%_l’f)
B 1 (0,52 —1)?
¢) Hslz] = =057 d) Halz| = =052

Problema 9.12. Determine el tipo de filtro (pasa bajos, pasa altos, pasa ban-
da, elimina banda) que corresponde a cada una de las siguientes funciones de
transferencia:
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1,7 2
W M= ) H) =
z+0,5 s
o WA=r"55 ¢ HE)=gi5
22—z+1 s?
e) Hslz] = =052 f) Hg(s) = 213514

Problema 9.13. Se propone construir un predictor con el diagrama de bloques
de la Figura 9.25, es decir, se busca que y[t] = u[t + 1]. Calcule la funcion de
transferencia y analice si efectivamente el sistema es capaz de adivinar. Si no
funciona, investigue la causa del problema.

ylt]

&Ef{& -

Figura 9.25: Diagrama en bloques del predictor de un paso futuro.
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Capitulo 10

Representacion en variables
de estado

10.1. Introduccion.

Tal como se senald en la Seccién §1.2, uno de los aspectos esenciales que
interesa en ciencias aplicadas e ingenieria es la representacién de un sistema
mediante un modelo, que lo describa con suficiente detalle y permita analizar
sus propiedades fundamentales.

En este capitulo, nos interesa introducir una clase especial de modelos: los
modelos en variables de estado, tutiles para describir sistemas dindmicos
caracterizados por la interaccién de sus variables en el tiempo. En tiempo con-
tinuo estos sistemas se describen mediante ecuaciones diferenciales (Capitulo 3)
y en tiempo discreto, mediante ecuaciones recursivas (Capitulo 4).

En este capitulo se enfatizan los conceptos, propiedades fundamentales, in-
terpretaciones fisicas y ejemplos. El lector interesado puede consultar las refe-

rencias [], [17], [34], [37], [39], [45], [16].

10.2. Conceptos fundamentales

10.2.1. Definiciéon de estado

Uno de los tipos de modelos utilizados con frecuencia para describir un siste-
ma se estructura en torno a un conjunto de ecuaciones que relacionan determi-
nadas variables internas. Estas variables se denominan variables de estado. El
conjunto de los valores que esas variables toman en un instante dado se denomi-
na estado del sistema. Por ello, a menudo usaremos las expresiones variables
de estado y estado del sistema como sinénimos.

La definicién dada es mas bien intuitiva y podria coincidir en realidad con
cualquier grupo de variables de un sistema dado. Para evitar ambigiiedades,
dentro de lo posible, usaremos la siguiente definicién de estado:
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Un conjunto de variables de estado de un sistema dado es un conjunto
minimo que permite calcular cualquier variable del sistema V¢ > ¢, como
funcién del estado en t = t, y de los valores presentes de las entradas del
sistema Vt > t,.

En esta definicion hemos enfatizado el significado fisico de las variables de
estado. Sin embargo, existen también definiciones mas abstractas.

Las variables de estado usualmente se agrupan en un vector de estado, el
cual pertenece al llamado espacio de estado.

La evolucién del estado en el tiempo, es decir, su trayectoria temporal, puede
ser obtenida a partir del estado en el instante actual y el valor futuro de las
entradas del sistema. De esta forma, los modelos de este tipo son usualmente
ecuaciones diferenciales de primer orden o ecuaciones recursivas de un paso.

Ademss, el estado del sistema en un instante ¢ determina la energia que el
sistema posee en ese instante. Estas variables pueden ser cantidades fisicas del
sistema, tales como velocidad, posicion, presion, voltaje y corriente, entre otras,
o bien ciertas funciones de esas variables del sistema. Es asi como el estado del
sistema no necesariamente esté formado por variables del sistema con significado
fisico. Es mas, esta misma observacion deja en evidencia que la eleccién de las
variables de estado no es unica.

10.2.2. Modelos béasicos en variables de estado

Si denotamos por x al vector de estado que corresponde a una eleccién en
particular de variables de estado para un sistema dado, entonces la forma general
del modelo en variables de estado es:

Para sistemas de tiempo continuo

Bl px(r),u(e). 1) (10.1)
y(t) = G(x(t),u(t),t) (10.2)

donde u(t) es el vector de entrada e y(¢) es el vector de salida del sistema.
En el caso de sistemas con una entrada y una salida, u(t) = u(t) e y(¢) =
y(t) son funciones escalares.

Para sistemas de tiempo discreto
x[t + 1] = Fa(x[t], u[t], t) (10.3)
y[t] = Ga(x[t], ult], ?) (10.4)

donde, andlogamente al caso de tiempo continuo, el vector de entrada ult]
y el vector de salida y[t] se reducen a funciones escalares para sistemas de
una entrada y una salida.
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Ejemplo 10.1. En la Figura 10.1, una fuerza externa f(t) se aplica a un siste-
ma masa-resorte sujeto a un muro por un extremo. La posicion d(t) se mide con
respecto a la posicion en que el resorte se encuentra en su largo natural. El mo-
vimiento de la masa es amortiguado por una fuerza de roce viscoso, proporcional
a la velocidad de la masa, v(t).

——=d(t)

——e(t)

K
TETTN M (1)

I m
roce viscoso

Figura 10.1: Sistema masa-resorte.

Sabemos que para obtener la posicion y la velocidad de la masa se debe
conocer su valor en algun instante inicial. Por tanto el vector de estado debe
tener dos componentes, i.e X(t) = [x1(t) x2(t)]T, y la eleccion mds natural en
este caso es:

x1(t) = d(t) (10.5)
2o(t) = v(t) = 1(t) (10.6)
Con esta eleccion, se pueden aplicar las leyes de Newton para obtener:
do(t
f&)y=M v(®) + Kd(t) + Du(t) = Mio(t) + Kx1(t) + Dxo(t) (10.7)

dt

en que M [kg] es la masa, K [N/m] es la constante del resorte y D[N-s/m] es el
coeficiente de roce viscoso.
De esta forma podemos escribir las ecuaciones de estado del sistemas:

iy (t) = o (1) (10.8)
ba(t) = 3 (1) — Doan(t) + 2 (1) (10.9)

Para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, se
requiere conocer los valores x1(0) y x2(0), asi como el valor de la excitacidn
f(t), vt > 0.

Podemos apreciar también que la energia almacenada en el sistema, w(t),
queda expresada como:

w(t) = %K (d(1)? + %M (w(#)? = x()" Ax(t) (10.10)
donde A es una matriz diagonal: A = diag {%, %}

Finalmente, el lector puede verificar que se pueden obtenerse una infinidad de
representaciones equivalentes si, en vez de la eleccion hecha en (10.8), elegimos
un nuevo vector de estado:

X(t) = Tx(t) (10.11)
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en que T € R?*? es una matriz no singular. En la Seccion §10.3.3, se estudian
en mds detalle este tipo de transformaciones de estado.

([

10.2.3. Senales descritas en espacios de estado

Las representaciones en variables de estado ademés de describir sistemas o
procesos, pueden ser también muy utiles para representar una gran variedad
de senales. Para esto se utilizan generalmente modelos de estado, lineales e
invariantes en t, sin excitaciones. Como consecuencia de ello, la senal que se
obtiene como salida del sistema sélo depende de la condicién inicial del vector
de estado. Este tipo de sistemas sin senal de entrada se denominan homogéneos
o auténomos:

Para senales de tiempo continuo

dx(t) _
T Ax(t) (10.12)
y(t) = Cx(t) (10.13)
Para senales de tiempo discreto
x[t + 1] = Agx[t] (10.14)
y[t] = Cqx[t] (10.15)

Ejemplo 10.2. Consideremos la senal de tiempo continuo:
f(t) =2+ 4cos(5t) — sen(5t) (10.16)

formada por una combinacidn de sinusoides mds una constante. La funcidn f(t)
puede interpretarse como la solucion de la ecuacion diferencial homogénea:

f(0)=6
d:;{gt) + 25d§t(t) =0; sujeta a { f(0) = =5 (10.17)
£(0) = —100

Si ahora escogemos como variables de estado x1(t) = f(t), z2(t) = f@) y
x3(t) = f(t), entonces el modelo en espacios de estado de esta senal es:

0 1 0 6
dx(t) _ 0 0 1|x(t); sujeto a x(0)=| =5 (10.18)
d 1o —25 0 ~100
fe)y=1[1 0 0]x() (10.19)

oo
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10.3. Modelos de estado para sistemas continuos

En esta seccion presentamos los modelos en variables de estado para sistemas
de tiempo continuo. Consideramos el caso de sistemas lineales e invariantes en el
tiempo, sin embargo, sistemas no lineales definidos en general mediante (10.1)—
(10.2) pueden ser usualmente linealizados en la forma presentada en el Capitulo
1.

El anélisis considerado en esta seccidon supone que los sistemas no poseen
retardos puros. La descripcién en variables de estado de este tipo de sistemas
requiere un vector x(¢) de dimensién infinita [10]. Sin embargo, en el Capitulo
11 veremos que sistemas de tiempo continuo con retardos puros pueden ser
considerados sin dificultad alguna mediante un modelo de estado del sistema
muestreado (vea Ejemplo 11.5 en la pdgina 337).

10.3.1. Linealizacién

Si nos restringimos al modelo de un sistema invariante en el tiempo, con una
entrada y una salida, las ecuaciones (10.1)-(10.2) se reducen a:

d%y) = F(x(t), u(t)) (10.20)
y(t) = G(x(1), u(t)) (10.21)

Supongamos que el modelo (10.20)-(10.21) tiene al menos un punto de equili-
brio, dado por {xq, uqQ, Yo}, en que las derivadas se anulan. Este trio de vectores
satisface:

0 =F(xq,uq) (10.22)
Yo = G(xq,uq) (10.23)

Si para el modelo, con las condiciones dichas, consideramos una vecindad
alrededor del punto de equilibrio, podemos aprozimar el modelo (10.20)-(10.21)
por una serie de Taylor truncada (vea Apéndice A) de la forma:

. OF OF
x(t) = F(xq,uq) + x| xmxq (x(t) —xq) + u | emo (u(t) —ug) (10.24)
U=uQ u=uqQ
oG oG
y(0) ~ Glxquug) + G| (x(t)~xq) + B | (u(t) ~ug) (1025)
U=uqQ U=UQ

Las ecuaciones (10.24) y (10.25) se pueden reescribir por lo tanto como:

%’;(’f) = AAx(t) + BAu(t) (10.26)

Ay(t) = CAX(t) + DAu(t) (10.27)

donde las senales incrementales representan el desplazamiento alrededor del
punto de equilibrio:

Ax(t) = x(f) ~xqi  Au(t) =u(t) —ug: Ay(t) =y(t) v (10.28)

Salgado, Yuz, Rojas


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

264 Representacion en variables de estado

v las matrices de la representacion de estado son:

OF OF G oG
A= . B= & . C- . Do
Ox | x=xq Ou | x=xq ’ Ox |x=xq ' Ou | x=xq
U=uQ u=ugQ u=ugQ u=ugQ
(10.29)

Ejemplo 10.3. Considere el levitador electromagnético que se muestra en la
Figura 10.2. La esfera metdlica estd sometida a dos fuerzas: su propio peso,
mg, y la fuerza de atraccion generada por el electroimdn, f(t), que se regula
a través de la fuente de voltaje, e(t) > 0, Vt. La fuerza de atraccion sobre la
esfera, f(t), depende de la distancia h(t) y de la corriente, i(t). Esta relacion
se puede describir aproximadamente por la expresion

K,
—_—
h(t) + Ko
donde Ky y Ky son constantes positivas.

Aplicando los principios usuales en redes eléctricas y en sistemas mecdnicos,
podemos escribir las ecuaciones:

f(t) = (t) (10.30)

di(t)

el(t) = Rit) + L= (10.31)
u(t) = —%Sf) (10.32)
(1) = h(t)}il 7 i) =mg + mdilit) (10.33)

mg
Figura 10.2: Levitador electromagnético.

A continuacion escogemos las variables de estado: la corriente i(t), la posi-
cion de la esfera h(t), y su velocidad v(t), es decir:

2(t) = [21(t) o) xs()]” = [i(t) h(t) o(®)]" (10.34)
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Note que esta eleccion permite cuantificar directamente la energia almace-
nada en el sistema.
A partir de (10.31)-(10.33) obtenemos el modelo de estado del sistemas:

WO _ O oyt Lo (10.35)
%(:) _ dx;t(t) = —x5(t) (10.36)
dv(t)  dxs(t) K

dt ;t  m(xe(t) + K2) n(t) ~g (10:37)

Para linealizar el modelo obtenido, necesitamos obtener primero el punto de
equilibrio alrededor del cual se hard dicha linealizacion. La entrada al sistema
es el voltaje de la fuente e(t). Supongamos que el punto de equilibrio se obtiene
fijando e(t) = Eq, entonces, a partir de éste, se puede calcular el estado del
sistema en el punto de equilibrio. Este punto de equilibrio queda caracterizado
por las ecuaciones (10.35)-(10.37), haciendo las derivadas iguales a cero:

R 1 E
—TrigtEq=0 =mg= fQ (10.38)

w39 =0 = 230=0 (10.39)
_KiEq

K K
) r1Q—9=0 == xq= 71x1Q — K K, (10.40)
mg

1
m(zag + Ko

El modelo linealizado queda expresado en términos de la entrada incremental
Ae(t) y el estado incremental Ax(t) = [Ax1(t), Axa(t), Axs(t)]T de la forma:

dAJJ1(t) - R 1
= = A () + pAc() (10.41)
A
djif(t) — _Azs(t) (10.42)
dAzs(t) Rg Rmg?
—_— = — 10.4
dt EQ A.%‘l(t) KlEQ A!L‘Q (t) ( 0 3)

Si consideramos como salida del sistema la posicion de la esfera h(t), pode-
mos comparar las dltimas ecuaciones con (10.26) y (10.27) para obtener:

1
-= 0 0 -
L L 0
A=1|0 0 —1l; B=|g|; C'=1]1]; D=0 (10.44)
R 2
79 _ng 0 0 0
Eq K\ Eg

00O

De aqui en adelante omitiremos el prefijo A, pero el lector debe tener en
mente que los modelos obtenidos mediante linealizacién relacionan el estado,
las entradas y las salidas, en sus formas incrementales, es decir, en funcién de
los respectivos desplazamientos en torno al punto de equilibrio.
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10.3.2. Modelos lineales en el espacio de estado

Consideramos el modelo en variables de estado, lineal e invariante en el
tiempo:

— — Ax(t) + Bu(t) (10.45)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (10.46)

Lema 10.1. Dada la ecuacidn (10.45), sujeta a la condicion inicial X(t,) = Xo,
su solucion es':

t
x(t) = eAltto)x, —|—/ AT Bu(r)dr Vi > t, (10.47)
to

At satisface:

eAt — I+i
k=1

donde la matriz de transicion e

| —

A (10.48)

X

Demostracion
Puede verificarse directamente al reemplazar (10.47) en la ecuacidn (10.45),
usando la regla de Leibnitz [25] para la derivacion de la integral.
00O

Con este resultado, dado un estado inicial x(¢,) = X, la solucién de las
ecuaciones (10.45)—(10.46) se puede expresar como:

t
y(t) = CeAlitodx  + C/ AT Bu(r)dr 4+ Du(t) (10.49)
to

Dindamica del sistema

Como hemos visto en los Capitulos 3 y 4, la salida de un sistema siempre
puede descomponerse en dos partes: una componente no forzada determinada
por las condiciones iniciales y formada por los modos naturales del sistema, y
una componente forzada por la senal de entrada al sistema. Esto mismo se ve
confirmado en la solucién de la ecuacién de estado (10.49), donde se aprecia la
componente no forzada x,(t), y la componente forzada x¢(t), donde:

xy(t) = eAltto)x, (10.50)

x¢(t) = /tt AT Bu(r)dr (10.51)

o

1Ta exponencial de una matriz se define en el Apéndice F.
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Estructura de la respuesta homogénea

Para analizar con mayor detalle el modelo en espacios de estado y su solucién,
consideremos ¢, = 0y la entrada u(t) = 0Vt > 0, es decir, el estado estd formado
sélo por su parte no forzada u homogénea. Entonces:

x(t) = eftx, (10.52)
Supondremos ademds que A € R™*"™ y que, por simplicidad, no tiene au-
tovalores repetidos, sino que son todos diferentes Ai,Az,..., Ay, con sus n au-
tovectores vi, Vg, ..., Vn linealmente independientes®. En este caso podemos
afirmar que siempre existen constantes oy, as, ..., a, tales que:
n
Xo =Y arvi g €C (10.53)
=1

Del 4lgebra lineal (Apéndice F) sabemos que los autovalores de la matriz A*
son A¥, AE. . A\E con sus correspondientes autovectores vi, va, ..., vu. De
esta forma, se obtiene:

x(t) = eAlx, = (I + i ;!Aktk> (ei Oéng)

k=1

n oo n
1 k k Agt
= 2221 ay | ve+ ];:1 T A"vpt = ;Zl age™ vy (10.54)

A?vz

Esta ecuacion pone de manifiesto que la componente no forzada del vector
de estado es una combinacion lineal de modos de la forma {e**}, cada uno de
los cuales esta asociado a un autovalor de A. Esto establece un resultado muy
importante:

Las frecuencias naturales de un sistema de tiempo continuo son iguales a los
valores propios de la matriz A de su representacion en variables de estado.
Es decir, la ecuacién caracteristica de un sistema estd dada por:

det(AI — A) =0 (10.55)

Por tanto, la matriz A es la que determina:
= la estructura de la respuesta no forzada u homogénea,
= la estabilidad (o inestabilidad) del sistema, y

= la velocidad de respuesta.

2Todo conjunto de n vectores Li. en R™ forman una base para R™
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El andlisis previo puede extenderse al caso en que la matriz A posee valores
propios repetidos, utilizando la forma de Jordan (Apéndice F).

En ausencia de senal de entrada, hemos visto que el estado del sistema
resulta ser una combinacién de modos naturales. Estos modos pertenecen al
conjunto de funciones generadas por exponenciales reales o complejas, que pue-
den corresponder a senales constantes, exponenciales reales y sinusoides puras
o moduladas por exponenciales, entre otras.

Ejemplo 10.4. Para ilustrar estas ideas y su interpretacion fisica, considere-
mos nuevamente el sistema masa-resorte en el Ejemplo 10.1 en la pagina 261.
Para dicho sistema, obtuvimos el modelo en variables de estado:

{tg(t) —% —% I'Q(t)
en que z1(t) y x2(t) son respectivamente la posicion y la velocidad de la masa
M, y f(t) es la fuerza externa.

Las frecuencias naturales del sistema son los autovalores de la matriz A, es
decir, las soluciones de la ecuacion caracteristica:

0
1

M

+ 121 (10.56)

D K
detNI—A)=X2+ = X\4+—=0 10.57
et — A) = N2+ 1A+ 1 (10.57)
Las soluciones son:
D D? K

/\12

2= TN oE W (10:58)

Donde podemos apreciar que:

= Sino existe amortiguacion (D=0), los autovalores del sistema son imagi-
narios puros, y los modos naturales son oscilaciones sostenidas de frecuen-
cia angular w, = /K /M. Esto coincide con la interpretacion fisica, pues
si no eziste Toce, la masa permanecerd oscilando indefinidamente, aunque
no exista fuerza externa. Para ello basta que el resorte esté inicialmente
comprimido o estirado, y/o que la masa tenga una velocidad inicial no
nula.

= Cuando el sistema estd débilmente amortiguado ( D* < 4KM ), los auto-
valores de la matriz A son complejos conjugados con parte real negativa,
por lo tanto los modos naturales asociados son sinusoides amortiguadas
exponencialmente. Esto coincide también con lo que sucede en la prdcti-
ca, pues en caso de existir una fuerza de Toce no muy grande, la masa
oscilard durante un lapso prolongado, hasta llegar a su posicion de reposo.

= Finalmente, si la amortiguacién es muy grande ( D*> > 4K M ), los auto-
valores de la matriz serdn reales y negativos, lo cual indica que los auto-
valores son dos exponenciales decrecientes. En este caso, la existencia de
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una fuerza de roce importante se traduce en que la masa no logrard oscilar
sino que es llevada por la fuerza del resorte hasta su posicion de equilibrio,
y toda la energia contenida en el sistema se disipa rdpidamente en el roce.

Para ilustrar estas tres situaciones podemos utilizar MATLAB , que permite
definir facilmente sistemas en variables de estado a través del comando ss. La
respuesta a una condicion inicial, con entrada cero ¥t > 0, se obtiene a través
del comando initial. Para estas simulaciones consideramos M = 2[kg], K =
0,1/N/m] y tres diferentes valores para la constante de roce viscoso D [N-s/m],
mientras que las condiciones iniciales son d(0) = 0,3/m] y v(0) = 0,05/m/s].

MATLAB

>> M=2 ; K=0.1 ; D=0 ;

>> x_o=[0.3 0.05];

>> A=[0 1;-K/M -D/M];B=[0;1/M];C=[1 0];d=0;
>> S=ss(A,B,C,d);

>> initial(S,x_o)

0.4
SR\
0.2F T~a
R} T -~
=1 T o=
= \ R N e )
< N s
.\-._,,/'v
0.2+ )
~0.4 ! : : : : ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 60 70

Tiempo (seg.)

Figura 10.3: Respuesta homogénea del sistema masa-resorte-roce para tres va-
lores distintos de la constante de roce viscoso D.

En la Figura 10.4 se muestra la trayectoria que sigue el estado del sistema.
Se ha considerado la posicion de la masa d(t) como coordenada horizontal, y la
velocidad, v(t), como coordenada vertical. Este tipo de diagrama se conoce como
plano de fase. En MATLAB , el mismo comando initial permite obtener la
trayectoria del estado mediante el siguiente codigo:

MATLAB

>> [y,t,x]=initial(S,x_o0);
>> plot(x(:,1),x(:,2))
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0.1

0.08 x,-[0.3 0.05] T

0.06
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o

-0.02

-0.04

-0.06
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Figura 10.4: Trayectorias en el espacio de estado del sistema masa-resorte-roce
para tres valores distintos de la constante de roce viscoso D.

Note que, excepto en el caso en que no existe roce (D = 0), la masa llegard a
detenerse asintoticamente, es decir, llega al origen del espacio de estado.
00O

Estructura de la respuesta forzada

Cuando las condiciones iniciales del sistema son cero, el estado sélo tendra su
componente forzada:

t
xe(t) = / AT Bu(r)dr (10.59)
to

Esta parte del estado también incluye modos naturales, pero ademds con-
tiene los modos forzados o soluciones particulares, los cuales, como hemos
visto en capitulos precedentes, no dependen del sistema, sino que de la senal de
entrada u(t). En general, los modos forzantes presentes en la entrada apare-
ceran también en el estado. Sin embargo, es importante mencionar que un caso
especial sucede cuando los modos forzantes en la entrada coinciden con alguno
de los modos naturales del sistema.

Estabilidad del sistema

La estabilidad de un sistema lineal e invariante en el tiempo queda determi-
nada por la matriz de estado A, porque todos los polos del sistema son auto-
valores de esta matriz. Por definicién, todas las variables de un sistema lineal
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pueden expresarse como funciones lineales de su estado y su entrada. Cuando la
entrada u(t) al sistema es un vector de funciones temporales acotadas, entonces
las variables del sistema permanecen acotadas si y sélo si su estado permanece
acotado. Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 10.1. Considere el sistema definido en variables de estado mediante
(10.45)—(10.46). Entonces el estado del sistema (y, por tanto, su salida) perma-
nece acotado para toda entrada acotada si y solo si los autovalores de la matriz
A tienen parte real estrictamente negativa.

00O

Para apreciar el valor practico del resultado anterior consideremos de nuevo

el levitador magnético del Ejemplo 10.3 en la pagina 264. Para dicho sistema la
matriz A (en el modelo linealizado) estd dada por la expresién:

R
-7 0 0
A=|0 0 -1 (10.60)
Rg _Emg®
Eq  KiEg

y sus autovalores o valores propios son las raices de la ecuacién

_ R Rmg? Rmg?
det(A\I — A) = (/\ + L) (/\ — KlEQ> </\ + KiEq (10.61)

Podemos apreciar que, del conjunto de autovalores de la matriz, existe uno
que es real y mayor que cero. Esto implica que el sistema es inestable,
lo cual coincide con el analisis del sistema desde el punto de vista fisico pues,
si bien tedricamente existe un punto de equilibrio para el sistema, dado por
(10.38)—(10.40), éste resulta ser un punto de equilibrio inestable. En dicho pun-
to, cualquier pequena perturbacién sobre la esfera hara que ésta acelere hasta
adherirse al iméan, o bien, caiga al suelo.

Velocidad de respuesta y resonancia

Como ya hemos visto, en los sistemas estables la parte real de los autovalores
determina la velocidad a la cual los modos naturales decaen a cero. Los modos
mas lentos, que hemos denominado modos dominantes, determinan la velocidad
con que la salida del sistema alcanza el estado estacionario, es decir, determinan
la velocidad de respuesta del sistema.

Un segundo aspecto, de especial importancia en estructuras flexibles, es la
presencia de frecuencias de resonancia asociadas a los autovalores complejos
conjugados de un sistema. En la practica, cuando la senal de entrada contiene
energia en la banda de frecuencias cercana a la frecuencia con que el sistema
oscila en forma natural, pueden aparecer oscilaciones de gran magnitud. Ilus-
traremos esta idea a través de un ejemplo.

Salgado, Yuz, Rojas


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

272 Representacion en variables de estado

Ejemplo 10.5. Consideremos nuevamente el sistema masa-resorte del Ejemplo
10.1, en que las constantes tienen los valores M = 1[kgl, D = %[Ns/m] y
K =1[/N/mJ. Los autovalores del sistema estin dados por:

detA\I—A) =N+ B 4+ £ =11 +1=0 (10.62)

S Apo=—tE3/Br-ttj (10.63)

Esto significa que los modos naturales son de la forma e~ %1567 cos(t + ¢).
Cualquier excitacidn que posea energia a frecuencias cercanas a w = 1[rad/s]
hard que el sistema entre en resonancia, haciendo que en la salida del siste-
ma aparezcan oscilaciones de magnitud significativa. La Figura 10.5 muestra
el resultado de dos simulaciones: en la primera, la entrada es una sinusoide
de frecuencia w = 1frad/s], y en la sequnda, una senal cuadrada de frecuencia
fundamental w, = 0,333[rad/s]. En ambos casos las condiciones iniciales del
sistema son cero.

L
0 5 10 15 20 25 30 35 40
tiempo

Figura 10.5: Resonancia en el sistema masa-resorte.

En ambos casos podemos apreciar el fenémeno de resonancia debido a que
la entrada concentra su energia alrededor de la frecuencia de oscilacion de los
modos naturales del sistema. En particular, el lector puede verificar que en el
sequndo caso es la tercera arménica de la senal cuadrada la que excita los modos
naturales del sistema.

00O
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10.3.3. Transformaciones de similaridad

Como ya se ha senalado, la eleccién de variables de estado para un sistema
dado no es unica. Concretamente podemos tener un sistema con entrada u(t),
salida y(t) y dos diferentes elecciones para el vector de estado: x(t) y X(t) € R™,

con sus matrices asociadas {A,B,C,D} y {A,B, C,D}, respectivamente. El
siguiente lema establece la relacién entre ambos modelos.

Lema 10.2. Suponga un sistema cuyo vector de estado es x(t) y con modelo de
estado definido por {A,B,C,D}. Suponga ademds que se elige una matriz de
transformacion T € R™™ ™ no singular, que define un nuevo vector de estado:

%(t) =T - x(t) (10.64)

Entonces, el modelo de estado para la nueva representacion, queda determi-
nado por las matrices:

A =TAT! B=TB ; C=CT ' ; D=D (10.65)

)

Demostracion
Dada la transformacion (10.64), en que T es no singular y, por tanto, in-

vertible, tenemos que:
x(t) =T - x(t) (10.66)

Si reemplazamos entonces el vector de estado x(t) en las ecuaciones de estado
del sistema (10.45)-(10.46), obtenemos:

T!%(t) = AT 'X(t) + Bu(t) (10.67)
y(t) = CT'X(t) + Dul(t) (10.68)

donde, al multiplicar la primera ecuacion por T por la izquierda, se obtiene el
modelo correspondiente a (10.65):

X(t) = TAT'X(t) + TBu(t) (10.69)
y(t) = CT'x(t) + Du(t) (10.70)
000

Diferentes elecciones de las variables de estado pueden tener o no significado
fisico, sin embargo, existen representaciones que resultan mas simples desde el
punto de vista matemético, como veremos en la Seccién §10.6.

A pesar de las diferentes posibles representaciones, es natural que ciertas
importantes caracteristicas y propiedades del sistema permanezcan invariantes,
cualquiera sea la representacion elegida. Si, por ejemplo, consideramos los au-
tovalores del sistema, tenemos que:

det(\I — A) = det(\TT ' — TAT )

( 10.71
= det(T(AI - A)T 1)

(

(

10.72
10.73
10.74

= det(T) det(/\I A)det(T™h)

)
)
)
=det(A\I - A) )

(
(
(
(
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Lo anterior demuestra que los autovalores o frecuencias naturales del sistema,
son invariantes respecto de las transformaciones de similaridad. Por lo tanto,
las caracteristicas de estabilidad, la naturaleza de la respuesta homogénea y la
velocidad de respuesta del sistema son invariantes respecto a transformaciones
de similaridad del estado.

Ry it)  da(t)

)
A o
+
op(®) () L% C; Ry

Figura 10.6: Red eléctrica.

ve ()

/1
VWA

Ejemplo 10.6. En el circuito eléctrico de la Figura 10.6, si escogemos el vector
de estado como x(t) = [x1(t) x2(t)]T = [ir(t) ve(t)]T y la serial de entrada
u(t) = vy(t), entonces usando conocimientos bdsicos de redes eléctricas, tenemos
que:

1
dx(t 0 T 0
% = 1 R1L+ Ry X(t) + 1 ’U,(t) (1075)
6 B RlRQC Rlc

Una eleccion alternativa del vector de estado puede serX(t) = [1(t) T2(t)]T =
[i(t) i2(t)]T. Donde puede probarse sin problema que

%(t) = R% []32 ﬂ x(t) (10.76)
T

00O

10.3.4. Espacio de estado y funciones de transferencia

La representacion de sistemas mediante modelos de variables de estado es
una descripcién alternativa a las antes vistas. En el Capitulo 3 utilizamos la
ecuacion diferencial del sistema, mientras que en los Capitulos 6 y 7 nos concen-
tramos en la funcién de transferencia. Sin embargo, en esta seccién veremos que
los modelos de estado permiten describir con mayor profundidad propiedades
de los sistemas.

El siguiente lema establece la relacién entre la representacién en variables
de estado de un sistema y su funcién de transferencia.
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Lema 10.3. Dado un sistema lineal e invariante del tiempo con funcion de
transferencia:

Y (s) = H(s)U(s) (10.77)

En que U(s) y Y(s) son las transformadas de Laplace de la entrada u(t) y la
salida y(t), respectivamente. Entonces, dado un modelo de estado definido por
{A,B,C,D}, tenemos que:

H(s)=C(sI-A)"'B+D (10.78)

Ademds, los polos de la funcion de transferencia H(s) pertenecen al conjunto
de autovalores de la matriz A.

Demostracion para el caso escalar

Usando la definicion en la Seccion §7.3, la funcion de transferencia del sis-
tema es la transformada de Laplace de la respuesta a impulso (delta de Dirac)
del sistema, con condiciones iniciales tguales a cero. Por lo tanto, si aplicamos
la transformada de Laplace a la ecuacion (10.45), tenemos que:

0 1
sX(s) — x(07) = AX(s) + BL{d(t)} (10.79)

donde, si resolvemos para la transformada del vector de estado, tenemos que:
X(s) = (sI—-A)"'B (10.80)

De igual forma, aplicando Laplace a la ecuacidn (10.46) y reemplazando la
transformada del vector de estado X(s), obtenemos:

Y(s) = H(s) = CX(s) + DL{6(t)} = C(sI - A)"'B+D (10.81)

Para obtener los polos de la transferencia H(s) podemos reescribir la inversa
en términos de su adjunta y su determinante (ver Apéndice F):

adj(sI — A) Cadj(sI — A)B +Ddet(sI — A)
det(sI — A) det(sI — A)

H(s) (10.82)

Lo que pone de manifiesto que todos los polos de H(s) son autovalores de la
matriz A. Otra observacion de interés es que en un sistema con una entrada y
una salida, D es un escalar y por lo tanto, H(s) es estrictamente propia si y
solo st D = 0.

oo

Es importante notar que no necesariamente los polos de la funciéon de
transferencia son todos los autovalores del sistema, pues la ecuacién (10.78)
puede tener cancelaciones encubiertas entre raices del numerador (ceros) y raices
del denominador (polos). Esto se ilustra mejor a través del siguiente ejemplo.

Salgado, Yuz, Rojas


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

276 Representacion en variables de estado

Ejemplo 10.7. Consideremos las matrices de un modelo de estado:

A=|2 1 . B= ! . C=[0 1]; D=0 (10.83)
[0 A m=fos]s -0

Entonces, la funcion de transferencia asociada es:

TS 1 s+3 1 1
H(s)=C(sI-A) B—m[o 1][ 0 s+2} [0’5] (10.84)

_05(s+2) 0,5
C(s+2)(s+3) s+3 (10.85)

En este caso, la funcion de transferencia tiene sélo un polo, a pesar que la
matriz A posee dos autovalores. Se observa que existe una cancelacion entre un
polo y un cero en H(s). Este fendmeno tiene relacién directa con las propiedades
del sistema que se estudian en la Seccion §10.6. ([

La funcién de transferencia, en algunos casos, entrega menos informacion
sobre el sistema que el modelo en variables de estado, pues representa la
relacion sélo entre la entrada y la salida.

Cuando el nimero de autovalores de la matriz A es igual al nimero de polos
de la funcién de transferencia, se dice que la representacién de estado es una
realizacién minima.

Un problema interesante es obtener una representacion de estado de un sis-
tema a partir de su funcion de transferencia. Si la funcién de transferencia no
tiene cancelaciones encubiertas entre polos y ceros, la representacion de estado
resultante es una realizacién minima.

Existen diferentes métodos para obtener un modelo en variables de estado a
partir de la funcién de transferencia. A continuaciéon ilustramos uno de ellos.

Consideremos la funcién de transferencia dada por

B,(s) D18 L4 by_as™ 2+ .. bys+ by
Hr(s) = + Hp(o0) = + Hp (oo
7(s) Ay(s) 7(>0) s+ ap_15" 1 +.. .. +ais+ag 7 (o)
(10.86)
En primer lugar, de la ecuacién (10.78), podemos apreciar que:
D = Hyp(o0) (10.87)
por lo tanto, basta considerar la funcién de transferencia H(s) = Hyp(s) —

Hrp(00), que es estrictamente propia. Definamos v,(t) € R cuya transformada
de Laplace es Vi(s) tal que:

Vi(s) = U(s) te{l,2,....,n} (10.88)

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

10.3. Modelos de estado para sistemas continuos 277

Esto implica que:

_ dve_q (t)

ve(¥) o te{2,...,n} (10.89)
s s" - g1
U(s) = izgs; U(s) = A0 U(s)+;ag_1 A05) U(s) (10.90)
sVn(s) Va(s)
de donde se obtiene:
dv,(t) O due (b)
5 = u(t) - ; G— (10.91)
Ademas
Y (s) = H(s)U(s) + Hr(o0) = Y be1Vi(s) + Hr(o0) (10.92)
(=1

Escogiendo como variables de estado x(t) = vy(t), las ecuaciones (10.89)—
(10.90) conducen a un modelo de estado con matrices:

0 1 0 0 0 8
0 0 1 e 0 0
A= . : . : : y B=|: (10.93)
0
—@p —ap —az -°r —0Gp—2 —0p-1 1
mientras que la ecuacién (10.92) implica que:
C = [bo b1 b2 bn—l] N D= HT(OO) (1094)

Ejemplo 10.8. La funcion de transferencia de un sistema estd dada por:

4s — 10 4s — 10
H(s) = = 10.
) = T -1 P11 (10.95)

Entonces una realizacion minima para este sistema es:

01 0 0

A=00 1]; B=|0 (10.96)
40 -3 1

C=[-10 4 0]; D=0 (10.97)

00O

Lema 10.4. La funcion de transferencia de un sistema es invariante respecto
a transformaciones de similaridad del estado.

Demostracion
La dejamos como ejercicio para el lector. Ver Problema 10.6. (/W
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10.4. Modelos de estado para sistemas discretos

En esta seccién estudiaremos la representacién de estado para sistemas de
tiempo discreto, usando como base los resultados ya obtenidos para sistemas de
tiempo continuo.

Antes de iniciar el estudio es importante sefalar que un modelo en tiempo
discreto puede originarse de dos formas:

= A partir de un sistema intrinsecamente discreto, cuyas variables estan
definidas sélo en instantes de tiempo especificos t;, tales como modelos de
sistemas econémicos o procesos estocasticos.

= A partir de la discretizacién de un sistema de tiempo continuo, en cuyo
caso interesa un modelo que relacione las muestras de las senales en ins-
tantes de tiempo especificos. Este tipo de modelos es 1til cuando sistemas
digitales (microcontroladores, computadores o controladores légicos pro-
gramables) interactian con sistema fisicos reales, tales como estructuras
mecanicas, procesos industriales o circuitos anilogos®.

Cualquiera que sea el origen del modelo discreto, nos concentraremos en el
caso en que éste es lineal e invariante en el tiempo, tal como lo hicimos en
el caso de tiempo continuo.

La relacion entre sistemas de tiempo continuo y su modelo de estado obtenido
mediante discretizacion se estudiara en el Capitulo 11.

10.4.1. Linealizacion de sistemas discretos

El equivalente en tiempo discreto de las ecuaciones (10.3)-(10.4), para siste-
mas de una entrada y una salida, estd dado por las expresiones no lineales:

x[t + 1] = Fa(x][t], u[t]) (10.98)

ylt] = Ga(x[t], u[t]) (10.99)

La linealizacion se realiza de manera analoga que para el caso continuo,
considerando primero un punto de equilibrio, en que todas las senales del

sistema se mantienen constantes, dado por el trio {xq,uq,yq}, que satisface
las ecuaciones:

XqQ = Fd(XQ, UQ) (10100)
yq = Ga(xq,uq) (10.101)

El sistema discreto puede ser entonces linealizado en torno a este punto de
equilibrio, definiendo las senales:

Ax[t] = x[t] = xq;  Ault] = ult] —ug;  Aylt] = ylt] -y (10.102)

3Mediante conversores digital/andlogo y andlogo/digital (DAC y ADC, sus siglas en inglés,
respectivamente)
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Obtenemos asi el modelo en variables de estado:

Ax[t + 1] = AgAx[t] + BgAult] (10.103)
Ay[t] = CqAx[t] + DaAult] (10.104)
donde las matrices son:
8Fd BFd 8Gd a(;d
Ag= — : Bg= — ;. Cq = : Dg =
d Ox |x=xq’ d Ou |x=xq’ d Ox |x=xq’ d ou | x=xq
(10.105)

10.4.2. Modelos de estado lineales

Consideremos ahora el modelo en variables de estado, lineal e invariante en
el tiempo:

x[t + 1] = Agx[t] + Bault] (10.106)
y[t] = Cax[t] + Dqult] (10.107)

Lema 10.5. Dado el sistema de tiempo discreto definido en las ecuaciones
(10.106)—(10.107) y el estado inicial X[t,] = Xo, entonces:

(t—t,)—1
x[t]=Ad" %0+ Y AT Bauli+t,]  Vi>t, (10.108)
1=0

donde Ad(tftc’) es la matriz de transicion discreta.

Demostracion
A partir de la ecuacion (10.106), usando la condicion inicial X[t,] = Xo,
puede determinarse completamente la trayectoria futura del estado. Asi:

X[to + 1] = Aax[to] + Bault,] (10.109)
x[to + 2] = AdX[tO + 1] + Bdu[to + 1]

= Ag (Adx[to] + Bdu[to]) + Bqut, + 1]

= Ag’x[to] + AgBault,] + Bault, + 1] (10.110)

Por induccion, tenemos que:

-1
X[to + €] = Aa"x[to] + Y Aa" "'Bault, +i] V>0 (10.111)
=0

Esta dltima ecuacion coincide con la ecuacion (10.108) al hacer £ =t —t,.

oo
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Utilizando el resultado anterior en la ecuacién (10.107) obtenemos la salida
del sistema:

(t—to)—1
ylf] = CaAd""x0+Ca Y (Ad(t*t“*"*leu[to+z’])+Ddu[t} (10.112)
1=0

Dinamica del sistema

El vector de estado que se obtiene al resolver las ecuaciones del sistema,
analogamente al caso de tiempo continuo, tiene dos componentes: la componente
no forzada, x,lt|, y la forzada, x¢[t], donde:

xult] = Aq %, (10.113)
(t_to)_l
xelt] = > Aq" )T Bault, + ] (10.114)
1=0

Estructura de la respuesta no forzada

Para simplificar el andlisis del modelo y su solucién, aprovecharemos la in-
variancia en el tiempo, considerando el caso en que t, =0y uft] =0V¢ >0, es
decir, el estado tiene sélo su componente no forzada. En este caso:

x[t] = Aq"%o (10.115)

Por simplicidad, supondremos que Agq € R™*" tiene n autovalores distintos
Ne, con n autovectores linealmente independientes vy, entonces siempre existe
un conjunto de n constantes oy tales que:

Xo =Y vy ; ayeC (10.116)
/=1

Del algebra lineal (Apéndice F') sabemos que los autovalores de la matriz Aq'
son n’ef, para t € N| con sus correspondientes autovectores vy. De esta forma, se
obtiene:

x[t] = Aa'xe = Ad' Z vy = Zaz Ag'vy = Zaméw (10.117)
=1 =1 ?:7 =1
[4

Esta ecuacién pone de manifiesto que la componente no forzada del estado
es una combinacién lineal de modos de la forma {n, '}, cada uno estd asociado
con un autovalor de Aq. Esto establece un resultado muy importante:

Los valores propios de la matriz Aq incluyen las frecuencias naturales del
sistema de tiempo discreto. Ademads, los autovalores de A4 que son iguales
a cero corresponden a retardos en la excitacién. El conjunto de ambos es
igual al conjunto de raices de la ecuacion:

det(nI — Aq) =0 (10.118)
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Anélogamente al caso de los modelos de tiempo continuo, el resultado pre-
cedente indica que la matriz Aq determina:

= la estructura de la respuesta no forzada,
= la estabilidad (o inestabilidad) del sistema, y
= la velocidad de la respuesta.

El andlisis previo puede extenderse al caso en que la matriz A4 posee valores
propios repetidos, utilizando la forma de Jordan (Apéndice F).

En ausencia de entrada, el estado del sistema evoluciona como una combi-
nacién de sus modos naturales, los cuales pertenecen a una clase definida de
funciones (Seccién §4.3.1). Estas funciones se expresan como potencias de los
autovalores reales o complejos, tal como se aprecia en la ecuacién (10.117), y
estan relacionadas con constantes, exponenciales reales, sinusoides puras o mo-
duladas por exponenciales, y otras funciones especiales que aparecen cuando
hay autovalores repetidos.

Ejemplo 10.9. Para ilustrar estas ideas consideremos un sistema de tiempo
discreto, para el cual las matrices de la representacion de estado son:

0,8913  0,5525 ) ~ 10,3397
Aa= [—0,1768 0,2283] 3 Ba= {0,5525} (10.119)
Los autovalores del sistema son las soluciones de la ecuacion:
_ B n—0,8913  —0,5525
det(nI — Aq) = det ({ 01768 1 —0.2283 (10.120)
= (n—0,6703)(n — 0,4493) =0 (10.121)

Es decir, n1 = 0,6703 y 9o = 0,4493. Por lo tanto, la respuesta no forzada
tiene la forma:
Xu[t] = C1(0,6702)" + C2(0,4493)" (10.122)

donde Cy y Cy dependen sdlo del estado inicial.
Podemos apreciar que cuando t tiende a infinito, Xy [t] se hace cero, ya que
[m.2] <1, es decir, el sistema es estable.
00O

Estructura de la respuesta forzada

Si se considera la ecuacién (10.108) con condicién inicial cero, el estado
sélo exhibe su componente forzada. Ademads de los modos naturales, esta senal
incluye los modos forzados o particulares, que dependen del tipo de senal de
entrada u[t]. En general, los modos forzantes en la entrada también aparecerdn
en la salida del sistema, excepto en el caso que alguna de ellos coincida con algin
modo natural del sistema, en cuyo caso aparece el modo natural y, ademds, el
modo natural multiplicado por potencias de t.
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Estabilidad

La estabilidad de un sistema lineal, de tiempo discreto e invariante en el
tiempo también puede ser analizada a través de la matriz Ag. Ya hemos esta-
blecido que todas las variables del sistema se pueden expresar como funciones
lineales del estado y la entrada. Cuando la entrada u[t] es un vector acotado en
el tiempo, entonces las variables del sistema permaneceran acotadas si y solo si
el estado estd acotado. Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 10.2. Considere un sistema descrito en variables de estado por las
ecuaciones (10.106)-(10.107). Entonces, el estado del sistema estard acotado pa-
ra toda entrada acotada si y solo si los autovalores de la matriz Agq se encuentran
en el interior del circulo o disco unitario, es decir, |ny| < 1;VCL.

00O

Velocidad de respuesta y resonancia

Recordemos que los modos naturales de un sistema de tiempo discreto son
las potencias de los autovalores 7,. Estos autovalores siempre pueden expresarse
como un nuimero complejo en su forma exponencial, por lo tanto, un modo
natural puede escribirse como:

oy )
e)' = (Ine] €)' = [me|* €%t ;donde 6, = L (10.123)
Por lo tanto, tenemos que:

= La magnitud 0 < |7 < oo determina la wvelocidad con la que el modo
decae a cero, en el caso de sistemas estables (|ny| < 1), o crece hasta
infinito, para sistema inestables (|n¢| > 1).

= Kl dngulo —7 < 6y < 7 determina la frecuencia discreta de oscilacién del
modo natural, medida en radianes.

Los modos naturales de un sistema estable decaen a cero, y determinan la
respuesta transiente del sistema. Para su analisis podemos estudiar la respuesta
a escalon del sistema con condiciones iniciales cero.

Ejemplo 10.10. Consideremos el sistema discreto de primer orden:

x[t 4 1]

nx[t] + ut] (10.124)
ylt] = (1

— )] (10.125)

La respuesta a escalon de este sistema estard formada por una componente
homogénea y una componente particular (Seccion § 4.3.1 en la pdgina 63):

ylt] = ynlt] + vy[t] (10.126)

en que:
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= [a parte homogénea estd formada por el unico modo natural, es decir:

ynlt] = Cn' (10.127)

= dado que la entrada es un escalon, la componente particular de la salida
(y, por ende, del estado) es una constante a determinar reemplazando en
el modelo de estado:

zplt + 1] =nzplt] +1

yplt] = (1 —n)z,[t] } =yl =1 (10.128)

Finalmente, la condicion inicial igual a cero implica que:

ylt)=1-7' (10.129)

La Figura 10.7 muestra esta senal para diferentes valores del inico autova-
lor ng. En ella podemos apreciar que el transiente estd dado por yu[t] = —nt,
mientras que la respuesta estacionaria es y,lt] = 1.

T T T T T
1+ + + + ¥ % * * +

+ x o
o
08t + o ]
X o o
=06 * o g
= o + 1=02
0.4F x ° x n=06 ]
0 1=-08
02t o g
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tiempo discreto k

Figura 10.7: Respuesta a escalén del sistema para diferentes valores de 7.

oo

En la ecuacién (10.123) apreciamos que los autovalores de un sistema de-
terminan la amortiguacién de su respuesta transiente, sin embargo, también
determinan su frecuencia de oscilacién (cuando los autovalores tienen parte
imaginaria no nula). El problema que puede surgir cuando existen estos modos
resonantes es analogo al caso de tiempo continuo cuando la entrada el sistema
contiene una sinusoide u otra senal con energia en la banda de frecuencias cer-
cana a la frecuencia de oscilacién natural del sistema. A pesar que la salida del
sistema permanece acotada, ella puede alcanzar amplitudes intolerables para el
sistema fisico real.

Ejemplo 10.11. Consideremos el sistema discreto por:

i+ 1] = | 727 ‘07%1873] x[t]+m ulf] (10.130)
ylt] = [0 0,5391] x[t] (10.131)
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Los autovalores del sistema se obtienen a partir de Aq:

m.2 = 0,6398 + 50,6398 = 0,9048 ¢/ & (10.132)

Los modos naturales asociados, presentes en la respuesta transiente, son:

nt 5 =0,9048" €71 = 0,9048" (cos (Zt) & jsen (It)) (10.133)

Los modos naturales estdn ligeramente amortiguados, ya que |m 2| es cercano
a 1, y muestra una oscilacion de frecuencia 7.

En los grdficos de la Figura 10.8 se muestra el efecto de resonancia en la
salida del sistema. En la parte superior, se ha considerado u[t] = sen (%t), es
decir, la entrada tiene la misma frecuencia que los modos naturales. En la parte
inferior, en tanto, la entrada es una senal cuadrada de frecuencia 5. En este
ultimo caso, la frecuencia de la tercera armonica de la entrada coincide con
la de los modos naturales.

T
x ylK] « x *
+ ul « < x

5

X X
X X x X
x X
+Ty x +ty +ty +ty +ty
OF % x x ~ + o+ X+ <+ X4 %+ X+ x + X+ 5
T ot ot Tt gy
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x x x x
X
x x

-5 1 1 1 1 1 1 1
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3 T
X X
oL | X YK |
+ ufk] x X X
X
1+ At +4
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X

X

x

X
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X

R

X
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1 1
20 25
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Figura 10.8: Resonancia en la salida del sistema, para dos excitaciones diferen-
tes.

(W

10.4.3. Transformaciones de similaridad

Las diferentes elecciones del vector de estado para sistemas discretos se re-
lacionan de la misma manera que para sistemas de tiempo continuo, es decir, a
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través de las transformaciones de similaridad (Seccién §10.3.3). De igual forma
que en aquel caso, muchas de las propiedades del sistema, como la ubicacion
de las frecuencias naturales o autovalores, también permanecen invariantes ante
este tipo de transformaciones.

10.4.4. Espacio de estado y funciones de transferencia

Para los sistemas de tiempo discreto la relacién entre los modelos en varia-
bles de estado y aquellos mediante funciones de transferencia es analoga al caso
de tiempo continuo (Seccién §10.3.4). Como hemos mencionado, el modelo en
variables de estado de un sistema lineal e invariante en el tiempo es una des-
cripcién alternativa a la funcién de transferencia, y a menudo entrega mayor
informacion sobre el sistema.

Si se aplica transformada Zeta al modelo en variables de estado de tiempo
discreto (10.106)-(10.107), con condiciones iniciales cero, tenemos:

X[z] = (21 — Ag) " 'BaU|7] (10.134)
Y[z] = CaX][z] + DaU[7] (10.135)

que se reduce a Y[z] = H[z]U[z], en que:
H[z] = Ca(21 - Ag) 'Ba + Dq (10.136)

Una observacién de interés es que en sistemas de una entrada y una salida,
Dg es un escalar. Por lo tanto, H|[z] es estrictamente propia, si y sélo si Dq es
cero.

La inversa (2I — Aq)~! puede reescribirse en términos de su adjunta y su
determinante (ver Apéndice F):

~ Cqadj(2I — Aq)Bq +Dgdet(zI — Aq)

Al det(2zI — Aq)

(10.137)

Podemos observar que los polos de la funcién de transferencia pertenecen al
conjunto de autovalores de la matriz Ag4. Sin embargo, de forma similar a como
se aprecia en el Ejemplo 10.7 en la pagina 276, puede suceder que algunos de
los autovalores de Ag no aparezcan como polos de la funcién de transferencia.
Esto implica la existencia de cancelaciones entre polos y ceros de la funcién de
transferencia (ver Secciones §10.6.1 y §10.6.2, més adelante).

El resultado central para sistemas de tiempo discreto es el mismo que para
el caso de sistemas de tiempo continuo : la funcién de transferencia en algunos
casos entrega menos informacion sobre el sistema que su modelo en variables
de estado, pues representa la relacion sélo entre la entrada y la salida.

Para obtener un modelo en variables de estado a partir de la funcion de
transferencia de un sistema discreto, podemos usar un procedimiento analogo
al caso de tiempo continuos en la Seccién §10.3.4. Proponemos al lector que
verifique el procedimiento en el Problema 10.7.
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Para sistemas de tiempo discreto también tenemos que la funcién de
transferencia del sistema es invariante respecto a transformaciones
de similaridad.

10.5. Modelos de estado para sistemas interco-
nectados

Para construir modelos en espacio de estados de sistemas complejos, éstos
pueden ser a menudo descritos como la interconexion de sistemas mas simples.
Esta interconexién es usualmente la combinacion de tres tipos béasicos de es-
tructuras: conexién en serie, en paralelo y en realimentaciéon. En cada uno de
estos casos nos interesa obtener un modelo en variables de estado del sistema
completo resultante.

Para el anélisis que sigue consideramos dos sistemas, definidos mediante su
modelo en variables de estado:

Xm (t) -
Sistema 1: dt = Axa(t) + Bu () (10.138)
yl(t) = Clxl(t) + D]_Ul(t)
dX2 (t) o
Sistema 2: dt = Azxa(t) + Baua(t) (10.139)

Y2 (t) = CzXQ (t) + D2U2 (t)

Conexion en serie

La interconexién de sistemas que se muestra en la Figura 10.9 se denomina
conexién en serie o en cascada. Para obtener el modelo de estado deseado,
observamos que yo(t) = u1(t). Ademds, el sistema completo tiene como entrada
u(t) = ua(t), y como salida y(t) = y1(t). Con esto se obtiene:

[Zgg] B ﬁ)l Bzfz} K;m + {Bfa,]zz} u(t) (10.140)
y(t) = [C2 D:Ca] Egﬂ +DiDau(t) (10.141)

Conexioén en paralelo

La interconexion de sistemas que se muestra en la Figura 10.10 se denomina
conexién en paralelo. Para obtener el modelo de estado deseado, observamos
que la entrada es u(t) = u1(t) = ua(t) y que la salida para el sistema se expresa
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u(t) xalt) lll(t); xa(t) yi(t) 1 y(t)
)| [ya() 1 T
Figura 10.9: Conexién de sistemas en serie
como y(t) = y1(t) + y2(t). De esta forma, se obtiene:
X1 t) A1 0 Xl(t) B1
SO = [+ (B wee (10.142)
v =[er Ca] 20|+ D1+ D] ute) (10.143)

Figura 10.10: Conexién de sistemas en paralelo

Conexién en realimentacion

La interconexion de sistemas que se muestra en la Figura 10.11 se denomina
conexién en realimentacién o feedback (con realimentacién negativa unitaria), y
aparece normalmente asociada a la estructura basica del lazo de control reali-
mentado, donde 57 es es sistema a controlar y Ss es el controlador. Para obtener
el modelo en variables de estado del sistema en su conjunto, podemos apreciar
que la entrada al sistema completo satisface la ecuacién u(t) = ua(t) + y1(t), y
que la salida del sistema es y(t) = y1(¢). Si suponemos ademdas que el sistema

Salgado, Yuz, Rojas


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

288 Representacion en variables de estado

S1 (la planta) es estrictamente propia, es decir, Dy = 0, se obtiene:

[xl(t)} _ [Al - B1D2C, BlCz] [xl(t)} N {BlDz} u(®) (10.144)

5(2(1‘,) —B2C1 A2 Xg(t) B2
y(t) = [C1 O] {28] (10.145)
u(t) us(t) s (1) yi(t) 1 y(0)
T T L]

Figura 10.11: Conexién de sistemas en realimentacion (feedback)

El lector puede verificar que los resultados anteriores también son validos
para la interconexién de modelos de estado para sistemas de tiempo discreto
interconectados.

10.6. Propiedades de los sistemas

El modelo de estado de un sistema puede entregar mas informacién que su
funcién de transferencia. Por ejemplo, puede ocurrir que no todos los autovalores
de la matriz A aparezcan como polos en la funcién de transferencia del sistema.
En esta seccién estudiamos otras propiedades que pueden ser analizadas a través
del modelo de estado de un sistema.

10.6.1. Controlabilidad, Alcanzabilidad y Estabilizabilidad

Si consideramos el problema de controlar un sistema o proceso, una pre-
gunta fundamental es bajo qué condiciones es posible llevar el vector de estado
a un punto especifico del espacio de estado, manipulando las sefiales de entra-
da. Debemos recordar que el estado de un sistema a menudo estd formado por
sus variables internas, tales como temperatura, presién, o el nivel de liquido en
algun estanque. En una aplicacién real, interesa mantener esas variables en una
region determinada.

Controlabilidad

El concepto de controlabilidad se refiere a determinar si, a partir de una
condicién inicial xg, es posible llevar el vector de estado al origen x = 0 en
un tiempo finito, usando la entrada wu(t).
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Ejemplo 10.12. Si observamos el modelo definido en (10.146), podemos apre-
ciar que la entrada u(t) no tiene efecto alguno sobre el estado xo(t).

1) |0 1] [z1(%) 1
L'Cz(t)} = [O 0| |2s(t) 1o u(t) (10.146)
Dado un estado inicial [x1(0), 22(0)]7, la entrada u(t) puede ser elegida para
llevar x1(t) a cero, mientras que x2(t) no sufre ningin cambio. Diremos que

este sistema no es completamente controlable.
Ood

Formalmente, tenemos la siguiente definicion:

Definiciéon 10.1. Un estado x, se dice controlable si existe un intervalo de
tiempo finito [0,T] y una entrada {u(t),t € [0,T]} tal que x(T) = 0. Si todos
los estados son controlables, entonces se dice que el sistema es completamente
controlable.

Alcanzabilidad

Un concepto relacionado con la controlabilidad es la alcanzabilidad, usado
en general para sistemas de tiempo discreto. Formalmente se define como:

Definicién 10.2. Un estado X # 0 se dice alcanzable desde el origen, si dado
x(0) = 0, existe un intervalo de tiempo finito [0,T] y una entrada {u(t),t €
[0,T]} tal que x(T) = X. Si todos los estados del sistema son alcanzables se dice
que el sistema es completamente alcanzable.

Para sistemas de tiempo continuo, lineales e invariantes, controlabilidad y
alcanzabilidad son equivalentes. Sin embargo, el ejemplo siguiente ilustra una
diferencia entre estas propiedades para sistemas de tiempo discreto.

Ejemplo 10.13. Considere el sistema y la salida:

x[t—&—l]:[%’?% (1)5] x[t] = x[t]:{%’g5 (1)5] 0]  (10.147)

Podemos apreciar que el sistema es completamente controlable, pues x[t] = 0,

Vt > 2 y Vx[0] € R?, pues la matriz de estado es nilpotente, es decir, Ag®=o0.

Esto implica que cualquier estado inicial es controlable. Sin embargo, ningin es-

tado diferente de cero es alcanzable desde el origen, ya que six[0] = 0, entonces
x[t] =0, YVt € N.

oo

Debido a esta distincién entre controlabilidad y alcanzabilidad para siste-
mas discretos, en adelante usaremos el término controlabilidad para referirnos
al mas fuerte de ambos conceptos. Sin embargo, en el contexto de sistemas li-
neales e invariantes en el tiempo, por lo general se habla indistintamente de
controlabilidad y alcanzabilidad.
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Test de controlabilidad

No siempre es posible determinar a priori si un sistema es o no controlable.
El siguiente resultado [24] presenta una forma sistemdtica para determinar la
completa controlabilidad de un sistema®.

Teorema 10.3. Considere el modelo de estado lineal e invariante en el tiempo,
donde A € R"*":

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (10.148)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (10.149)

(i) El conjunto de todos los estados controlables es el espacio rango de la
matriz de controlabilidad T'.[A,B] donde:

T.[A,B] 2|

B AB A2B ... A" !B] (10.150)

i modelo es completamente controlable si y sélo si T [A, iene rango
ii) El model let t trolable si 5lo si T.[A,B] ti
completo.

(|

Ejemplo 10.14. Considere el modelo en variables de estado dado por (10.146),
con matrices de estado:

A= {8 (ﬂ . B- H (10.151)

La matriz de controlabilidad del sistema es:

T.[A,B] = [B,AB| = [(1) 8} (10.152)

Claramente, el rango T'.[A,B], es igual a 1, por lo tanto el sistema no es
completamente controlable.
Ood

Este test puede ser aplicado indistintamente para analizar la controlabili-
dad de sistemas de tiempo continuo y la alcanzabilidad de sistemas de tiempo
discreto. La controlabilidad de un sistema es otra de las propiedades que no
depende de la eleccién de las variables de estado, tal como establece el siguiente
resultado.

Teorema 10.4. El par (A, B) obtenido mediante una transformacion de simi-
laridad, dado por una matriz no singular T, es completamente controlable si y
sélo si el par original (A, B) es completamente controlable.

Demostracion

4Los conceptos relacionados con matrices se revisan en el Apéndice F
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Consideremos una transformacidn de similaridad T (Seccidn §10.3.3). En-
tonces tenemos que:

n

A" =(T'AT)(T'AT)...(T'AT)
=T 'A(TT HA(TT Y ... (TT"HAT =T 'A"T (10.153)
B=T"'B (10.154)

Por lo tanto, reemplazando en la matriz de controlabilidad (10.150), tenemos
que: o
I.[]A,B]=T 'T.A, B| (10.155)

Esto implica que la matrices T.] A,B | y T.[A,B] tienen el mismo rango,
pues T es no singular. Ood

El lector puede verificar que los modelos en variables de estado usados para
describir senales en la Seccién §10.2.3 son no controlables. De hecho, cualquier
modelo de estado en que B = 0 resulta ser no controlable.

Pérdida de controlabilidad

La falta de controlabilidad en un sistema se revela en que la funcién de
transferencia tiene un nimero de polos menor que el nimero de autovalores de
la matriz A (o Ag). El defecto de controlabilidad en ocasiones puede originarse
en la estructura misma del sistema, sin embargo, en otras ocasiones depende del
valor numérico de ciertos parametros. Esto se ilustra en el Problema 10.10 que
sugerimos al lector desarrollar en detalle.

Gramiano de controlabilidad

El test de controlabilidad en el Teorema 10.3 determina si un sistema es
completamente controlable o no. Sin embargo, es posible determinar el grado
de controlabilidad que un sistema posee, considerando la energia de la senal
de entrada necesaria para llevar el estado al origen. Para sistemas estables, la
energia involucrada en la sefial de entrada wu(t) aplicada desde t = —oo para
alcanzar el estado x(0) = xg en ¢t = 0 se puede medir mediante el funcional:

0 0
() = / u(t) |2dt = / w(®)Tu(t)dt (10.156)

— 00 —00

La energia de control minima necesaria es [1]:

J(Wopt) = xa P 1x9 >0 (10.157)
donde
P= / ABBT A at (10.158)
0
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La matriz P € R™ se denomina gramiano de controlabilidad, y es una
medida de la controlabilidad del sistema. La existencia de la integral estd garan-
tizada por la estabilidad del sistema. El gramiano de controlabilidad satisface
la siguiente ecuacién de Lyapunov:

AP +PA” + BB =0 (10.159)

Sugerimos al lector desarrollar el Problema 10.11.
Para sistemas de tiempo discreto, el gramiano de controlabilidad se define
como:

Py=> Aa'BaBa"(Ad") (10.160)
t=0

que satisface la ecuacién de Lyapunov
AgPgA4" —P4g+BgBg’ =0 (10.161)

La suma definida en (10.160) converge si y sélo si el sistema de tiempo
discreto es estable, es decir, si los autovalores de Ag estdn dentro del disco
unitario.

El concepto de gramiano ha sido extendido, para sistemas en tiempo continuo
y discreto, para incluir también el caso de sistemas inestables [17].

Descomposicién candnica y estabilizabilidad

En el caso que un sistema no sea completamente controlable, su representa-
cion de estado puede descomponerse en un subsistema completamente contro-
lable y otro completamente incontrolable, tal como establece el siguiente lema.

Lema 10.6. Considere un sisterna para el cual rango{T:[A,B]} = k < n,
entonces existe una transformacion de similaridad X = T~'x, en que las nuevas
matrices de estado tienen la forma:

A=T AT = Ec 212} (10.162)
B=T'B= EC} (10.163)

donde A tiene dimension k y el par (A.,B.) es completamente controlable.
([

Este resultado establece cudles estados pueden y cudles no pueden ser lleva-
dos a cero. Para apreciar mejor este hecho, expresemos el estado y la salida de
la forma:
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X, (A, Al [x B.
L‘cm] =l Anc:| L{nJ + B] u (10.164)
y=[C. Cu] [;c} +Du (10.165)

El subespacio controlable del modelo en variables de estado estd com-
puesto por todos los estados generados como combinacion lineal de los estados
controlables, es decir, de los estados en X.. La estabilidad de este subespacio
estéd determinada por la ubicacién de los autovalores de la matriz A..

Por otra parte, el subespacio no controlable estd formado por todos los
estados generados como combinacién lineal de los estados en X, y su estabili-
dad queda determinada por los autovalores de la matriz A,,..

De esta forma, la entrada no tiene efecto alguno sobre el subespacio no
controlable, por lo que podriamos esperar que este subespacio fuera al menos
estable, de manera que sus estados decaigan naturalmente al origen. En este
caso el modelo en variables de estado se denomina estabilizable.

Una consecuencia clave de la descripciéon dada por (10.164)-(10.165) es el
hecho que la funcién de transferencia queda dada por:

H(s) = Ce(sI - A.)"'B.+D (10.166)

La ecuacién (10.166) dice que los autovalores del subespacio no controlable
no aparecen como polos de la funcién de transferencia. Esto implica que existe

una cancelacién de los polos correspondientes a las raices de det(sI — A,,.).

Forma candnica controlable

Lema 10.7. Considere un modelo de estado completamente controlable para
un sistema SISO. Entonces, existe una transformacion de similaridad tal que el
modelo de estado se puede expresar en la forma candnica controlable:

0 0 0 —ag 1
10 0 —-m 0
A— |01 0 —a B = |0 (10.167)
00 1 —ap1 0
donde:
N4y AT b ag ) Fag = det(AI - A) (10.168)
es el polinomio caracteristico de A.
ood

Lema 10.8. Considere un modelo de estado completamente controlable para un
sistema SISO. Entonces, eziste una transformacion de similaridad que convierte
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el modelo de estado en la forma candnica del controlador:

—Qp—1 —Qp_2 PN —Q1 —Qp 1
1 0 .0 0 0
A'=| 0 ... 0 0 B’ = |0| (10.169)
0 0 1 0 0
donde:
Nty AT ag A+ ag = det(A\L— A) (10.170)

es el polinomio caracteristico de A.
00O

10.6.2. Observabilidad, Reconstructibilidad y Detectabi-
lidad

Si consideramos el modelo de estado de un sistema dado, es razonable su-
poner que si se observa su salida durante un intervalo de tiempo, entonces
podriamos obtener informacién sobre su estado. La propiedad asociada a es-
te concepto se denomina observabilidad.

Observabilidad

La observabilidad de un sistema se refiere a si es posible conocer su estado
a partir de mediciones de su salida.

Ejemplo 10.15. Si consideramos el sistema definido por el modelo en variables
de estado:

xl(t) -1 0 (El(t) xl(t)
. = t)y=11 0 10.171
L;Q(t)} [ 1 —1] |aa(t) v® =1 0] |50 ( )
Podemos apreciar que y(t) queda determinada por x1(t), mientras que la otra
variable de estado xo(t) no tiene influencia alguna sobre la salida. Por tanto el
sistema no es completamente observable, es decir, existe una parte del estado
de la cual nunca se obtendrd informacion alguna, a partir de la medicion de la

salida y(t).
(]

Se puede formalizar la definicién de observabilidad de la siguiente forma:

Definicién 10.3. FEl estado xo # 0 se dice no observable si dado x(0) = X,
y u(t) = 0 para t > 0, entonces y(t) = 0 para t > 0, es decir, la condicién
inicial Xo no tiene efecto alguno sobre la salida del sistema.

FEl sistema se dice completamente observable si no existe estado inicial,
diferente de cero, que sea no observable.
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Reconstructibilidad

Otro concepto estrechamente relacionado al de observabilidad, es el que se
denomina reconstructibilidad. Este, para sistemas de tiempo discreto, se re-
fiere a qué se puede decir de x[k,], habiendo observado valores pasados de la
salida y[t], durante 0 < t < k..

Para sistemas de tiempo continuo, lineales e invariantes, no es necesario hacer
distincién entre observabilidad y reconstructibilidad. Sin embargo, el siguiente
ejemplo ilustra que estos conceptos son diferentes para sistemas de tiempo dis-
creto.

Ejemplo 10.16. Considere el modelo en espacio de estado:
x[t+1]=0 x[0] = o (10.172)
ylt] =0 (10.173)

Este sistema es claramente reconstruible para todo k. > 1, ya que sabemos
que x[k.] = 0 para k, > 1. Sin embargo, es no observable pues y[t] = 0, Vt sin
mmportar Xe.

Dada la diferencia entre los conceptos de observabilidad y reconstructibi-
lidad, en adelante usaremos el término observabilidad para referirnos al més
fuerte de ambos conceptos.

Test de observabilidad

Para contar con un criterio que permita determinar si un sistema es o no
observable, se presenta a continuacion el siguiente teorema.

Teorema 10.5. Considere el sistema en variables de estado, continuo, lineal e
imvariante en el tiempo:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (10.174)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (10.175)

donde A € R™ ™,

(i) El conjunto de estados no observables es igual al subespacio nulo de la
matriz de observabilidad T',[A, C] donde:

C
]é CA

T, A, C (10.176)

CAnfl

(i) El sistema es completamente observable si y sdlo si T'y[A, C] tiene rango
completo.
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(|

Este test de observabilidad puede aplicarse indistintamente a sistemas de
tiempo discreto y continuo.

Ejemplo 10.17. Considere el modelo en espacios de estado dado por:

A= {_? _g]; B = H ; C=[1 -1 (10.177)

La matriz de observabilidad estd dada por:

I,[A,C]= [CCA} = [_i :ﬂ (10.178)

Entonces el rango de T'H[A, C] es igual a 2, lo que dice que el sistema es
completamente observable.
([

Ejemplo 10.18. Si observamos el modelo definido en (10.171), tenemos:

A= {_11 _01] ;. C=[1 0 (10.179)

La matriz de observabilidad es:

1 0
T,[A,C|= {_1 0} (10.180)
El rango de T',[A, C] es igual a 1 y, por lo tanto, el sistema no es comple-

tamente observable.
ood

La observabilidad de un sistema es una propiedad que no depende de la
eleccién de las variables de estado. Andlogamente al Teorema 10.4, el rango de
la matriz de observabilidad 10.176 en la pagina anterior es invariante respecto
a transformaciones de similaridad.

Pérdida de observabilidad

La falta de observabilidad en un sistema se revela en que la funcién de
transferencia tiene un nimero de polos menor que el nimero de autovalores de
la matriz A (o Ay). La observabilidad de un sistema queda determinada bési-
camente por caracteristicas propias de su estructura. Sin embargo, también es
posible que la observabilidad de un modelo se vea afectada por valores numéricos
particulares en algunos de sus parametros, de manera anéloga a lo que sucede
con la controlabilidad, tal como se analiz6 en la Seccién §10.6.1. Sugerimos al
lector desarrollar el Problema 10.13.
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Gramiano de observabilidad

El test de observabilidad en el Teorema 10.5 en la pagina 295 permite de-
terminar si un sistema es completamente observable. Para sistemas estables es
posible determinar el grado de observabilidad de un sistema dado cuantificando
la energfa en la salida y(¢) debida al estado inicial x(0) = xg, en ausencia de
sefial de entrada, es decir, u(t) = 0. La energfa en la salida del sistema estd dada

por [1]:
Blc) = [ oI = xaQx, (10.181)
donde
Q= /OOO ATCTC At (10.182)

La matriz Q se denomina gramiano de observabilidad, y cuantifica la
observabilidad del vector de estado x,. La existencia de la integral estd ga-
rantizada pues el sistema es estable. Ademds, el gramiano de observabilidad Q
definido en (10.182) satisface la ecuacién de Lyapunov:

ATQ+QA +CTC=0 (10.183)

Para sistemas estables de tiempo discreto, el gramiano de observabilidad
queda definido por:

o0
Qa =) (Aqd")'Cq" CaAd’ (10.184)
t=0
La existencia de la suma es consecuencia de la estabilidad del sistema, pues
los autovalores de la matriz A4 tienen magnitud menor que 1. El gramiano de
observabilidad discreto satisface la ecuacién de Lyapunov:

Aqa"QaAd —Qa+Ca"Ca=0 (10.185)

Principio de Dualidad

Podemos notar un paralelo notable entre los resultados del Teorema 10.3
en la pagina 290 y del Teorema 10.5 en la pagina 295, y también entre las
definiciones de los gramianos (10.158) y (10.182). Estas observaciones conducen
al principio de dualidad, el cual se formaliza a continuacién:

Teorema 10.6 (Dualidad). Considere el modelo en variables de estado descrito

por la 4-tupla (A, B, C,D). Entonces el sistema es completamente controlable

sty solo si el sistema dual (AT7 CT BT, DT) es completamente observable.
00O

Note que D no juega ningiin papel en la controlabilidad ni en la observabi-
lidad del sistema.
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Descomposicion candnica y detectabilidad

El principio de dualidad anterior permite obtener resultados relacionados
con observabilidad, aplicando resultados sobre controlabilidad al sistema dual,
o bien, vice-versa.

Fl siguiente resultado es el dual del Lema 10.6 en la pagina 292.

Lema 10.9. Sirango{T',[A,C]} = k < n, existe una transformacion de simi-
laridad X = T7'x, tal que las nuevas matrices de estado tienen la forma:

I —1 _ Xo 0
A=T'AT = {Am i (10.186)
C=cCT=[C, 0 (10.187)

donde A, tiene dimension k y el par (C,, A,) es completamente observable.
aoad

Este resultado tiene una relevancia similar a la descomposicién candnica
asociada para el caso de la controlabilidad. Para apreciar esto, aplicamos el
dual del Lema 10.6 en la pédgina 292 para expresar el estado (transformado) y
las ecuaciones de salida en la forma particionada que se muestra a continuacion:

it R P | o R AR oS
y(t) = [Co 0] [;(8)} + Du(t) (10.189)

La descripcién anterior pone en evidencia el problema que puede surgir cuan-
do se intenta controlar un sistema usando sélo su salida, pues en esta no aparece
informacion alguna sobre X,,.

El subespacio observable de un modelo es el espacio formado por todos
los estados que se generan como combinaciones lineales de los estados en X,.
La estabilidad de este subespacio queda determinada por la ubicacién de los
autovalores de la matriz A.,.

El subespacio no observable de un modelo, es el espacio formado por
todos los estados generados como combinacién lineal de los estados en X,.
La estabilidad de este subespacio queda determinada por los autovalores de la
matriz A,,,. Si el subespacio no observable es estable, decimos que el sistema, es
detectable.

Podemos apreciar una propiedad clave de la descripcién (10.188)—(10.189),
ya que la funcién de transferencia del sistema queda expresada como:

H(s)=C,(sI-—A,) 'B,+D (10.190)

La ecuacién (10.190) revela que los autovalores del subespacio no observable
no pertenecen al conjunto de polos de la funcién de transferencia del sistema.
Esto implica que existe una cancelacién de todos los polos correspondientes a

las raices de det(sI — A,,,).
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Forma candnica observable

Es posible obtener las formas canénicas duales a las presentadas en los Lemas
10.7 y 10.8. Presentamos a continuacién solo uno de los resultados duales.

Lema 10.10. Considere un sistema escalar o SISO, completamente observable.
Entonces eziste una transformacion de similaridad tal que lleva al modelo a la
forma candnica observable:

—Qp—1 1 bn—l
(t) = e+ u(t) (10.191)
: 1 :
—Qp 0 0 bo
yit)=[1 0 ... 0]xz(t)+ Du(t) (10.192)

ood

10.6.3. Descomposicién Candnica

En la seccién anterior vimos que el espacio de estado de un sistema no
completamente controlable puede separarse en un subespacio controlable y uno
no controlable (Lemas 10.6). Anédlogamente, el resultado dual establece que el
espacio de estado de un sistema no completamente observable puede separarse
en un subespacio observable y uno no observable (Lemas 10.9). El siguiente
resultado combina ambos resultados.

Teorema 10.7 (Descomposicién Canénica). Considere un sistema descrito por
un modelo en espacios de estado. Entonces, siempre existe una transformacion
de similaridad T tal que el modelo transformado, con su nuevo vector de estado
% = T~ 'x toma la forma:

Kco 0 KIS 0 Bl
N Ay Ay Ay Ay C wm_ B, &_r& el
A=1"0" 0 &, o’ B=|ol: C=[C, 0 C, 0
0 0 X34 K44 0

(10.193)

(i) El subsistema [Aco, B1,C1] es completamente controlable y completamen-
te observable, y tiene la misma funcion de transferencia que el sistema
original (ver Lema 10.11 en la pdgina siguiente).

(i) El subsistema:
Xco 0 Bl
= — |,|5/,/C1 O 10.194
{Am Azz} BJ [Ci 0] ( )
es completamente controlable.
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(i4i) El subsistemas:
A, A [B; =
o Agg], 0], C: G, (10.195)

es completamente observable.

0oO

La Figura 10.12 ilustra la estructura interna de un sistema de acuerdo al teo-
rema anterior. En ella, X(t), Xno(t), Xne(t) ¥ Xnc—no(t) representan la parte del
estado completamente controlable y observable, no observable, no controlable,
y no controlable ni observable, respectivamente.

Hi x(t ‘
3 Xno1)
xne(1)
Xne—no(t)

Figura 10.12: Descomposicién candnica del modelo de estado.

La descomposicién canénica descrita en el Teorema 10.7 tiene una impor-
tante consecuencia para la funcién de transferencia del modelo, ya que ésta
s6lo modela el subsistema completamente observable y completamente con-
trolable.

Lema 10.11. Considere la funcidn de transferencia H(s) dada por:
Y(s) = H(s)U(s) (10.196)
Entonces:
H(s)=C(sI—A)"'B+D=C,(sI-A,) 'B;+D (10.197)

La 4-tupla {KCO,ELEL D} corresponde a una realizacion minima del mo-
delo de estado.
00O
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Ademés, si denotamos por A{M} el conjunto de autovalores de una matriz
M, entonces:

AR} = A{A} UA Az} UA{Ags} UA{AL) (10.198)

donde:
A{A} Autovalores del sistema

A{A.,} Autovalores del subsistema controlable y observable

A{A} Autovalores del subsistema controlable pero no observable
A{A33} Autovalores del subsistema no controlable pero observable
A{A,4} Autovalores del subsistema no controlable y no observable

Observamos que la controlabilidad de un sistema dado depende de la estruc-
tura de sus entradas, es decir, depende de dénde se aplican y como entran en el
sistema aquellas variables que son manipulables. Por lo tanto, los estados de un
subsistema pueden ser no controlables desde una entrada, pero completamente
controlables desde otra. Esto tiene consecuencias en el diseno de sistemas de
control, pues en un proceso real no todas sus entradas pueden ser manipuladas
y, en consecuencia, puede que sea imposible llevar las variables de la planta a
ciertas ubicaciones del espacio de estado.

Anélogamente, la observabilidad de un sistema depende de las salidas que
se consideran. Algunos estados pueden ser no observables desde una salida da-
da, pero puede ser completamente observables desde otra. En el contexto del
analisis y disenio de sistemas de control, esto se traduce en que puede ser dificil
(imposible) obtener informacién sobre ciertas variables internas de la planta, a
partir de las salidas medidas disponibles.

10.7. Observadores

Cuando las variables de estado de un sistema deben ser medidas para mo-
nitoreo, control u otros propdsitos, existen importantes aspectos tanto técnicos
como econémicos a considerar. El problema de observar el estado de un siste-
ma es una generalizacién del caso en que se desea medir indirectamente alguna
variable del sistema usando un modelo y otras variables mas faciles de medir.

Un observador es un estimador de las variables de estado de un sistema a
partir de su modelo (de estado) y mediciones de la entrada y la salida del
sistema.

10.7.1. Dinamica del observador

Supongamos que un sistema tiene un modelo de estado dado por las ecua-
ciones (10.45)—(10.46) con D = 0 (sistema estrictamente propio). La ecuacién
que define la dindmica del observador estd dada por:

dx(t)

= = AX(t) + Bu(t) + I(y(t) - Cx(1)) (10.199)
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donde la matriz J es la ganancia del observador. Este observador tiene como
propésito estimar el estado del sistema original usando la entrada y la salida de
dicho sistema, asi como las matrices de su modelo en espacios de estado.

Una pregunta natural es: si disponemos de un buen modelo del sistema y
ademds conocemos su entrada V¢t > 0, jpor qué es necesario entonces medir la
salida para estimar el estado? jno bastaria con simular el sistema? La clave
aqui es que no conocemos el estado inicial del sistema, y por lo tanto
no seria posible obtener la trayectoria del estado, sélo conociendo la entrada,
aunque el modelo fuese perfecto.

Si consideramos el error de estimacién del estado X(t) = x(t) — %(t), su
dindmica se obtiene restando (10.199) de (10.45). Esto es:

ax(t -

% — (A —JO)X(t) (10.200)
donde observamos que el error de estimacién converge a cero si y sélo si todos
los autovalores de la matriz A — JC tienen parte real negativa, es decir, si el
polinomio del observador:

E(s) = det(sI — A+ JC) (10.201)

es estrictamente Hurwitz.

Discusion

= La ecuacién (10.200) es valida sélo si el modelo es un representacioén exacta
del sistema bajo analisis. Errores de modelado tendréan consecuencias sobre
el observador, tales como error de estimacién que no converge a cero.

» Siel par (A, C) es completamente observable, entonces los autovalores de
A — JC pueden situarse arbitrariamente en la region de estabilidad en el
plano complejo. Por tanto, la velocidad de convergencia de la estimacién
es parte del diseno del observador. Estos autovalores se conocen como los
polos del observador.

= Si el par (A, C) es detectable, entonces el observador asegura error cero
asintéticamente, a pesar que no todos los autovalores de la matriz A —JC
pueden situarse a gusto.

= Si el sistema no es completamente observable, y el subespacio no observa-
ble contiene modos inestables, entonces el error de estimacién no converge.

Ejemplo 10.19. Para ilustrar el uso de un observador consideremos nueva-
mente el modelo de estado del Ejemplo 10.8. En este caso particular, queremos
que los polos del observador se ubiquen en s = —4, s = —6 y s = —8. Entonces
la ganancia del observador J debe elegirse adecuadamente, por ejemplo, usando
MATLAB :
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MATLAB

> A=[ 01 0; 001; 40 -3];
>> B=[ 0; 0; 1];
>> C=[-10 4 0];
>> J=place(A’,C’,[-4 -6 -8])

J = [-4,5247 —7,5617 —4,1543]"

(10.202)

Para apreciar la dindmica del observador, supondremos que el estado inicial
del sistema es x(0) = [-1 2 1T y que la entrada del sistema es una senal
cuadrada de amplitud 1, y frecuencia igual a 1 [rad/s|. El observador se inicia
con %(0) = 0. Entonces, la norma del error de estimacion, ||X(t)|| evoluciona
como se muestra en la Figura 10.13

Norma del error

Tiempo [s]

Figura 10.13: Error de estimacion del estado

E's importante notar que en este ejemplo la planta es inestable, lo que implica
que tanto el estado como su estimacion crecen indefinidamente. Sin embargo,
bajo el supuesto de un modelo exacto, el error de estimacion converge a cero.

00O

10.7.2. Observadores y ruido de medicion

Hasta el momento hemos supuesto que la entrada del sistema, u(t), y su
salida, y(t), estdn disponibles sin errores de ningin tipo. En general, esta su-
posicion es valida sélo para la entrada pues usualmente ésta es generada por el
mismo dispositivo que estima el estado. Sin embargo, en la medicién de la salida
y(t), siempre tendremos la presencia de ruido.

Para analizar el efecto de este ruido de medicién, denotemos por ym,(t) la
medicién, es decir, la salida real de la planta contaminada con ruido:

Ym(t) = y(t) +v(t) (10.203)
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donde v(t) se denomina ruido de medicién aditivo. El error de medicién satisface
la ecuacion:

%ﬁ) — (A —JC)R() + Iv(1) (10.204)
Por lo tanto:
X(s) = (sI— A +JC)"'%(0) + (sI — A +JC)"1IV(s) (10.205)

Es decir, el error debido al ruido sera pequeno si la funcién de transferencia
(sI — A+ JC)~1J es capaz de actuar como filtro para el ruido v(t).

Ejemplo 10.20. Un sistema es modelado por las ecuaciones de estado:

O ; B= ! ; C=[1 —-1]; D=0 (10.206)
[ 5] meli]s e-p

Supongamos que queremos estimar una variable del sistema z(t) = TTx(t),
donde TT = [1 1]. Entonces, una estimacién de esta variable es 3(t), que se
obtiene como:

2(t) = TTx(¢) (10.207)

Entonces, la parte ruidosa en la estimacion de z(t) es z,(t), cuya transfor-
mada de Laplace satisface

Zy(s) = Hy(s)V(s) , donde H,(s) =TT (sI - A+JC)~'J (10.208)

A continuacidn consideramos dos elecciones diferentes del polinomio del ob-
servador:

Ei(s) = (s+0,5)(s+0,75) y FEa(s) = (s + 10)(s + 20) (10.209)

El lector puede apreciar que esto implica que el observador definido por E1(s)
serd mds lento definido por E2(s). Cada polinomio determina la ganancia del
observador, tal como en el Ejemplo 10.19. Las correspondientes funciones de
transferencias del filtro del ruido de medicion estdn dadas por:

1,875s + 5,625

Hi(s)=TT(sI-A+J,C)"'J, = — ’ 10.21

1(s) (s +J1C) 0y 21 1.255 + 0,375 (10.210)
144s + 432

Ho(s) =TT(sT— A +J5C) 1 Jp= —— > 707 10.211

2(s) (s 12072 = G a0 (10.211)

La Figura 10.14, muestra el diagrama de Bode® de cada uno de los filtros
obtenidos. Fs interesante apreciar en la figura que el filtro mds lento resulta ser
mas inmune a ruido de alta frecuencia, comparado con el mds lento, factor que
resulta crucial en el diseno del observador.

00O

5Ver Capitulo 9.
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Magnitud [dB]

40k |H1(Jm)|

60 " M " M " M " N
107 10° 10’ 10° 10°
Frecuencia [rad/s]

Figura 10.14: Caracteristica de filtraje de los observadores

En el disenio de un observador, siempre existe un compromiso entre la veloci-
dad de convergencia del error de observacion y la inmunidad de la estimacién
frente al ruido de medicién.

Una forma sistematica de encarar este problema es usar la teoria de filtros
optimos, como los filtros de Kalman-Bucy. El lector interesado puede consultar,
por ejemplo, las referencias [2, 17, 27].
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10.8. Problemas para el lector

Problema 10.1. Determine una representacion en variables de estado de los
siguientes sistemas:

Zy(t) + 3y(t) = j—tu(t) + 2u(t) (10.212)

2
4 3ul0) +Py(t) = u(t) (10.213)
ylk] = ylk — 1] + ulk] — u[k — 1] (10.214)
ylk] = ulk — 4] (10.215)

Problema 10.2. Para cada uno de los sistemas del problema anterior:
10.2.1 Determine los autovalores de la matriz de transicion.

10.2.1 Determine una representacion de estado equivalente, en que la matriz de
estado (A y Aq) sea diagonal. Sugerencia: utilice la matriz de autovectores
como transformacion de similaridad.

Problema 10.3. Considere el siguiente modelo no lineal:

.i‘l(t) = —21‘1(t) + O,ll‘l(t)l‘g(t) + U(t) (10216)
do(t) = —a1(t) — 22o(t) (21(1))? (10.217)
y(t) = o1(t) + (1 + 22(2))? (10.218)

Construya un modelo lineal en torno al punto de operacion definido por
ug = 1.

Problema 10.4. Sistema predador-presa (Lotka-Volterra).
Considere el sistema de ecuaciones diferenciales no-lineales, que describe la
dindmica de una poblacién de conejos (c(t) > 0) y de zorros (z(t) > 0):

9€ — aelt) + Belt)=(1) (10.219)
0% = —a(t) 4 3el)=(1) (10.220)

en que los pardmetros a, 8,7, son positivos.
10.4.1 Determine todos los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones.

10.4.2 Obtenga el sistema linealizado en torno a cada uno de los puntos de
equilibrio anteriores.

10.4.3 Estudie y compare el tipo de soluciones del sistema linealizado en cada
uno de los puntos de equilibrio.
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10.4.4 Elija algin valor para los pardmetros, y simule el sistema original y el
linealizado en torno a cada punto de equilibrio, representando la solucion
en el plano (c(t), z(t)).

Problema 10.5. Consideremos el levitador magnético del Ejemplo 10.3 en la
pdgina 26/.

10.5.1 Determine la funcion de transferencia desde la entrada e(t) si se consi-
dera la corriente i(t) como salida.

10.5.2 ;Qué puede comentar sobre los polos de la transferencia y los autovalores
de la matriz de estado?

10.5.3 Note que en nuestro modelo fisico simplificado la corriente i(t) no es
afectada por la posicion ni por la velocidad vertical de la esfera. ;Como
es posible incluir el efecto del cambio de posicion de la esfera en la induc-
tancia del electroiman? Hdgalo y repita los dos puntos anteriores para el
nuevo modelo de estado.

Problema 10.6. Considere el modelo en variables de estado de un sistema:
dx(t)

dt
y(t) = Cx(t) + Du(t) (10.222)

= Ax(t) + Bu(t) (10.221)

y una transformacion del estado X(t) = T -x(t), en que T es una matriz no
singular.
Demuestre que la funcion de transferencia dada por {A,B,C,D} y por la

nueva representacion {A, B, C,D}, dada por (10.65), son iguales.

Problema 10.7. Considere la funcion de transferencia de un sistema de tiempo
discreto (en la que no hay cancelaciones):

bn_lz"_l + bn_gz"_Q +...b1z+ by

H =
[#] 2"+ Ap_12" L+ a1z +ag

(10.223)

10.7.1 Demuestre que una realizacion minima de dicho sistema estd dada por
las matrices:

o 1 0 0 0 0
. 0
A= 9 (_) 1 ' 9 9 B=|:| (10.224)
. : : : : 0
—Gp —ar —a2 —O0p—2 —0p-1 1
C=1[bo b1 by - by D=0 (10.225)

Sugerencia: Proceda andlogamente al caso de tiempo continuo, en la Sec-
cion §10.3.4, notando que, al usar la transformada Zeta (Apéndice E):

Flo] = 2{f[t]} < 2Fl]=Z{f[t+1]} (10.226)
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10.7.2 Determine una representacion de estado (realizacidn) minima para el

sistema:
z+1

23 —322432—-1

H[z] = (10.227)

10.7.3 ;Qué sucede si la funcion de transferencia es bipropia? Determine una
realizacion minima para el sistema definido por:

222 —z+1
Hiz| = 10.228
= o800 ( )
Problema 10.8. Dado el sistema:

1 0 1 0 1

dx(t) 1 -2 0 -1 1

0O 0 -1 -1 0
y(t) = [—2 0 1 0] x(t) (10.230)

10.8.1 Determine los autovalores del sistema.

10.8.2 Determine las matrices de observabilidad y controlabilidad, y sus respec-
tivos rangos. ;Es el sistema completamente controlable y observable?

10.8.3 Determine si el sistema es estabilizable. Determine si el sistema es de-
tectable.

Problema 10.9. Considere los sistemas definidos en variables de estado:

d
Sistema 1 : { ) =-20() +w() (10.231)
yl(t) :2I1(t)
d 4 2 0
Sistema 2: 4 a 20 =1 o [X2OF |y wl®) (10.232)

yo(t) =1[0,5 1] xa(t)

10.9.1 Determine el modelo de estado de la interconexion serie del Sistema 1
sequido del Sistema 2.

10.9.2 Determine si el modelo de estado obtenido es completamente controlable
y completamente observable.

10.9.3 Compare con la funcion de transferencia de dicha interconexion y co-
mente.

10.9.4 Repita los puntos anteriores si ahora se conecta el Sistema 2 sequido del
Sistema 1.
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Ul(t)

ves(t) I Cs | v,(t)

Figura 10.15: Circuito electrénico para el Problema 10.10.

Problema 10.10. Considere el circuito electronico de la Figura 10.15 en que el
amplificador operacional actia como sequidor de voltaje, es decir, vy (t) = v_(t).

10.10.1 Determine un modelo de estado del circuito, eligiendo como variables
de estado x1(t) = ir1(t) y z2(t) = ves(t).

10.10.2 Determine la matriz de controlabilidad y bajo qué condiciones sobre los
valores de las componentes el sistema es completamente controlable.

10.10.3 Determine las funciones de transferencia entre v;(t) y vy (t), y entre
o (1)  volt)

10.10.4 A partir las transferencias anteriores determine la funcion de transfe-
rencia del circuito, es decir, entre v;(t) y v,(t). Comente.

Problema 10.11. Consideremos nuevamente el modelo de estado del circuito
electronico obtenido en el Problema 10.10. Considere los siguientes valores de
las componentes electronicas:

R1 = R2 = R3 = 1[KQ], Cl = 0,9[mF]; 03 = 1[mF] (10233)

10.11.1 Determine el gramiano de controlabilidad P del sistema (Sugerencia:
utilice el comando gram en MATLAB ).

10.11.2 Determine la energia de control (10.157) si como estado inicial del sis-
tema se considera cada uno de los autovectores del gramiano P. Comente.

10.11.3 Determine la funcion de transferencia del sistema. Comente.

Problema 10.12. Demuestre que el rango de la matriz de observabilidad
definida en (10.176) es invariante respecto a transformaciones de similaridad
(Sugerencia: Proceda andlogamente a la demostracion del Teorema 10.4 en la
pdgina 290).
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Amp.Op. . R
vi () mlt)

v;(t) ve3(t) I Cs

Figura 10.16: Circuito electrénico para el Problema 10.13.

Problema 10.13. Consideremos el circuito electronico de la Figura 10.10.
Este corresponde al mismo del Problema 10.10 en que se han intercambiado las
redes eléctricas a la derecha e izquierda del amplificador operacional.

10.13.1 Determine un modelo de estado del circuito, eligiendo como variables
de estado x1(t) = vos(t) y x2(t) = ir1(t).

10.13.2 Determine la matriz de observabilidad y bajo qué condiciones sobre los
valores de las componentes el sistema es completamente observable.

10.13.3 Determine las funciones de transferencia entre v;(t) y vy (t), y entre
v_(t) y vo(t).

10.13.4 A partir las transferencias anteriores determine la funcion de transfe-
rencia del circuito, es decir, entre v;(t) y vo(t). Comente.

Problema 10.14. Consideremos el modelo de estado del circuito electrénico
obtenido en el Problema 10.13. Considere los siguientes valores de las compo-
nentes electronicas:

R1 = Rg = R3 = 1[KQ], Cl = 0,9[mF]; Cg, = 1[mF] (10234)

10.14.1 Determine el gramiano de observabilidad Q del sistema (Sugerencia:
utilice el comando gram en MATLAB ).

10.14.2 Determine la energia de la salida del sistema (10.181) si como estado
wnicial del sistema se considera cada uno de los autovectores del gramiano
Q. Comente.

10.14.3 Determine la funcion de transferencia del sistema. Comente.

Problema 10.15. Determine la forma candnica del observador para el mo-
delo de estado de un sistema. Esta corresponde al dual del Lema 10.8 en la
pdgina 293.

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

10.8. Problemas para el lector 311

Problema 10.16. Proponga una representacion en variables de estado de las
siguientes senales (de tiempo continuo y de tiempo discreto), y especifique las
condiciones iniciales correspondientes.

(t)
f(t) = 2cos(2t) cos(10¢)
f(t) = (sen(3t))?
f(t) — 30,1t

f1t] = (0,8)" cos(0,17t)
1 = 4t

Problema 10.17. Desarrolle la teoria de observadores para sistemas de tiempo
discreto. Compare con el caso de tiempo continuo.
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Capitulo 11

Sistemas hibridos

11.1. Introduccion

Uno de los paradigmas més fecundos de la ingenieria moderna es el uso de
la tecnologia digital en el procesamiento de senales. Esto se refleja en diversos
campos tales como las telecomunicaciones, la bioingenieria, la automatizacion
de procesos y el procesamiento de imégenes y voz, entre otros. El progreso de la
tecnologia electrénica y de la capacidad de procesamiento asociada han hecho
que este paradigma se extienda y consolide.

Los sistemas digitales usados en procesamiento de senales, cualquiera sea su
propdsito, manejan seflales que son discretas en magnitud (con discretizacién
determinada por el nimero de bits) y discretas en tiempo (debido a que existe
una sincronizacién con un reloj o temporizador). Por ejemplo, en un computador
con registros de 16 bits y una unidad procesadora central (CPU) de 2 [GHz], se
pueden representar nimeros enteros positivos con magnitud cuya discretizaciéon
corresponde a 2716 veces el valor maximo representado. Esto es el quantum de
magnitud. A su vez, las operaciones que se realizan en la CPU y las transferen-
cias de datos sélo pueden iniciarse en instantes que son multiplos del periodo
del reloj, es decir, miltiplos de 0,5[ns].

Muchas veces se usan como sinénimo las expresiones digital y tiempo dis-
creto. En rigor, no son sinénimos, ya que un registro digital tiene un valor que
estd definido en todo instante, es decir, en tiempo continuo. Aceptaremos la
sinonimia porque sélo nos interesa analizar lo que pasa con ese valor almacenado
en los instantes que corresponden a multiplos del ciclo del reloj, es decir, cuando
se puede producir algin cambio. Sin embargo, debemos tener presente que si
el dispositivo digital tiene una discretizaciéon muy gruesa, es decir, un quantum
grande, debido a un ntimero reducido de bits, es necesario hacer un analisis de
este efecto en el procesamiento de las senales

Parte importante de las aplicaciones en el campo del procesamiento de
senales involucran la interaccion de senales o la interconexién de sistemas de
tiempo continuo con aquellos definidos para tiempo discreto. Cuando un siste-
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ma incluye componentes tanto de tiempo continuo como de tiempo discreto, se
habla de sistemas hibridos.

La comunicacion de sistemas que procesan senales de distinta naturaleza re-
quiere resolver dos problemas: el problema de muestreo, que permite transfor-
mar una senal de tiempo continuo en una senal de tiempo discreto y el problema
de reconstruccion, es decir, la transformacion de una senal de tiempo discreto
en una senal de tiempo continuo.

Para enfatizar la diferencia entre transformadas de sefiales de tiempo conti-
nuo y discreto, a lo largo de este capitulo hemos usado la siguiente notacion:

= Denotamos por y(t), ¢ € R, una sefial de tiempo continuo y por y[k],
k € Z, una senal de tiempo discreto.

= Denotamos por Y (-) las transformadas (de Fourier o Laplace) de una
sefial continua y(t), t € R.

= Denotamos por Y] las transformadas (de Fourier o Zeta) de una senal
discreta y[k], k € Z.

11.2. Muestreo de senales

Supongamos que deseamos procesar digitalmente una senal de tiempo con-
tinuo y(t), entonces debemos tomar el valor de la sefial en un instante dado,
es decir, tomar una muestra y transformarla en una coleccién de bits. En otras
palabras, intervienen dos procesos: muestreo y cuantizacién. . Técnicamente se
requiere un muestreador y un conversor tal como se indica, de manera simpli-
ficada, en la Figura 11.1. El muestreador discretiza en el tiempo y el conversor
discretiza la amplitud de la senal. En lo sucesivo, supondremos que la conver-
sién andloga-digital (A/D) es de alta precisién y de alta velocidad, es decir, el
proceso de cuantizacién no introduce errores numéricos ni retardos.

A
> Conversor
() y(0) AP
y(A) Yall]

y(24) Yd

S

Figura 11.1: Proceso de muestreo y cuantizacion.

Por simplicidad, la senal y(t) se suele muestrear en forma periédica, con
periodo Als], correspondiente a una frecuencia de muestreo f,, = 1/A[Hz] o
frecuencia angular de muestreo w,, = 27 /A[rad/s]. Como resultado, obtenemos
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2 / 2
v A=T[s] Vo A=05[s] A=0,05 [s]
1 1 1]

-
-
-
-~
-
-
~
-
——

-2 N -2 -2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 11.2: Muestreo de una senal sinusoidal a diferentes frecuencias. Ejemplo
11.1

el conjunto de muestras {y(0),y(A),y(2A),...} que puede considerarse como
una secuencia discreta {yq[0], ya[1],va[2],.-.}. Para el andlisis de esta secuencia
de tiempo discreto podemos aplicar los métodos desarrollados en el Capitulo 4.

Al muestrear una senial de tiempo continuo puede perderse informacion pues
s6lo conoceremos los valores de la senal en los instantes de muestreo. El primer
fenémeno interesante de observar se relaciona con la seleccién de la frecuencia
de muestreo. Por ejemplo, si la senal a muestrear es una constante, entonces,
la informacién codificada en la senal se captura con cualquier frecuencia de
muestreo. Como contrapartida, si la sefial cambia rapidamente, es necesario
muestrear rdpido (comparativamente) para que la secuencia de tiempo discre-
to capture esa dindmica de cambio. En la Secciéon 11.4 veremos que, bajo los
supuestos adecuados, la secuencia discreta contiene informacién suficiente para
reconstruir (casi) perfectamente la senal original,

Las ambigiiedades que surgen de una eleccion desacertada del periodo de
muestreo se ilustran en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 11.1. Suponga que y(t) = 2cos(2wt), es decir, se trata de una senal
sinuosidal de frecuencia 1[Hz] Consideremos ahora tres valores distintos para la
frecuencia de muestreo (wp, = 27 [rad/s]):

(a) fmn =1 [Hz], es decir, A =1 [s],
(b) fm =2 [Hz], es decir, A =0,5 [s], y
(¢) fm =20 [Hz], es decir, A = 0,05 [s].

Los tres casos son mostrados en los grdficos de la Figura 11.2, donde se
puede observar lo siguiente:

(i) El muestreo a f, = 1 [Hz] genera una secuencia de valores constantes.
Esto indica que el proceso de discretizacion temporal entrega un resultado
totalmente equivoco. En otras palabras, dado y4k], no hay forma de recu-
perar la funcidn de tiempo continuo y(t). Note que si el mismo muestreo
se hubiera usado en la senal y(t) = 2sen(27t), entonces, yq(k] hubiese sido
cero Vk € N.
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Error

6 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo [s]

Figura 11.3: Error de reconstruccién usando interpolacién cubica.

(ii) El muestreo a fn, = 2 [Hz] genera una secuencia de valores constantes
de signo alternado. Aunque se preserva la naturaleza periddica de la senal
y(t), asi como su frecuencia exacta, el resultado también es equivoco, por
cuanto seria imposible recuperar la senal original a partir de sus muestras.
Por ejemplo, esas muestras podrian corresponder a una senal cuadrada.

(11i) El muestreo a f,, = 20 [Hz| genera una secuencia de valores que aproxima
en forma muy cercana la senal original. Demostraremos mas adelante que,
en casos como €ste existe un procedimiento para recuperar la senal original
con un grado de exactitud tan grande como se desee.

Para verificar la ultima aseveracion podemos intentar una reconstruccion por
interpolacion cubica, por ejemplo, usando el comando spline en MATLAB . La
Figura 11.3 muestra que el error de reconstruccion es muy pequeno (del orden
de 1074). ooa

MATLAB

>>tt=[0:1e-5:1];Delta=0.05;t=[0:Delta:1];

>>y=2%cos (2*pi*tt) ; yk=2*xcos (2*pi*t) ;
>>yaprox=spline(t,yk,tt); subplot(211);plot(tt,y-yaprox);

El fenémeno ilustrado en el Ejemplo 11.1 cuando la frecuencia de muestreo
es muy baja (A = 1]s]), se conoce como doblaje de frecuencia o aliasing. En
términos conceptuales este fendémeno se manifiesta en que componentes de alta
frecuencia de la senal de tiempo continuo se manifiestan como componentes de
baja frecuencia en el espectro de la sefial muestreada.
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11.3. Analisis en frecuencia de senales muestrea-
das

Una vez que se obtiene la secuencia discreta yq[k] podemos usar las herra-
mientas desarrolladas en el Capitulo 6 para realizar un andlisis espectral. En
esta seccién nos interesara relacionar ese andlisis con el andlisis espectral de la
senal de tiempo continuo y(t).

11.3.1. Tren de impulsos y su espectro

El analisis de los sistemas hibridos, requiere analizar, en un contexto comun,
secuencias discretas y senales continuas. Una herramienta 1til es el uso de un
tren de impulsos (deltas de Dirac), el que permite asociar un espectro o transfor-
mada de Fourier de tiempo continuo a una senal discreta. El siguiente resultado
serd de utilidad més adelante:

Lema 11.1. Considere el tren de impulsos (deltas de Dirac):

ma(t) = i 5(t — kA) (11.1)

k=—o00

El espectro o transformada de Fourier de esta senal de tiempo continuo es
un tren de impulsos en frecuencia dado por:

2 o0
Ma(Qw) = Zf; O(w — wmf) (11.2)
donde wy, = 2w /A es la frecuencia angular de muestreo.
Demostracion

La senial ma(t) es periddica de periodo A > 0, por tanto podemos expresarla
mediante la serie de Fourier exponencial:

oo
E dUmtten que wy, =

l=—00

_ 1
A

2w

ma(t) N (11.3)

donde, usando propiedades de la transformada de Fourier (ver Ejemplo C.4 en
la pagina 389), se obtiene el resultado (11.2):

MA(jw):]:{i ) ejw’”“} :% S F{1-eiemty (11.4)

{=—00 {=—00
I/

El resultado anterior se representa graficamente en la Figura 11.4.

El lector puede verificar que la transformada de Fourier de toda senal pe-
riédica contiene impulsos (vea Corolario C.2 en la pagina 391). Las dreas de
estos impulsos corresponden al espectro de linea asociado a los coeficientes de
la serie de Fourier en el Capitulo 5.
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J \
ma(t) Ma(yw)
'
14 2
24 A [0 A 27y T I

Figura 11.4: Tren de impulsos y su espectro.

11.3.2. Muestreo impulsivo

El tren de impulsos ma (¢) definido en (11.1), es util para asociar un espectro
al conjunto de muestras que se obtienen de una senal arbitraria y(t). Suponga-
mos que dicha senal se muestrea uniformemente cada A segundos, dando lugar
a la secuencia de tiempo discreto:

yalk] = y(kA) = y(t)|,_,n sk €Z (11.5)

Cada muestra de la secuencia puede considerarse como el peso de un impulso
en el instante en que fue tomada, o lo que es lo mismo, podemos multiplicar la
senal original y(¢) por el tren de impulsos (11.1), obteniendo una nueva sefial
de tiempo continuo:

oo o0

yat) = Y walklo(t —kA) = Y y(kA)S(t - kA) = y(t) ma(t)  (11.6)

k=—o00 k=—o00

Este muestreo impulsivo es una idealizacién que permite asociar a la secuen-
cia discreta yq[k] una senal de tiempo continuo ya(t) formada por un tren de
deltas de Dirac. Esto se ilustra en la Figura 11.5. Note que sélo para propositos
didécticos se ha descrito la senal ya () con impulsos de Dirac de alto variable;
como se sabe, la informacién no esté codificada en el alto de los impulsos, el que
siempre tiende a oo, sino en el area de cada uno de ellos.

A continuacién presentamos el principal resultado de esta seccién que rela-
ciona la transformada de Fourier de tiempo discreto (TFTD) de yq[k], con el
espectro (transformada de Fourier) de y(t) y de ya(t).

Lema 11.2. Dado el periodo de muestreo A > 0, considere las senales y(t) e
ya(t) = y(t)ma(t), y sus respectivas transformadas de Fourier Y (jw) e Ya(jw).
Considere ademds la secuencia yqlk] = y(kA) y su transformada de Fourier de
tiempo discreto Yy[e®]. Entonces, tenemos que:
1 o0
" B B
Yile]|pn = Ya0W) = & 3 YOwtswnd) (11.7)

l=—00

en que wy, = 21 /A es la frecuencia angular de muestreo.
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[T

y(t) ya(t) = y(t) ma(t)

Figura 11.5: Senial muestreada mediante un tren de impulsos.

Demostracion

Recordemos que la TFTD de la secuencia yqlk| estd dada por:

oo

Yale’) = Fa{yalkl} = ) yalkle™* (11.8)

k=—o00

Por otro lado, usando la definicion (C.1), tenemos que la transformada de
Fourier de ya(t) es:

VaG) = FluOma®} = [ ( > y(kA)5(t—kA)> ety

X \k=—

oo

> (;,(m) /_Za(t—m)ewtdt>

k=—o0
%)

= > y(kA)eIrs (11.9)

k=—oc0

Comparando las ecuaciones (11.8) y (11.9) se obtiene la primera igualdad
en (11.7).

La transformada de Fourier de ya(t) puede también obtenerse aplicando el
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Lema C.9 en la pagina 396:

YaOw) = 52¥ 0w) # Malw) = 5 [ Y(OMalw = 0 d¢

2 J_ o
= %/ Y (5¢) ( Z d(yw —4¢ —jwmg)> ¢
_ =
Z% > (/ Y(jC)(S(Jw—jC—jw,,Lé)dC)
(=0 \/—o0
:% > Y (w jumd) (11.10)
l=—0c0

Esto demuestra la seqgunda igualdad en (11.7).
([

Una observacién importante es que el espectro de la senal muestreada, dado
por (11.7), corresponde a la suma, escalada por 1/A, del espectro de la senal
de tiempo continua subyacente y de ese espectro desplazado en multiplos po-
sitivos y negativos de la frecuencia de muestreo, w,,. Esta caracteristica de la
senal muestreada es clave para la recuperacién de la senal original, tal como se
apreciara en la siguiente seccion.

11.4. Reconstrucciéon

En esta seccién examinamos el problema inverso al de la Seccién §11.2: su-
pongamos que una sefial y(t) es muestreada cada Afs], generando la secuencia
yalk] = y(kA), tal como se representa en la Figura 11.1 jBajo qué condiciones
y en qué forma es posible reconstruir la senal original y(t)?

Para construir el marco del resultado principal, desarrollaremos primero un
ejemplo.

Ejemplo 11.2. Considere la senal de tiempo continuo:

1 — cos(nt)
Note que f(t) es una funcidn par, por lo cual su transformada de Fourier
F(jw) € R, Yw € R. Esta transformada se puede calcular usando el cédigo
MAPLE :

MAPLE

>with(inttrans)

>f(t) :=2%(1-cos(Pi*t))/(Pi"2%t"2):
>ji=sqrt(-1) :jw=j*w:F(jw) := fourier(f(t),t,w);
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2
0, w < —;

15
w+TmT —
2 y —7T§0J<07 S

Fow)=q T -
- 0.5
2—, 0<w<
s
0
0, w > . n % o[rads]

Si ahora suponemos que la senial es muestreada cada 0,5[s], el espectro de
la serial muestreada es el que aparece en la Figura 11.6(a). En ésta se aprecia
claramente la estructura de la suma de espectros anticipada por (11.7).

Fa(jw) Fa(jw)
4
2
5T =3 -7 T 3 o w -5 =3 -7 ™ 3 S5 w
(a) Periodo de muestreo A = 0,5[s] (b) Periodo de muestreo A = 1]s]

1—cos(mt)

Figura 11.6: Espectro de la senal f(t) = 2=——5;5— muestreada cada A [s].

Si, en cambio, muestreamos cada 1[s], el espectro de la serial muestreada es
el que aparece en la Figura 11.6(b) Note que, con esta frecuencia de muestreo,
atn se puede reconocer la suma de espectros revelada en (11.7).

Finalmente, si el muestreo de la senal de tiempo continuo (11.11) se hace
cada %[5/, el espectro resultante de la senal muestreada es el que aparece en la
Figura 11.7(a). En este caso, ya no es posible reconocer la suma (11.7). Para
apreciar la ambigiedad del resultado, suponga que la senal de tiempo continuo a
muestrear sea f(t), con espectro F(jw), mostrado en la Figura 11.7(b). Lo clave
es que si f(t) se muestrea cada % [s], el espectro de la senal de tiempo discreto
resultante, de acuerdo a (11.7) seria el mismo de la Figura 11.7(a). En otras
palabras, dos senales de tiempo continuo diferentes pueden gemerar secuencias
muestreadas tguales teniendo, por lo tanto, la misma TFTD. Este ultimo caso
manifiesta el problema de doblaje o aliasing a que se hizo referencia en la Seccion
§11.2.

oo

Del ejemplo precedente se observa que es posible recuperar de alguna forma
la senal original si se dan tres condiciones:

Condicién 1 La senial de tiempo continuo, f(t), a muestrear tiene energfa sélo
en una banda limitada, es decir, |F(jw)| = 0, Vw > w,, para algin 0 <
we < 00.
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(a) Espectro de fa(t), para A = %[s] (b) Espectro de f(t)

Figura 11.7: Al muestrear las sefiales f(t) y f(t) con perfodo A = 31s] se obtie-
nen secuencias con el mismo espectro.

Condicién 2 La frecuencia angular de muestreo, w,,, es mayor que 2w,. Esto
asegura que en la expresién (11.7), no hay doblaje de frecuencia de los es-
pectros de la senal original. En el ejemplo, en el que w. = m, esta condicién
requiere que w,, sea mayor que 2m; con la eleccion A = %, la frecuencia
angular de muestreo w,, sélo alcanza a 3T, con lo que no se cumple la

2
primera condicién.

Condicién 3 Para la reconstruccién usamos un filtro pasabajos ideal con res-
puesta en frecuencia Hp,(jw) dada por:

A |w] < wp /2

11.12
0 ;lwl >wn/2 ( )

Hppy(yw) = {

La Figura 11.8 muestra la respuesta en frecuencia del filtro ideal (11.12)
para la sefial muestreada f(t) en el ejemplo anterior, cuando A = 0,5 [s].
En esta figura se aprecia que el filtro enmascara el espectro de la senal
muestreada, recuperando exactamente el espectro de la senal original de
tiempo continuo.

Fa(jw)
4
[T | =
-5t =37 -7 s 3 5t w

Figura 11.8: Filtraje de reconstruccién con filtro ideal (linea gruesa).
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11.4.1. Reconstruccién ideal

El proceso de reconstruccién bajo las condiciones descritas previamente pue-
de también ser modelado en el dominio del tiempo. Para ello notamos primero
que la respuesta a impulso del filtro ideal (11.12) estd dada por:

_ sen(0,5wy, t
h(t) = F 1 {Hpp(yw)} = O(Tt)

entonces la senal original se puede recuperar por la convolucién en el tiempo:

sen(0,5wy, (t — kA))
Zfd [ hy(t —kA) = me 0o (i —T) (11.14)

(11.13)

k=—00 k=—o0

Este resultado se conoce como teorema de Shannon, que a continuacién
presentamos formalmente.

Teorema 11.1 (Teorema de reconstruccién de Shannon). Una senal f(t) cuyo
espectro es distinto de cero sélo en el rango |[—we,we|, puede ser reconstruida
exactamente a partir de las muestras de la senal, si ellas se obtienen a una
frecuencia de muestreo w,, donde wy, > 2w.. La reconstruccion estd dada por:

sen(0,5w, (t — kA
Z F2)=5 5Wm(t(_ iA) ) (11.15)

k=—o00
([

La frecuencia w. = wy,/2 se denomina frecuencia de Nyquist. La tasa
limite de muestreo w,, = 2w, (denominada tasa de Nyquist) puede considerarse
para la reconstruccién sélo si el espectro F(jw) de la sefial a muestrear es finito
en w = we, es decir, sélo si f(¢) no contiene sinusoidales de frecuencia w.. Por
ejemplo, si f(t) = sen(w.t) entonces F(jw) contiene impulsos en w = w, y si
elegimos como frecuencia de muestreo w,, = 2w, obtendremos fylk] = f(kA) =
0, para todo k € N.

El teorema de Shannon contiene dos elementos esenciales:

(i) Existe una frecuencia minima de muestreo que garantiza que la senal
de tiempo discreto contiene toda la informacién de la senal de tiempo
continuo subyacente.

(ii) Existe un procedimiento para recuperar exactamente la sefial de tiem-
po continuo, a partir de las muestras.

Desafortunadamente el problema reside en que el procedimiento ideal de re-
construccién es no realizable, pues el filtro ideal con respuesta a impulso hy(t)
es no causal'. Debido a esto, la reconstruccién perfecta definida por la ecua-
ci6én (11.15) sélo puede implementarse mediante aproximaciones. Esta dificultad
esencial da origen a métodos aproximados de reconstruccion.

1Sugerimos al lector revisar la Nota 6.1 en la pagina 134
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11.4.2. Retentor de orden cero

La forma més simple de reconstruir una senal f(t), en base a sus muestras
descritas en la secuencia fy[k], es mantener constante el valor de la muestra en
t = kA hasta t = (k+ 1)A, es decir, la sefial reconstruida f,.(t) estd definida
por:

Fr(0) = falk] = F(RA) 3 kA <t < (k+1)A (11.16)

Esta estrategia se denomina reconstruccién con retentor de orden cero?, y
se muestra en la Figura 11.9. Note que este proceso introduce escalones en la
senal reconstruida f,(t), los cuales son més finos cuanto més alta es la tasa de
muestreo. Estos escalones introducen componentes de alta frecuencia que no
estdn presentes en la sefial original f(t).

1 3 1

O d — (1

0.8 —f(t 0.8 (t)
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
-0.2 -0.2
-0.4 -0.4

0 5 10 15 0 5 10 15
Tiempo [t/A] Tiempo [t/Delta]

Figura 11.9: Reconstrucciéon de una senal de tiempo continuo usando retentor
de orden cero.

Un modelo para el proceso de reconstrucciéon de orden cero se muestra en la
Figura 11.10. El modelo tiene sentido sd6lo como un todo, pues el muestreador
de impulsos no es fisicamente realizable, pero nos permite asociar a la secuencia
de tiempo discreto fy[k] un tren de impulsos definido en tiempo continuo. En
otras palabras, la senal a la salida de ese muestreador es la misma presentada
en la Seccién §11.3.2:

fat)= > falkld(t — kA) (11.17)

k=—o0

La reconstruccion usando el retentor de orden cero se modela filtrando el
tren de impulsos a través del sistema con respuesta en frecuencia:

1— eIwA _ SeH(O,E)WA)efj 0,5wA

H, =
() Jw 0,5wA

(11.18)

La diferencia principal entre este tipo de reconstrucciéon y la descrita por
el teorema de Shannon es el que el filtro descrito en (11.18) no es el filtro

2Zero Order Hold (ZOH), en inglés.
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Figura 11.10: Modelo para la reconstrucciéon de orden cero.

ideal requerido por Shannon. En consecuencia, la calidad de la reconstrucciéon
se puede medir analizando cuanto se aleja (11.18) de (11.12). El comportamiento
de este retentor se describe en la Figura 11.11, donde se muestra |H,(jw)| v,
para efectos comparativos, se incluye la respuesta en frecuencia ideal (11.12).

T
o 1
1
1
e |
i

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 Il 1

-4 -3 -2 -1 0. 1 2 3 4
Frecuencia m/u)m

Figura 11.11: Magnitud de la respuesta en frecuencia del retentor de orden cero
(linea gruesa), del filtro ideal (linea segmentada) y espectro de la
sefial muestreada en el Ejemplo 11.2 (linea fina).

En la Figura 11.11 se ha incluido un espectro tipico de una senal muestreada,
para la que se cumple la condicién w,, > 2w.. En la figura podemos observar
que:

(i) |Ho(yw)| no es constante en [—0,5wp, 0,5wy,], v es claramente diferente a
[ Hpp(yw)].

(ii) A diferencia del filtro ideal, la ganancia del filtro de reconstruccién no
se mantiene en cero en ningin rango finito de frecuencias, es decir, la
atenuacion no es infinita en ningiin rango finito de frecuencias. Esto explica
que el espectro de la senal reconstruida no sea cero a muy altas frecuencias
y estd en armonia con la presencia de los escalones en f,.(t).

(iii) A pesar de lo anterior, se aprecia que la atenuacién del retentor es oo en
w = +lw,,, VL c Z*.

(iv) Siwy, se hace crecer, entonces, aumenta la atenuacién de las componentes
del espectro centradas en miultiplos de la frecuencia de muestreo.
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(v) El efecto senialado en el punto precedente es consistente con la observacién
que una mayor frecuencia de muestreo genera escalones mas finos, lo cual
indica una menor presencia, en el espectro de f.(t), de componentes de
alta frecuencia.

11.4.3. Retentor de primer orden

La reconstruccion de la senal de tiempo continuo también puede realizarse
prolongando la linea recta que pasa por la muestra en t = kA y aquella en
t = (k — 1)A. La senal reconstruida mediante este retentor de primer orden®
queda definida por:

fT(t):W(t—kA)—i—fd[k] JkA <t< (k+1)A  (11.19)

La Figura 11.12 nos permite comparar este tipo de retentor con el de orden
cero, cuando se muestrea y reconstruye una sinusoide.

1.5

Tiempo [s]

Figura 11.12: Comparacién de retentores de orden cero y uno. Se muestra la
senal continua (linea fina) junto con la retencién de orden cero
(linea segmentada) y la retencién de primer orden (linea gruesa),
A =1]s].

Un modelo que describe el proceso de reconstrucciéon de primer orden, se
muestra en la Figura 11.13. Al igual que en el caso del retentor de orden cero
(ver Figura 11.10), el modelo requiere el uso de un muestreador de impulsos. En
este caso debemos tener nuevamente presente que éste es un elemento ficticio
que sélo tiene sentido en conjunto con el filtro de reconstruccion.

El filtro de reconstruccién de primer orden tiene una respuesta en frecuencia
dada por:

SGIIWMA)>2MA (11.20)

0,5wA
La Figura 11.14 permite comparar la magnitud de la respuesta en frecuencia
de los retentores de orden cero y uno. Como principal ventaja del retentor

Hi(jw) = A(1 4+ jwA) (

3 First Order Hold (FOH), en inglés.
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As?

Figura 11.13: Modelo para la reconstruccion de primer orden

0
Frecuencia w/wm

Figura 11.14: Magnitud de la respuesta en frecuencia del retentor de orden cero
(linea segmentada) y del retentor de primer orden (linea llena).

de primer orden podemos apreciar que, ademas de tener ganancia cero en los
multiplos de la frecuencia de muestreo w,,, la atenuacién alrededor de dichas
frecuencias es mayor que la del retentor de orden cero. Este rasgo indica que el
retentor de primer orden es capaz de filtrar mejor los sumandos F (yw + fw,y,),
£ # 0, en la ecuacién (11.7). A pesar de lo anterior, el retentor de orden cero es
el més empleado en la practica por diversas razones, entre ellas:

(i) La implementacién de los retentores de primer orden es més compleja. No-
te que los retentores de primer orden deben implementarse en electrénica
analégica; en cambio los retentores de orden cero, se implementan au-
tomaticamente con los registros digitales que retienen su contenido entre
dos instantes de muestreo.

(ii) El andlisis tedrico de los sistemas hibridos con retentores de primer orden
es mas complejo.

(iii) Las ventajas de desempeno del retentor de primer orden disminuyen a
medida que aumenta la frecuencia de muestreo, lo cual ha sido facilitado
por el constante progreso de la tecnologia digital.

Existen otras alternativas de reconstruccién. Una de ellas es el retentor ge-
neralizado, cuyos detalles, para el lector interesado, se pueden encontrar, por
ejemplo, en [12].
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11.5. Sistemas hibridos. Casos relevantes

En esta seccién usamos los resultados de las secciones anteriores (y de los
capitulos precedentes) para estudiar dos configuraciones bésicas en las que inter-
vienen senales de tiempo continuo y de tiempo discreto. Antes de ello conviene
hacer algunas precisiones y recordar algunas suposiciones:

= El paso de tiempo continuo a tiempo discreto requiere en la préctica de
conversores analogo-digitales. Estos dispositivos se han omitido en el andli-
sis bajo el supuesto que son de alta precision y de alta velocidad.

= Kl procesamiento en tiempo discreto requiere de un procesamiento digital,
que también se supone de alta velocidad y de alta precisién.

= El paso de tiempo discreto a tiempo continuo requiere de conversores
digital-anédlogos. Estos también se omiten en este andlisis bajo el supuesto
que son de alta precision y de alta velocidad. Ademds, se suponen que
ambos conversores, A/D y D/A, estan sincronizados.

= En los sistemas hibridos aparecen dos interruptores de muestreo:

e Uno que transforma una senal continua en una secuencia de deltas
de Kronecker. Este corresponde a la idealizacion de un dispositivo
electroénico.

~ Jd[k]: > fea)sk[k—4

A

f(®)

l=—o0

e El segundo representa la transformacion desde una secuencia de del-
tas de Kronecker (secuencia de tiempo discreto) a una secuencia de
deltas de Dirac. Como hemos dicho previamente, éste es un elemen-
to ficticio que sdélo tiene sentido como parte del modelo del bloque
reconstructor.

fd[k]JJA(t) = k:z—:oo falkldp(t — kA)

A

11.5.1. Procesamiento digital de senales

La Figura 11.15 representa el esquema bésico utilizado en el procesamiento
digital de senales, donde se aprovecha la versatilidad y capacidad de calculo que
poseen los sistemas discretos para implementar diferentes tipos de funciones.
Una referencia valiosa en este tipo de aplicaciones es [30].

En la Figura 11.15 una senial de tiempo continuo u(t) es muestreada, luego
procesada en forma discreta, para finalmente ser reconstruida. Esta senal de
salida puede ser muestreada nuevamente, por ejemplo, con propdsito de obser-
vacion. Las variables y bloques involucrados se desglosan a continuacion:
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U(b{ ugq|k] Gl yd[k]% o yA(t)> (o) yr(t)
A A :

Reconstructor

Figura 11.15: Muestreo, procesamiento discreto y reconstruccion de una senal
de tiempo continuo.

u(t) : Senal de tiempo continuo.

uglk] : Sefial muestreada, que puede interpretarse como un tren de deltas de

Kronecker:
oo

ualk] = > u(tA)s[k — 1] (11.21)

l=—00
G1[z] : Procesador (sistema) estable de tiempo discreto, por ejemplo, un filtro
digital.
yalk] : Setial de salida resultante del procesamiento digital.

ya(t) : Tren de impulsos (deltas de Dirac) a la entrada del retentor:

o0

ya(t) = > yalkl6(t — kA) (11.22)

l=—00

Gr(s) : Retentor de orden cero, de primer orden u otro, encargado de reconstruir
la senal continua.

yr(t) : Salida del retentor, la cual es el resultado del proceso de reconstruccién.

Del esquema anterior, podemos obtener las siguientes ecuaciones:
Yalz] = G1[2]U4[7] (11.23)

Sin embargo, al utilizar la idea de muestreo impulsivo, el Lema 11.2 asegura
que:
Ya(jw) = Yql2]| (11.24)
Si suponemos que la transformada de Fourier de u(t), U(jw), existe, entonces
tenemos que:

z=elwA

Ya(jw) = G1[e?“2|Uq[e??] (11.25)
Y, (jw) = Ya(Jw)Gr(gw) = G1[e?“A]Gh (yw)Uqgle?“?] (11.26)
donde: -
Ugle?@] = % Z U(yw + gwml) (11.27)
f=—c0
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11.5.2. Discretizacion de sistemas de tiempo continuo

En este caso nos interesa obtener, dado un esquema como el de la Figura
11.16, un modelo en tiempo discreto que relacione las muestras de la entrada con
las muestras de la salida. Esta configuracién es relevante, por ejemplo, cuando
un sistema fisico real es controlado por algun dispositivo digital, por medio de
la senal de comando o entrada ug[k]. Para estudiar el tema en profundidad se

sugiere [3] y [12].

e Gal) [ Gale) [ e

Reconstructor

Figura 11.16: Accién de tiempo discreto sobre sistema de tiempo continuo y
discretizacién de la respuesta.

En la Figura 11.16 las variables y bloques tienen el siguiente significado:

uglk] : Secuencia de tiempo discreto.

ua(t) : Tren de impulsos o deltas de Dirac:

oo

ua(t) = > ug[f)d(t —tA) (11.28)

f=—o0

) : Retentor de orden cero, de primer orden u otro.
) : Resultado del proceso de reconstruccion.

G1(s) : Sistema de tiempo continuo.
) : respuesta del sistema G1(s) a la excitacién u,(t).

yalk] : senal muestreada o tren del deltas de Kronecker:

o0

yalkl = Y y(tA)s[k — ] (11.29)

l=—0c0

Como consecuencia del muestreo impulsivo en la ecuacién (11.28), tenemos
que:

Ua(s) = /OO ua(t)e Sdt = iud[kz] e skA = Ud[sz:esA (11.30)
k=0
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Por lo tanto:
Up(s) = Gr(s)Ua(s) = Gp(s)Ugle*?] (11.31)
Y (s) = G1(s)Gn(s)Ugle®?] (11.32)

En particular, si consideramos como filtro de reconstruccion el retentor de
orden cero en la Figura 11.10, entonces tenemos que:

1—e 58
U(s) = — Ugle*2] (11.33)
_ efsA
Y (s) = G1(s)Uy(s) = Gl(s)% Ugle®?] (11.34)

Las expresiones de arriba, aunque correctas, no permiten deducir expresiones
analiticas para la respuesta temporal, excepto cuando la excitacién u(t) es una
sefial muy sencilla. Por ejemplo, si la entrada es un escalén unitario, ug[k] = plk],
entonces la salida del retentor de orden cero es también un escalén, w,(t) = u(t).
En consecuencia, la respuesta y(t) es la respuesta a escalén de Gy (s).

Para tener una visién cuantitativa ademéas de conceptual, nos interesa ob-
tener un modelo que relacione directamente uq[k] con y4[k] = y(kA). De esta
forma, la descripcién se expresara en el dominio de tiempo discreto y, usando
la transformada Zeta, se obtiene:

Yilz] = Hqlz|Uql7] (11.35)

Recordemos que la funcién de transferencia discreta Hy[z] es la transforma-
da Zeta de la respuesta del sistema a un delta de Kronecker, con condiciones
iniciales cero (Capitulo 8), es decir:

Ha(2) = 2 {yalkl],, 5y s (11.36)

Por otro lado:
walk =00 = ual®)=0(t) = wlt)=p(t)—pt—Aa) (11.37)

Es decir, si uglk] es un delta de Kronecker, entonces ua(t) es un delta de
Dirac y, por tanto, la salida del retentor de orden cero u,.(t) es un pulso unita-
rio de duracién Als]. En consecuencia, Hy[z] se puede calcular muestreando la
respuesta a impulso del bloque compuesto por G1(s) y Gp(s). Si denominamos
esa respuesta como h(t), y su transformacién de Laplace como H (s), entonces:

G
A =02 P g — g ne-a) 1)
donde y,(t) es la respuesta de G1(s) a un escalén unitario. Finalmente, combi-
nando (11.36)—(11.38) se concluye que:
_ z—1
Hglz] = Z{h(t)|,_, A} = Ys[z] — 27 'Yi[2] = Ys[2] (11.39)

z
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en que:
Yilzl = Z {ys(t)|,_pn } (11.40)

El resultado anterior se formaliza en el siguiente lema.

Lema 11.3 (Funcién de transferencia de pulso). Dado el esquema de la Figura
11.16, en que se utiliza como filtro de reconstruccion un retentor de orden cero,
entonces el modelo que relaciona las secuencias de entrada uqlk] y de salida
yalk] estd dado por:

Yalz] = Hul2]Ua[7] (11.41)

en que Uylz] = Z{uqlk]}, Yalz] = Z {yalk]}, y la funcion de transferencia de
pulso Hy[z] estd dada por:

Hylz] = 2_12{5—1 {Gl(s)}} (11.42)

z S

([

La ecuacién (11.42) establece que la funcién de transferencia discreta se
puede obtener a partir del muestreo de la respuesta a escalén de G1(s).

Ejemplo 11.3. En el esquema de la Figura 11.16, usando retentor de orden
cero, determine la funcion de transferencia desde Uglz] hasta Yq[z] para los
siguientes casos:

K K

(@) Gi(s)=—— ; (b) Gl(s):m

11.43
P (11.43)

Caso (a): La respuesta a escalon del sistema estd dada por:

ys(t) =L {G(s)} =Lt { K } _ K (I—e™™)  (11.44)

s s(s+a) a

Para calcular Yi[z] usamos las muestras de la senal ys (t)|t:kA, es decir:

Yi[2] :Z{I;(l—e‘aM)} = % <2i1 - z—i_“A)

z — oA
= KT(Z —11)(z—e—“A) (11.45)

Finalmente:

-1 K(l—e 9t
el K(—e)

. e (11.46)
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Caso (b): La respuesta a escaldn de G1(s) en este caso es:

it = (S0 = e

K b a
=— 1 —at _ —bt 11.4
ab( +a—be a—1b° ) (11.47)

Por lo tanto:

Kz 1 b 1 a 1
Y;[z}_ctb(zl—‘_abzeaA_abzebA) (11.48)

con lo cual finalmente obtenemos:

K B1z + Bo
Hylz] = P e (11.49)
en que:
Br=a(l —e ") —b(1—e ) (11.50)
Bo = —ae (1 — e P2) 4 be PR (1 — e7 ) (11.51)
00O

Una vez comprendido el proceso conceptual de construir relaciones como
las del ejemplo precedente, es conveniente utilizar la herramientas del software
moderno para la mecanica de los calculos. Por ejemplo, MAPLE provee una
herramienta, spreadsheet, que permite tabular resultados como los del ejemplo,
para distintas funciones de transferencia G(s).

11.6. Modelos de estado para sistemas mues-
treados

Como hemos dicho antes, los modelos de tiempo discreto a menudo se obtie-
nen al hacer muestrear las entradas y salidas de un sistema de tiempo continuo.
En esta seccion, extenderemos los modelos de estado presentados en el Capitulo
10, a sistemas como el de la Figura 11.16, bajo la suposicién que se utiliza un
retentor de orden cero.

Si consideramos el modelo en variables de estado, lineal, invariante y de
tiempo continuo definido en (10.45)—(10.46), con estado inicial x(koA) = xo,
entonces podemos usar la ecuacién (10.47) en la pagina 266 para obtener el
estado en el siguiente instante de muestreo:

koA+A

x(koA+A) = eA(k°A+A_k°A)X(kOA)+/ eARATA=TIB o (1)dr (11.52)
koA
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Ademds , u(7) es generada mediante un retentor de orden cero, por lo tanto:

u(1) = u(koA) koA <7 < koA + A (11.53)

De esta forma, reemplazando (11.53) en (11.52) y haciendo el cambio de
variable n = kgA + A — 7, se obtiene:

A
x(koA + A) = eA2x(koA) + / eAdn B u(koA) (11.54)
0

Entonces, dado el estado y la entrada en un instante koA, la salida del
sistema queda definida por la ecuacién (10.46), es decir:

y(koA) = C x(koA) + D u(koA) (11.55)

Por lo tanto, dado un sistema de tiempo continuo con un modelo en variables
de estado con matrices {A, B, C, D}, si muestreamos sus entradas y salidas cada
A segundos, entonces, el sistema muestreado equivalente queda descrito por el
modelo de estado en tiempo discreto:

x(kA + A) = Agx(kA) + Bau(kA) (11.56)
y(kA) = Cax(kA) + Dgqu(kA) (11.57)

donde las matrices son:
A
Ag=¢22 ;. Bg :/ eAMdnB ; Cq=C ; Dg=D  (11.58)
0

Existen diferentes métodos para obtener la matriz Ag definida en (11.58),
como la exponencial de una matriz. Una opcion es utilizar la definiciéon de la
exponencial de una matriz en el Apéndice F, sin embargo, a menudo es més
simple calcularla empleando la transformada de Laplace inversa, de manera
que:

Ag=e* =L {(sT-A)"}],_, (11.59)

Note que el método propuesto involucra tres pasos esencialmente:
(i) A partir de la matriz A, se obtiene la matriz inversa de (sI — A).

(ii) A continuacién se aplica transformada de Laplace inversa a cada compo-
nente de (sI — A)~ L.

(iii) Finalmente, las funciones temporales en cada una de las entradas de la
matriz obtenida se evaldan en t = A.

La integral que define la matriz Bq en (11.58) puede reescribirse, si A es no
singular, como:

Ba=A1** -1 B=A"1Aq-1)B (11.60)
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Ejemplo 11.4. Consideremos el sistema mecdnico del Ejemplo 10.1 en la pdgi-
na 261, que fue descrito en variables de estado segun las ecuaciones:

o(t) | O 1| |21(t)

g (t) —ar —ar) |z2()

donde f(t) es la fuerza externa, y donde podemos escoger como salida del sistema
ya sea la posicion de la masa, x1(t), o su velocidad, xo(t).

Para simplificar las expresiones, supongamos valores para los pardmetros del

sistema. Se fija la masa M =1 [kg], la constante de roce viscoso D = 1,2 [Ns/m]

y la constante del resorte K = 0,32 [N/m/].
La matriz Aq se obtiene usando (11.59) :

0

L
M

+ £(t) (11.61)

-1
s -1

Ag= L1
0,32 s+1,2

t=A
26—0,4A _ 6_078A 275(6_0’4A _ 6_0’8A)

0,8(e~ 048 — ¢=088)  _—04A | 9,-08A 1 (11.62)

La matriz Baq se obtiene, segin (11.58), integrando:

A —0,4n _ ,—0,8y —0,4n _ ,—0,87y
By :/ [ 2e e 2,5(e e )] dn [O]
0

0,8(670’477 — 6’0787’) —e—04n + 2e~0:8n 1
—6,25e7 048 1 312567084 4 3125
= |: 2) 5(670,4A o 670,8A) (1163>

Note que ambas matrices, Aq y Bq son funciones de A. Por tanto, el periodo
de muestreo A, tiene una clara influencia sobre el comportamiento del sistema
muestreado, tal como veremos mdas adelante.

Ood

11.6.1. Efecto del periodo de muestreo

Si observamos las ecuaciones (11.58), podemos notar que las matrices Aq y
B4 dependen de la eleccién del periodo de muestreo A. Esta eleccién tiene un
efecto directo sobre la posicién de los polos del sistema muestreado.

Lema 11.4. Consideremos un sistema de tiempo continuo operando en la con-
figuracion de la Figura 11.16. Supongamos ademds que el sistema tiene un con-
junto de autovalores, no repetidos dado por {\;,...,\,}. Si este sistema es
muestreado cada A [s], entonces los autovalores del sistema discreto resultante

son {n1,...,ne}, en que:
ne = eMA (11.64)

Demostracion
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La matriz del sistema de tiempo continuo A puede ser diagonalizada utili-
zando sus autovalores:

A =T 'diag{\,...,\,}T (11.65)

donde {\1,..., A} son los autovalores del sistema de tiempo continuo. Enton-
ces, usando (11.58):

Ag = eAA = T diag{X1,.. . A0 }TA

_ eT’ldiag{)\lA,...,Aﬂ,A}T

= T Ldiag{eM?,...,eM2)T (11.66)

donde el ultimo paso es consecuencia de la definicion de la exponencial de una
matriz (Apéndice F). De esta forma, a partir de (11.66) resulta evidente que
los autovalores de Aq son precisamente {eM?, ... e*A}.

([

La Figura 11.17 muestra el estado z1(kA) del sistema muestreado en el
Ejemplo 11.4, con condicién inicial x, = [1 0], para diferentes valores de A.
Note que el eje horizontal corresponde a los instantes discretos k, por tanto los
instantes de tiempo reales son t = kA[s].

Tiempo de muestreo A=0.5
T T T T

0 IITTTLTT???«.

8 10
Tiempo de muestreo A=1

jﬁoj 2( [TTT?Q..... .~ o o

8 10 12 14
Tiempo de muestreo A=2

o
n
IS
o

®
[ 3
[ 3

£y
o
>
®
8

oo —o
12 1
tiempo discreto k

[ 3
J
[ 3
J
[ 3
J

NV

*
6 8 10

>
o
®

20

Figura 11.17: Efecto del muestreo en los modos naturales
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11.6.2. Sistemas muestreados y retardos

En la Seccién §10.3, mencionamos que no es posible describir sistemas de
tiempo continuo con retardos puros mediante un modelo de estado de dimensién
finita. Sin embargo, este problema puede ser evitado muestreando las senales.
Esto se ilustra a través del siguiente ejemplo.

—»  (Calefactor y(t)

| Sensor

—
b —AMA flujo <>

Figura 11.18: Sistema térmico con retardo.

Ejemplo 11.5. Considere el sistema térmico que se bosqueja en la Figura 11.18.
La temperatura medida en el caudal, y(t), depende de la potencia de la fuente
de calor. Esta a su vez depende de la serial de control u(t). Los cambios en u(t)
producen cambios en la temperatura y(t), pero con un retardo no despreciable,

T[s].

El sistema linealizado se representa mediante la funcion de transferencia:
Y (s) e K

= H(s) = T (11.67)

Supongamos luego que las senales de entrada y salida son muestreadas cada
Alfs].

El retardo T es funcion de la velocidad del flujo y supondremos por simpli-
cidad que es un maltiplo del periodo de muestreo, es decir, T = mA para algin
m € N. Este retardo se convierte en un factor z™ en el denominador de la fun-
cion de transferencia en el dominio de la transformada Zeta. Es decir, el retardo
aparece como m polos en el origen. Por su parte, la ecuacidn (11.64) establece
que cada autovalor del sistema continuo s = —\ se transforman en un autovalor
del sistema discreto en z = e~ . La funcién de transferencia resultante es:

M:H[z]:

K 1—e A
UL 5y (11.68)

2M(z — e AA)
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que puede expresarse mediante el modelo de estado discreto:

21t + 1] = zo[t] (11.69)

Tt + 1] = o1 t] (11.70)

Tt [t + 1] = e M amp[t] + £ (1 — e *2)uft] (11.71)

ol = mlf] (11.72)

Adn mds, podemos interpretar las variables de estado Ty41lt], ..., x1[t] co-

mo la temperatura en puntos equi-espaciados entre el calefactor y el sensor de
temperatura (suponiendo un caudal de velocidad constante).

([

Cuando el retardo 7 no es multiplo exacto del periodo de muestreo A, en la
funcién de transferencia aparecen adicionalmente un polo en el origen y un cero
(Vea el Problema 11.13 y la referencia [13]).
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11.7. Problemas para el lector

Problema 11.1. Calcule la transformada zeta de la serial muestreada f[k] que
resulta de muestrear f(t) cada A [s], para

11.1.1 f(t) =te 3, A=0,1
11.1.2 f(t) = 3cos(nt), A=0,5
11.1.3 f(t) = signo(cos(nt)), A =0,2

Problema 11.2. Suponga que se muestrea una senial f(t) = 2e~ % cos(4rt)
cada 2 [s]. Grafique f(kA) y f(t) en el mismo grdfico. Analice y comente

Problema 11.3. Suponga que la transformada zeta de f[k] = f(kA) es Flz].
Proponga un f(t) y un periodo de muestreo A, para cada uno de los siguientes
€asos

1
11.3.1 F|z| =
8.1 Fle] =~ ~0.,6
0,1
11.3.3 F[z] = ;
e C22-04z+14

Problema 11.4. Una senal triangular de amplitud unitaria y frecuencia 2 [Hz|
es filtrada con un filtro analégico Butterworth de sequndo orden y frecuencia de
corte 4 [Hz]. Compare con la aplicacion del esquema de la Figura 11.15, usando
retentor de orden cero y eligiendo adecuadamente el filtro digital G1[z] y el
periodo de muestreo A [s].

Problema 11.5. Verifique la definicion del retentor de primer orden (11.19).

Problema 11.6. Suponga que en el esquema de la Figura 11.16 se usa un
retentor de orden cero. Calcule la funcidn de transferencia H|z] en cada uno de
los siguientes casos

1
11.6.1 Gl(S) = m, A= 0,2
—-s+1
11.6.2 Gl(S) = 4m7 A= O,l
1
11.6.3 G1(s) = 19 A=0,2
1
11.6.4 Gl(S) = m, A= 0,05
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Sugerencia: use la funcion c2d de MATLAB .

—TS

Problema 11.7. Suponga que en la Figura 11.16, G1(s) = §+ T Calcule
Hylz] si A=0,2[s] y

11.7.1 7=0,2

11.7.2 7=0,6

11.7.3 7=0,3

Problema 11.8. En el problema 11.7, analice, en general, el caso en T es un
maultiplo entero de A, y el caso en que no lo es.

Problema 11.9. Verifique que la matriz Bq en el Ejemplo 11.] puede obte-
nerse mediante la ecuacién (11.60).

Problema 11.10. Considere una senal f(t) muestreada cada A [s]. Construya
el modelo de estado para la senal, en cada uno de los siguientes casos

11.10.1 f(t) = 3cos(mt) +4, A = 0,2
11.10.2 f(t) = cos(2nt) — sen(bwt + 0,257), A = 0,2

Problema 11.11. Considere la Figura 11.16. Calcule una representacion de
estado para sistema muestreado para los casos del Problema 11.6. Se sugiere
hacerlo manualmente y luego, comprobar con MATLAB .

Problema 11.12. Usando su respuestas para Problema 11.6, obtenga direc-
tamente la representacion de estado. Compare con los resultados que obtuvo al
resolver el Problema 11.11

Problema 11.13. Considere nuevamente el sistema con retardo puro presen-
tado en el Ejemplo 11.5 en la pdgina 337.

11.13.1 Verifique la expresidn obtenida en (11.68) para la funcion de transfe-
rencia en tiempo discreto.

11.13.2 Verifique que si el retardo satisface 0 < 7 < A, la funcion de transfe-
rencia de pulso obtenida mediante (11.42) posee un polo en el origen y un
cero adicional. Analice los casos limite cuando 7 — 0 y cuando 7 — A.
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Capitulo 12

Construccion de modelos

12.1. Introduccion

Una de las tareas mas interesantes y complejas en el estudio de sistemas es la
de construir modelos para describir, de la manera més precisa posible, el sistema
bajo analisis. Un modelo es siempre una representacion aproximada de la reali-
dad y, en sus aspectos esenciales, se relaciona intimamente con el propdsito que
queremos darle. Por ejemplo, un motor eléctrico puede tener distintos modelos
segin cual es el interés del analista: un modelo electro-mecanico, un modelo
térmico, o un modelo que describa los fenémenos vibratorios y de esfuerzos. Sin
embargo, una vez definido el propédsito del modelo, éste debe capturar los rasgos
esenciales del sistema, tanto cualitativa como cuantitativamente.

Para construir modelos se pueden utilizar diversos enfoques. En todos ellos
se combinan, en distintas proporciones, el conocimiento que se logra a través
de la fenomenologia asociada al sistema (fisica, quimica, biologia, etc.) y el
conocimiento experimental, que surge de observaciones y mediciones. En este
capitulo, nos concentramos basicamente en la informacién experimental, aunque
la fenomenologia es muy 1til en la seleccién de la clase de modelo a utilizar.

Es necesario senalar ademas, que el objetivo esencial de un modelo es
poder predecir el comportamiento del sistema bajo condiciones de
excitacién distintas a las observadas. En otras palabras el modelo es un
mecanismo de inferencia y prediccién.

El problema que queremos resolver aqui se puede definir de la siguiente
forma:

Dada una historia de datos del sistema (datos de entrada y salida, en tiempo
continuo o discreto), determinar un modelo matemaético que pueda replicar
en la forma mds precisa posible, bajo algiin criterio de optimalidad, la
historia de datos disponibles.

En la determinacién de un modelo existen pues, tres elementos fundamen-
tales:
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1. La seleccién de una clase de modelos, M, por ejemplo, una ecuacién di-
ferencial o recursiva de un orden dado con pardmetros (coeficientes) a
determinar. Més adelante veremos que los métodos existentes permiten
considerar modelos no lineales, pero en que los pardmetros a determinar
aparecen linealmente como, por ejemplo, en la ecuacién (12.12) en la pagi-
na 345.

2. Un experimento que permite recolectar datos, por ejemplo, el aplicar una
excitacion de amplio espectro al sistema. Es importante que la historia
de datos obtenida sea tal que se distingan los rasgos caracteristicos del
sistema. Por ejemplo, si el sistema que deseamos modelar es una red RLC
(Ejemplo 3.6 en la pagina 46), no nos servird recolectar datos de la res-
puesta estacionaria del sistema cuando las fuentes que alimentan la red
son constantes, ya que las caracteristicas esenciales de dicho sistema estan
contenidas en la respuesta transitoria.

3. Un criterio o costo a optimizar asociado a la calidad del modelo que permite
determinar el mejor modelo dentro de la clase elegida M. Este criterio
puede ser, por ejemplo, minimizar la suma (o integral) de los errores de
prediccién al cuadrado.

La clase de modelos se elige, usualmente, usando criterios fenomenoldgicos.
Por ejemplo, si el comportamiento del sistema a modelar estd dominado por
tres componentes dindmicos, una descripcién razonable es el conjunto de las
ecuaciones diferenciales de tercer orden.

En muchos casos, el experimento no puede ser disenado de acuerdo a las
necesidades del analista, sino que se deben usar datos provenientes de la opera-
cién normal del sistema a modelar. Ademds, es comin que se desee o necesite
ir refinando el modelo en forma recursiva (e incluso en tiempo real, es decir, se
va refinando el cdlculo a medida que se van obteniendo nuevos datos).

Es importante notar que en el procedimiento descrito, cuando se resuelve el
problema de optimizacion, sélo queda garantizado que el modelo obtenido es el
6ptimo dentro de la clase elegida. Si el mecanismo generador de los datos (el sis-
tema a modelar) no pertenece a la clase de modelos elegida, como suele suceder,
entonces siempre habra un error de modelado, sin importar cuan informativo sea
el experimento para recolectar datos. Ain maés, desde el punto de vista préctico,
puede ser incluso cuestionable el suponer la existencia de un modelo verdadero,
pues por muy complejo y elaborado que sea éste siempre habra diferencias con
el sistema real.

Finalmente, es importante sefialar que existe una gran cantidad de litera-
tura en el area de Identificaciéon de Sistemas, que aborda el problema de
la obtencién de un modelo para un sistema (o conjunto de datos) dado. En
este capitulo nos concentraremos en el problema especifico de la estimacién de
parametros para una clase de modelos dada, usando el método de minimos cua-
drados, ampliamente utilizado por su simplicidad y robustez. Es importante
mencionar ademas que estudiaremos los problemas de convergencia y sesgo, no
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haremos consideraciones probabilisticas sobre la presencia de ruido en los da-
tos, ni analizaremos las propiedades estadisticas de los estimadores utilizados. El
lector interesado en estos y otros temas relacionados puede consultar la amplia
literatura existente, por ejemplo, [11, 18, 31, 41] .

12.2. Modelos en tiempo continuo.

Si bien la mayor parte de la literatura sobre identificacién de sistemas con-
sidera sélo el caso de sistemas de tiempo discreto, incluimos en esta seccion el
modelado de sistemas en tiempo continuo para ilustrar, como hemos hecho a
lo largo del texto, que los principios y conceptos fundamentales involucrados se
pueden aplicar indistintamente en ambos ambitos.

Para motivar la discusion y el tratamiento tedérico del tema, consideramos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 12.1. Suponga que la clase de modelos elegida, M, estd definida por
y(t) = a (u(t)” + e(t) (12.1)

donde u(t) es la entrada del sistema a modelar, y « es un pardmetro a determi-
nar que caracteriza a la clase M.

Suponga ademds que se realiza un experimento recolector de datos en el sis-
tema a modelar. Como resultado del mismo se obtienen datos' de entrada y
salida, u(t) e y(t), en el intervalo [0; tf].

La mejor estimacion del valor de « en (12.1), que denotaremos por &, se
puede calcular, por ejemplo, minimizando un funcional de costo J(«) de la for-
ma:

J(a) = /Otf (y(T) —a (u(T))3)2 dr (12.2)

De este modo:
& = argmin J(«) (12.3)

En este ejemplo, la funcion a minimizar depende sélo de una variable, el
pardmetro «, y la minimizacidn se realiza derivando J(«) con respecto a « e
tgualando a cero. Este proceso de cdlculo lleva a:

&= { /O ! (u(T))GdT}

Note que si el sistema a modelar pertenece a la clase de modelos elegida,
es decir, si existe o, tal que y(t) = a,(u(t))3, entonces & = a,, siempre que
u(t) # 0 en algin lapso no cero dentro del intervalo [0; t¢]. Esto puede ser
verificado al sustituir y(t) por a,(u(t))® en (12.4).

-1

/0 "y (u(r)) dr (12.4)

00O

1Note que se trata de datos experimentales de la planta
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La ecuacién (12.4) arroja una estimacién del pardmetro a posteriori, es decir,
una vez que se han recogido todos los datos, por lo que también se le denomina
estimacién de tanda (batch). Existe una formulacién alternativa donde & evolu-
ciona a medida que se obtienen mas datos, es decir, la estimacién de « se realiza
en linea o en tiempo real. Ese enfoque es desarrollado en detalle a continuacion.

Ejemplo 12.2. Para hacer el tratamiento mas simple, definimos las siguientes
variable auziliares:

o(t) = (u(t)’ (12.5)

-1 -1

o= [ t(um)GdT} -1/ twm%} (12.6)

De esta forma, reemplazando ty port en (12.4) tenemos:

a(t) = p(t) / y(r)(r) dr (12.7)

Esta expresion para el pardmetro dptimo &(t) puede entenderse como la res-
puesta de un sistema dindmico, es decir, como solucion de una ecuacion dife-
rencial. Al derivar (12.6) respecto al tiempo t, se obtiene:

PO o) WO o 28)

Luego, derivando (12.7) y usando (12.8) se obtiene:
) = ot ) — a0t (129)

—_—

e(t)

donde e(t) es el error que se comete al predecir la salida y(t) usando el modelo
y la entrada observada de la planta.

Las ecuaciones (12.8) y (12.9) permiten calcular &(t) en tiempo real, por
ejemplo, usando SIMULINK .

Note que, para que la simulacion funcione, se debe asignar una condicion dis-
tinta de cero a p(0). Se invita al lector a estudiar el efecto de distintas elecciones
para p(0). El lector también podrd observar, en cambio, que el valor inicial &(0)

puede ser cualquiera, incluso cero.
aoad

De esta forma, los ejemplos precedentes ilustran dos formas de estimar el
pardmetro « en el modelo (12.1):

= En el Ejemplo 12.1 utilizamos la ecuacién (12.4), que requiere conocer
previamente un conjunto de datos del sistema en un periodo de tiempo no
cero.

= En el Ejemplo 12.2, en cambio, las ecuaciones diferenciales (12.8) y (12.9)
permiten calcular la estimacién éptima del pardmetro «, &(t), a medida
que se obtienen las mediciones.
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12.2.1. Teoria basica

A continuacion analizamos el método general para sistemas de tiempo con-
tinuo, siguiendo los principios esbozados en los dos ejemplos anteriores.

La clase de modelos M que consideramos es el conjunto de modelos li-
neales en los parametros a determinar, es decir, todos los modelos que pueden
expresarse como la regresién lineal:

y(t) = d(t)70 + e(t) (12.10)

donde y(t) es la salida de la cual se conocen datos, ¢(t) se denomina vector de
regresion, y sus elementos, llamados regresores, pueden contener tanto elementos
de la salida y(t) como de la entrada u(t). Por su parte, el vector 8 € RP contiene
los parametros 61, 65, ..., 60, que distinguen cada elemento en M. Por su parte,
e(t) condensa nuestra certeza que, en general, no existe valor de 8 tal que ¢(¢)70
genere exactamente las mediciones en y(t).

En la literatura de identificacion de sistemas existen diferentes tendencias
para la construccién del vector de regresién ¢(t), en base a supuestos sobre
los datos disponibles de la entrada w(t) y la salida y(t). En este texto sélo
consideraremos el método de minimos cuadrados, ampliamente utilizado, que
se caracteriza por su robustez y simplicidad. Este se basa en la entrada y la salida
del sistema, y debe su nombre a la minimizacién del error cuadratico

e(t)? = (y(t) - $(1)76)* (12.11)

acumulado en el intervalo de observacién, es decir, para el caso de tiempo con-
tinuo, corresponde a la integral (12.15). Este enfoque es conocido por su sigla
inglesa LSE, Least Squares Estimate.

Nota 12.1. El método de minimos cuadrados se remonta a Gauss y pertenece
a una clase mas general de métodos conocidos como métodos del error de pre-
diccion. Este enfoque es ampliamente utilizado, por ejemplo, en MATLAB y es
conocido por su sigla inglesa PEM, Prediction Error Methods [71].

Note que la expresion (12.10) es bastante general, ya que la Unica restriccién
es que el modelo sea lineal en los pardmetros a estimar, y no necesariamente
lineal entre entrada y salida. Por ejemplo, el modelo:

y(t) = av/u(t) + bu(t) + ccos (u(t)) + d + e(t) (12.12)

define una relacién no lineal entre las senales u(t) e y(t), y, sin embargo, es
lineal en los parametros a, b, ¢, d. Esto significa que puede ser escrito en la forma
(12.10), en que:

1" (12.13)

(t) = [\/ult) u(t) cos(u(t) 1
0=[a b ¢ d’ (12.14)

Veremos més adelante, que la forma (12.10) es lo suficientemente general
para describir también sistemas dindmicos.
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Para modelar un sistema con entrada u(t) y salida y(t), como miembro
de la clase M, nos interesa encontrar el vector de pardmetros 6 6ptimo, que
denotamos por 8 y que minimiza el costo cuadratico:

J(6) = /O " (y(r) — 6(r)76)* dr (12.15)

El producto ¢(7)T8 corresponde a una estimacién de la salida del sistema a
modelar, utilizando el elemento genérico de la clase M. El lector puede apreciar
que la diferencia e(7) = y(7) — ¢(7)70 puede interpretarse como el error de
prediccion, y es un caso especial del enfoque PEM, el que abarca situaciones
mas generales.

El método de estimacién cuadratica permite determinar cual de los elementos
de M es el que arroja la prediccién con menor error cuadrético acumulado. Esto
es equivalente a seleccionar el éptimo 6. De esta forma, el mejor estimador 6
estd dado por:

0 = arg grelﬁg]l) J(0) (12.16)

La minimizacién de (12.15) se hace a través del procedimiento tradicional:
derivando respecto de la incégnita y luego haciendo esa derivada igual a cero,
con la salvedad que, en este caso, se trata de funciones de varias variables.

Teorema 12.1. Dado la clase de modelos M, definida por:
y(t) = (t)"0 + e(t) (12.17)

y una historia de datos para y(t) y para los regresores en ¢(t) en el intervalo
[0,tf], entonces el error cuadrdtico acumulado dado por el costo:

J(0) = /O " (y(r) - 6(r)70)* dr (12.18)

es minimizado por la eleccion:

6= { /O N d(r)p(m)T dr]_l /O t'f o(T)y(r) dr (12.19)

Demostracion

Al considerar la derivada del costo J(0) respecto a @, vemos que se trata de
la derivada de una funcion escalar respecto de un vector, por tanto la derivada
corresponde al gradiente Vg:

vase) = S50 =2 [ s - e eyar (2:20)

Al hacer cero el gradiente se obtiene el estimado 0 dado por (12.19).
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Podemos verificar que esta dltima expresion minimiza el funcional de costo
(12.18) calculando la seqgunda derivada vectorial, es decir, el Hessiano de J(0):

_ IO o [ o) dr (12.21)

HJ(G) 402 0

El Hessiano H;(0) obtenido es una matriz positiva definida (ver Apéndice

F) bajo condiciones muy generales para el vector ¢(t) en 7 € [0; tf], cuya
deduccion escapa al marco de este texto.

00O

Los resultados precedentes pueden ser ilustrados con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 12.3. Considere la funcidn y(t) = cos(2nt), en un periodo, es decir,
en t € [0;1]. Determine los coeficientes del polinomio de segundo orden que
mejor aproxima f(t) en el intervalo dado.

Las especificaciones precedentes significan que la clase de modelos elegida
M, esta definida por:

ao

y(t) =ao+art +ast® +e(t)=[1 t *] |a1| +e(t) (12.22)
as
lo que permite hacer las siguientes asociaciones:
o) = 1 ¢ t]; 67 = [ag a1 as] (12.23)
de donde se obtiene:
1t ¢
pp(t) = |t 2 3| y)d(t)" = [cos(2mt) tcos(2mt) t2cos(2nmt)]
t2 3

(12.24)
Los coeficientes optimos, en minimo cuadrado del error, se calculan entonces
usando (12.19). Para el cdlculo, se utiliza el siguiente cddigo MAPLE

MAPLE

>Fi:=Matrix([[1], [t], [t"2]]) :FiT:=Transpose(Fi):
>FiFiT:=Multiply(Fi,FiT) :Fiy:=ScalarMultiply(Fi,cos(2*Pi*t)):
>IFiFiT:=MatrixInverse (map(int ,FiFiT,t=0..1)):
>IFiy:=map(int,Fiy,t=0..1):

>teta:=Multiply (IFiFiT,IFiy):

el que entrega, como resultado:
1
6" =[ao a1 as] = — [15 =90 90] (12.25)
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Para efectos de comparacion se muestran en la Figura 12.1 la senal original
y la aproximacion optima dada por

o(t)T6 = % (15 — 90t + 90t%) (12.26)

sefnal y aprox.
o
(9]

-1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

tiempo [s]

Figura 12.1: Senal y(t) (en linea fina) y aproximacién éptima (en linea gruesa).

La expresién (12.19) proporciona una forma de construir el modelo, esti-
mando @, una vez que se han acumulado los datos en un lapso [0; ¢7]. Tal como
se ilustr6 en el Ejemplo 12.2 en la pdgina 344, también es posible construir un
estimador 6(t), que vaya evolucionando a medida que se van considerando nue-
vos datos. Este procedimiento también evita la inversién de la matriz que se
requiere en (12.19), como se aprecia en el siguiente teorema.

Teorema 12.2. Considere la clase de modelos M definida por (12.17), el fun-
cional de costo (12.18) en que ty =t y un experimento que permite construir
&(T) para T € [0; t]. Entonces el estimador dptimo, é(t) se puede obtener a
través de:

S = —P@e(te(1) P(1) (12.27)
%(tt) = P()(t) (y(1) ~ $(0O(1) ) = P(g(1)e(t) (12.28)
Demostracion

Definamos previamente la matriz P(t) € RP*P de la forma:

-1

Pt) = [ /O b)) dT] (12.29)

y la matriz:
Q) =P = [ o(rI8(r)T ir (12.30)
0
Entonces:
dP(t)Q(t) _ dP(t) dQ(t) _
o =~ Q(t) + P(t)T =0 (12.31)
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FEsto lleva a:

%w = —P@)%ft)f’(t) = —P(1)$(t)p(1)"P(t) (12.32)

donde hemos usado el hecho que

dQ(t) _
— = oe®)" (12.33)

Por otro lado, a partir de (12.19), considerando ty = t, tenemos que:

0(t) = P(t) /O (T)y(r) dr (12.34)

donde, al derivar, se obtiene:
=T [T etrutar + pse (12.35)
= fP(t)%f) P(t) ; ' ()y(r) dr +P(t)(t)y () (12.36)

(t)

Finalmente, usando (12.33), se obtiene la expresion en la ecuacion (12.28).
00O

El Teorema 12.2 establece un procedimiento a través del cual la estimacién
de los parametros del modelo se va obteniendo a medida que se dispone de nueva
informacién. Esto se conoce como estimacién en linea, o en tiempo real. Para
utilizar esta técnica, se requiere inicializar el algoritmo con valores para P(0) y
para 9(0) Usualmente se escoge P(0) como una matriz diagonal con elementos
positivos grandes; esto se justifica a partir de la ecuacién (12.28), donde se
observa que P(t) juega el rol de ganancia de correccién. La eleccién de 8(0) es
usualmente cero, con ello reflejamos la ausencia de informacion inicial sobre los
valores de los parametros; sin embargo, si hay informacién disponible, la eleccién
puede reflejar esa informacién. Note que, en general, P(¢) tiende a cero, ya que
Q(t) crece constantemente, por lo que 9(15) tiende a un valor constante, aunque
no necesariamente el error de prediccion tiende a cero.

12.2.2. Modelos lineales

La teoria desarrollada en la seccién precedente se aplica a cualquier clase de
modelos M, con la unica condicién que los miembros de esa clase sean lineales
en el vector de pardmetros, es decir, tengan la forma (12.10). Esto naturalmente
que incluye modelos no lineales en la entrada y la salida, tal como se ilustrd en
los Ejemplos 12.1 y 12.2. Sin embargo, en esta secciéon enfocaremos nuestra
atencién en modelos dindmicos lineales de tiempo continuo. Con este objetivo
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definiremos la clase M por la ecuacién diferencial (3.1) en la pagina 36, que
reproducimos a continuacion:

) | d )
dt” &n_lw + ...+ aoy(t)
dnfl dn72

Antes de desarrollar la metodologia general, y para adquirir mayor perspec-
tiva, examinaremos un ejemplo muy simple:

Ejemplo 12.4. La clase M es elegida como en (12.37), con n =1, es decir:

WO 1 ao(t) = bou(t) + e(t) (12:38)

La primera opcion para construir la forma (12.10) en este caso es:

B(t) = Uotu(T)dT —/Oty(T)dTr (12.39)
0=1[bo ao)” (12.40)

Sin embargo, esta forma de seleccion del vector de regresion ¢(t) no es ra-
zonable, pues, debido a las integrales presentes, basta que las seriales tengan un
valor medio distinto de cero para que el vector ¢(t) crezca sin limite.

Intentaremos otro enfoque, para cuya descripcion usaremos el operador de
Heaviside, definido en (3.2). El modelo (12.38) puede ser re-escrito como:

0=—(p+ ap)y(t) + bou(t) + e(t) (12.41)
Supongamos se define un polinomio operador maonico estable:
E(p)=p+eo ,e0 >0 (12.42)

De esta forma (12.41) se puede escribir como:

p+ao

0=— EQ) y(t) + E(p) u(t) + Elp) e(t) (12.43)

Sumando y(t) a ambos lados se obtiene:
B _ptag bo " 1 o(f) = (en—a y(t) u(t) 1 .

W0) = )=S0+ (0 + s e(0) = (camao) Sk b s )
(12.44)
Asi, una eleccion natural es:
KOO

0= 565 #s) (1245)
0=1[bo co—ao (12.46)

Note que en este caso el vector de regresidn contiene la entrada u(t) y la
salida y(t) filtradas por 1/E(p).
00O
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A continuacién, y siguiendo la metodologia introducida en el Ejemplo 12.4,
analicemos el caso mas general. Definimos:

A(p) = p" + an1p" '+ .. a (12.47)
B(p) = bp—1p" "t 4+ bu2p" 2+ .. 0o (12.48)
E(p)=p" +en1p" 4+ ...e0 (12.49)

donde observamos que A(p) y E(p) se eligen como polinomios ménicos y F(p)
es estable, es decir, tiene todos sus ceros con parte real negativa. De esta forma,
el modelo (12.37) se puede re-escribir como:

AW, B, L
= B0 T B T B (12:50)

Si ahora sumamos y(t) a ambos lados se obtiene:

1
y(t) = Y+ u(t) + e(t 12.51
D=5 R B Y (1250
Entonces la eleccién de ¢(t) consistente con el método LSE es:
_ et u®)  pnTul) u(t) P Tly®) " Py() y(t)
¢(t) = Ca e 22
E(p) E(p) E(p)  E(p) E(p) E(p)
(12.52)
y el vector de parametros es:
0= [bnfl bn72 te bO €n—-1 —0apn—-1 €Ep—2 —Ap—2 -+ €0 — aO]T
(12.53)

El desarrollo precedente tiene una diferencia con la teoria basica y, en par-
ticular con el funcional de costo a minimizar, el que pasé de la expresiéon dada
en (12.15), a:

tf tf 9
J5(0) = / {ep(0)) dt = / (s (r) — d5(r)70)" dr (12.54)
0 0
donde el subindice f en e (t), ys(7) y ¢5(7), corresponde a filtrar e(t), y(7) y
¢(7), respectivamente, a través del filtro con transferencia de Fourier 1/E(jw).

Ejemplo 12.5. Supongamos que la clase M es el conjunto de ecuaciones dife-
renciales de tercer orden, lineales y de coeficientes constantes, entonces:

_[PPut) pu(t)  u(t)  pPy(t) py(t) ) ]"
o) = E(p) E(p) E(p) E(p) E(p) E(p) (12.55)
0= [bg b1 s bo €y —Q2 €1 —aiy eg— CL()]T (1256)

donde E(p) es cualquier polinomio de tercer grado cuyas raices tenga parte real
Menor que cero.

oo
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Note que las sefiales que constituyen los regresores, en el vector (12.52) y en
los ejemplos analizados, corresponden a las sefiales originales u(t) e y(t) filtradas,
sin embargo, todos los filtros involucrados son estables y estrictamente propios.
La eleccién del ancho de banda del filtro es uno de los pardmetros del método
que el usuario puede ajustar para lograr ciertas caracteristicas del error.

Ejemplo 12.6. Consideremos el mismo sistema del Ejemplo 12.4, con by = 5
y ag = 3. Usando SIMULINK , se construye un esquema para obtener, en linea,
estimaciones para los valores de by y ag. Esta simulacion sigue el Teorema 12.2
y se desarrolla con las siguientes caracteristicas:

(i) tiempo de simulacion: 3 [s],
(ii) polinomio E(p) = p + 10,
(iii) valores iniciales P(0) = 100001, 8(0) = [0 0], y

(iv) el sistema es excitado con una onda cuadrada y simétrica, de frecuencia 1

Los resultados de la estimacion de los pardmetros que arroja la simulacion
se muestran en la Figura 12.2.

valores estimados
D

1
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Tiempo [s]

Figura 12.2: Aplicacién de método en linea para estimar parametros en Ejemplo
12.6.

Observamos que 6(2) ~ [5 7

los valores estimados de los pardmetros son by =5 y 4y =~ 5, que coinciden con
los valores reales de los pardametros.

Note que en este ejemplo, el sistema cuyo modelo se desea construir, per-
tenece a la misma clase M, a la que pertenece el modelo cuyos pardmetros se
estiman. Ello, y la ausencia de errores en la medicion de u(t) e y(t), permiten
que haya un calce perfecto.

]T y dado que 0 = [bo ey — ao]T, entonces

12.3. Modelos en tiempo discreto

La construcciéon de modelos para sistemas de tiempo continuo es de gran
interés conceptual, sin embargo, la implementacion en la préactica de los métodos
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propuestos en las secciones anteriores requiere, en tltima instancia el uso de un
procesador u otro dispositivo digital. Por lo tanto, necesariamente existe un
proceso de muestreo de las senales (ver Capitulo 11), a partir de las cuales nos
interesa estimar un modelo de tiempo discreto para el sistema.

Al igual que en el caso de tiempo continuo, presentamos a continuaciéon un
ejemplo como introduccién y motivaciéon en este tema.

Ejemplo 12.7. Suponga que la clase de modelos elegida, M, estd definida por:
ylt] = a(ut])® + elt] (12.57)

donde ult] es la entrada del sistema a modelar y e[t] captura el error del modelo.
Suponga ademds que se realiza un experimento para obtener informacion
sobre el sistema a modelar. Como resultado del mismo se obtienen datos de
entrada y salida, u[t] e y[t], en el intervalo [0; N].
De esta forma, el mejor valor de v en (12.57), que denotamos por &, se puede
calcular, por ejemplo, minimizando un funcional de costo J(«) de la forma:

N , N
J(0) =3 (vl a(ul)’) =3 el (12.58)
=0 =0
Ast, tenemos que:
& = arg I;lelﬁ J(a) (12.59)

La minimizacion se realiza derivando J(a) respecto a la variable «, e igua-
lando a cero. Esto nos lleva a:

N -1 N
&= [Z(UWW] >yl (ule)® (12.60)
(=0

£=0

Note que si el sistema a modelar pertenece a la clase de modelos elegida, es
decir, si existe o, tal que y[t] = a,(ult])3, entonces & = a,, siempre que ult] # 0
en algin lapso no cero en el intervalo [0; NJ.

00O

La ecuacién (12.60) arroja una estimacién a posteriori del pardmetro a, es
decir, una vez que se han recogido los datos. Sin embargo, existe una formulacién
alternativa donde & evoluciona a medida que se obtienen mas datos, tal como
se demuestra a continuacion.

Ejemplo 12.8. Para hacer el tratamiento mds simple haremos las siguientes
substituciones:

plt] = [Z(U[ﬂ)("] (12.61)
£=0
olt] = (u[t])’ (12.62)
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Entonces, al reemplazar N port en (12.60) tenemos:

t

aft] = plt) Y ylell) (12.63)

£=0

Luego, usando la definicion (12.61), tenemos que:

= B = el sl ol (20

Combinando (12.63) y (12.64) se obtiene:
aft] = &t — 1] + p[t][t] (y[t] — aft — 1]o[t]) (12.65)

e[t]

donde e[t] es el error que se comete al predecir la salida y[t] usando el modelo y
la entrada observada de la planta.

Las ecuaciones (12.64) y (12.65) permiten calcular &[t] en tiempo real, como
se puede verificar realizando una simulacion en SIMULINK .

Al igual que en el caso de tiempo continuo, para que la simulacion funcione se
debe asignar una condicidn distinta de cero a p[0]. Se invita al lector a observar
el efecto de distintas elecciones para p[0]. El lector puede verificar, en cambio,
que el valor inicial &[0] puede ser cualquiera, incluso cero.

0oO

De esta forma, los ejemplos precedentes ilustran dos formas de estimar el
pardmetro « en el modelo (12.57):

= En el Ejemplo 12.7 utilizamos la ecuacién (12.60), que requiere conocer
previamente un conjunto de datos del sistema en un periodo de tiempo no
cero.

= En el Ejemplo 12.8, en cambio, las ecuaciones recursivas (12.65) y (12.65)
permiten calcular la estimacién éptima del pardmetro o = «[t] a medida
que se obtienen los datos, al expresarla como salida de un sistema dindami-
co.

12.3.1. Teoria basica

Formularemos a continuacion el método general para la obtencién de modelos
para sistemas de tiempo discreto.

La clase de modelos a usar, M, esta definida por todos los sistemas lineales en
los parametros a determinar, es decir, todos los modelos que se pueden expresar
mediante la regresién lineal:

y[t] = o[t]70 + e[t] (12.66)

donde ¢]t] es un vector, llamado vector de regresion, y sus elementos se denomi-
nan regresores, que pueden corresponder tanto a datos de la entrada como de la
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salida. Por su parte, el vector 8 € RP contiene los parametros 61, 62, ...,60, que
distinguen cada elemento en M. Por su parte, e[t] condensa nuestra certeza que,
en general, no existe valor de 6 tal que @[t]7@ genere exactamente las mediciones
en yt].

Al igual que para el caso de tiempo continuo, existen diferentes tendencias
para la construccion del vector de regresion. Sin embargo, en este texto sélo con-
sideraremos el método de minimos cuadrados, ampliamente utilizado y que
se caracteriza por su simplicidad y robustez. Vea la Nota 12.1 en la pagina 345.

Note que la expresion (12.66) es bastante general, ya que la unica restriccién
es que el modelo sea lineal en los pardmetros a estimar, y no necesariamente
lineal entre entrada y salida. Asi, en forma andloga al caso de tiempo continuo,
notamos que el modelo

Ymlt] = ar/ult] + bult] + ccos (ult]) + d + e]t] (12.67)

define una relacién no lineal entre u[t] e y,,[t], v, sin embargo, es lineal en los
pardmetros a, b, ¢, d. Esto significa que puede ser escrito en la forma (12.66), en
que:

(12.68)
(12.69)

Veremos mds adelante que la forma (12.66) es lo suficientemente general
puede describir sistemas dinamicos de tiempo discreto.

Para modelar un sistema con entrada u[t] y salida y[t], como miembro de la
clase M, nos interesa encontrar el vector de pardmetros 6 6ptimo, que denotamos
por 0, de modo de minimizar:

N N
J0)=>" (v - 6[070)" = > (el0))? (12.70)
=0 £=0

El producto ¢[¢]T8 corresponde a una estimacién de la salida del sistema a
modelar, utilizando el elemento genérico de la clase M. El lector puede apreciar
nuevamente que la diferencia e[¢] = y[¢] — ¢[¢]76 puede interpretarse como el
error de prediccion.

El método de estimacién cuadratica permite determinar cual de los elementos
de M es el que arroja la prediccién con menor error cuadratico acumulado. Esto
es equivalente a seleccionar el 6ptimo 6, que puede expresarse como:

0 = arg 52]%110 J(6) (12.71)

La minimizacién de (12.70) se hace a través del procedimiento tradicional:
derivando respecto de la incégnita y luego haciendo esa derivada igual a cero,
excepto que en este caso se trata de funciones de varias variables.
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Teorema 12.3. Dado la clase de modelos M, definida por:
y[t] = o[t]7 0 + e[t] (12.72)

y una historia de datos para y[t] y los regresores en @[t] en el intervalo [0, N],
entonces el error cuadrdtico acumulado dado por el costo:

N

J0) =" (ul(] - ¢)76)" (12.73)

£=0
es minimizado por la eleccion:

= [Ztﬁ[ﬁ](ﬁ[ﬁ]ﬂ > dldyl (12.74)
=0 =0

Demostracion

Al considerar la derivada del costo J(6) respecto a 6, vemos que se trata de
la derivada de una funcion escalar respecto de un vector, por tanto la derivada
corresponde al gradiente Vy:

Vol (0) = == = -2 ¢ld(yll] - [(]"6) (12.75)

£=0

Al hacer cero el gradiente se obtiene el estimado 0 dado por (12.74).
Podemos verificar que esta ultima expresion (12.74) minimiza el funcional
de costo (12.73) calculando la sequnda derivada (vectorial, es decir, el Hessiano)

de J(0):

A2 J(9)

H;(0) = —25— =2 ollel)” (12.76)

El Hessiano H ;(0) obtenido es una matriz positiva definida (ver Apéndice F)
bajo condiciones muy generales para el vector @[] en 0 < £ < N, cuya deduccion
va mds alld del alcance de este texto. Fstas condiciones, en lo sustantivo, exigen
que la senal de entrada tenga un rico contenido espectral, lo que se describe
técnicamente como persistencia de excitacion. Un estudio de este tema se
puede encontrar en las referencias indicadas al comienzo de este capitulo.

00O

La expresion (12.74) proporciona una forma de construir el modelo, estiman-
do 8, una vez que se han acumulado los datos en un lapso [0; N]. Tal como se
ilustré en el Ejemplo 12.8, también es posible construir un estimado, é[t], que
vaya evolucionando a medida que se van considerando nuevos datos. Como en
el caso de tiempo continuo, este procedimiento tiene, como ventaja adicional, el
que se evita la inversién matricial requerida en (12.74).
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Teorema 12.4. Considere la clase de modelos M, definida por (12.72), el
funcional de costo (12.73) y un experimento que permite construir @[¢] para
0 < £ < N. Entonces el estimador dptimo, 0[t] se puede obtener a través de:
P[t — 1]g[tl¢[t]"P[t — 1]
1+ ¢[t]"Plt — 1]¢]t]
0[t] = 0[t — 1] + P(t]o[t](y[t] — #[t10[t]) = 6]t — 1] + P[t]g[t]e[t]  (12.78)

P[t] = P[t — 1] — (12.77)

Demostracion
Definamos primero la matriz P[t] € RP*P de la forma:

Pli] = [Z ¢[£]¢[€]T1 (12.79)

y la matriz:
Q] =Pl =) ¢ldg[0" = Qlt — 1] + p[t]et]" (12.80)

Si ahora aplicamos el Lema de Inversion Matricial (ver Apéndice F) podemos
obtener P[t] = Q[t]~! en funcién de P[t — 1] = Q[t — 1]7L. De esta forma se
obtiene la ecuacion (12.77).

Por otro lado, al usar (12.74) se tiene que:

P[] 0[] = > olAyl4] (12.81)
=0
t—1

Plt—1]7'0[t— 1] = ¢[(]y[] (12.82)
=0

y al multiplicar ambos lados de (12.77) por @[t] se obtiene:

Pt — 1)0[t — 1]

Pltlolt] = 12.83
= T gl e 1259
La sustraccion, miembro a miembro de (12.81) y (12.82) lleva a:
6[t] = P[t|P[t — 1]7'0]t — 1] + P[t]¢[t]y]t] (12.84)
Finalmente, usando (12.77) y (12.83) en (12.84), se obtiene (12.78).
00O

El Teorema 12.4 establece un procedimiento a través del cual la estimacién
de los parametros del modelo se va obteniendo a medida que se dispone de nueva
informacién, es decir, en tiempo real o en linea. Al igual que en el caso de tiempo
continuo, el algoritmo se inicializa, usualmente, con P[0] grande y 6[0] = 0. Note
que, en general, P[t] tiende a cero, ya que Q[t] crece constantemente, por lo que
9[15] tiende a un valor constante, aunque no necesariamente el error de prediccién
tiende a cero.
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12.3.2. Modelos lineales

La teoria desarrollada en la seccién precedente se aplica a cualquier clase de
modelos M, con la tinica condicién que los miembros de esa clase sean lineales
en el vector de pardmetros, es decir, tengan la forma (12.66). Esto naturalmente
incluye modelos no lineales en la entrada y la salida, tal como se ilustra en los
Ejemplos 12.7 y 12.8. Sin embargo, en esta seccién enfocaremos nuestra atencion
en modelos dindmicos lineales de tiempo discreto. Con este objetivo definiremos
la clase M por la ecuacién recursiva (4.1) en la pagina 59, que reproducimos a
continuacion:

ylt] + an—1ylt — 1] + ... + ary[t —n + 1] + aoy[t — n] =
bult] + bp—qult — 1] + ... + bult — m + 1] + boult — m] + e[t] (12.85)

Antes de desarrollar la metodologia general, examinaremos un ejemplo muy
simple, para adquirir perspectiva.

Ejemplo 12.9. La clase M es elegida como en (12.85), con n =1, es decir:
y[t] + agy[t — 1] = boult] + elt] (12.86)
La primera opcidn para construir la forma (12.66) en este caso es:
T
P[t] = [ult] —ylt — 1]] (12.87)
0=1[by ao] (12.88)

A diferencia del caso de tiempo continuo (ver Ejemplo 12.4 en la pdgi-
na 350), esta eleccion para el vector de regresion @[t] es razonable y la me-
todologia de la seccion anterior puede ser aplicada sin mayores dificultades.

00O

El Ejemplo 12.9 permite inducir una metodologia general, ya que podemos
expresar la ecuacién (12.85) como:

y[t] = o[t]70 + e[t] (12.89)
ot = [ult] ... ult—m] —ylt—1] ... —ylt—n]]" (12.90)
6= [bm bm—l [N bo Ap—-1 Apn—2 ... CL()}T (1291)

De esta forma, podemos apreciar que los regresores en el vector ¢[t] son ahora
los mismos elementos en las secuencias u[t] e y[t], a diferencia de la metodologia
obtenida en la Seccién §12.2.2, donde el vector de regresién se formo con las
senales de entrada y salida filtradas.

Para concluir, desarrollamos un ejemplo que ilustra la construccién de mode-
los de tiempo discreto, con estimacion en linea de los parametros de ese modelo.

Ejemplo 12.10. Supongamos que se elige la clase de modelos dada por:

y[t] = —ar1ylt — 1] — aoylt — 2] + bruft — 1] + boult — 2] + e[t] (12.92)
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entonces podemos reconocer las siguientes asignaciones:

ot = [ult—1] wft—1] —ylt—1] —ylt—2]; O=[br b a1 ao)
(12.93)
Usando SIMULINK , generamos datos en linea a través de un sistema cuya
ecuacion de recursion es exactamente

y[t] = 0,7y[t — 1] — 0,1y[t — 2] + 0,2u[t — 1] + 0,3u[t — 2] (12.94)

es decir, el sistema y el modelo a ajustar pertenecen a la misma clase. Con
estas elecciones, se construye el esquema SIMULINK para obtener, en linea, es-
timaciones para los elementos del vector 0. La simulacion se desarrolla con las
siguientes caracteristicas :

(i) tiempo de simulacidon: 10 [s], donde un unidad de tiempo discreto correspon-
de a1l [s],

(ii) walores iniciales P[0] = 10000L, 0] = [0 0 0 0]7, y

(iii) el sistema es excitado con una onda cuadrada y simétrica, de frecuencia
0.1 [Hz] y amplitud 1.

Los resultados de la simulacion se muestran en la Figura 12.3.

0.6 T T T T

L 1
0.4 4@—6} —— 6,

0.2

@—
2
I

-0.2+ .

—04f ]

—os6f 7 4

08 I I I | | | | | |
0

Valores estimados

Tiempo [s]

Figura 12.3: Aplicacién de método en linea para estimar pardmetros en Ejemplo
12.10.

Los resultados muestran que la estimacion arroja los resultados correctos, ya
que: R
6~1[02 03 —0,7 0,1] (12.95)

Este buen resultado es posible, dado que el sistema a modelar y el modelo a
estimar pertenecen a la misma clase.

00O
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12.4. Problemas para el lector

Problema 12.1. Considere un sistema no-lineal con modelo verdadero dado
por:
y(t) = —0,5u(t) + (u(t)) (12.96)

12.1.1 Suponga un experimento de duracion T =5 en que se utiliza una en-
trada u(t) = sen(27t). Determine la expresidn mds simple posible para la
salida y(t).

12.1.2 Usando las senales obtenidas en el experimento anterior, calcule los
valores dptimos de los parametros en un modelo de la forma:

(i) y(t) = au(t) + e(t)

(ii) y(t) = au(t) + B(u(t))® + e(t)
(iii) y(t) = au(t) + Bu(t))? +v(u(t)® + e(t)
Sugerencia: Use MAPLE .

12.1.3 Usando SIMULINK , construya los estimadores en tiempo real de los
pardmetros para cada una de las clases de modelos en el punto anterior.

Problema 12.2. Construya y pruebe los esquemas SIMULINK que permiten
estimar en linea, los pardmetros de los sistemas del FEjemplo 12./ y 12.5.

Problema 12.3. Construya y pruebe los esquemas SIMULINK que permiten
estimar en linea, los pardmetros del sistema de tiempo discreto del Ejemplo
12.9.

Problema 12.4. Considere el sistema lineal de seqgundo orden definido por la
ecuacion diferencial:

d?y(t)
i

dy(t)
dt
12.4.1 Determine la respuesta del sistema cuando se aplica un escalon unitario

en la entrada en t = 0, con condiciones iniciales iguales a cero. Simule
también esta respuesta en MATLAB -SIMULINK en el intervalo 0 < t < 20.

+0,5 +y(t) = u(t) (12.97)

12.4.2 Considerando los datos de la entrada u(t) y la salida y(t) muestreadas
cada 0,5[seg], es decir, ulk] = u(0,5k) e y[k] = y(0,5k) en que 0 < 0,5k <
20 (obtenidos de la simulacion), estime los pardmetros de un modelo dis-
creto lineal de sequndo orden:

ylk 4 2] + arylk + 1] 4+ aoy[k] = brulk + 1] + boulk] + e[k] ~ (12.98)
12.4.3 Compare el modelo obtenido con el que resulta de discretizar el siste-

ma continuo, suponiendo un retentor de orden cero en la entrada (vea la
Seccidn §11.5.2 o utilice la funcidn c2d de MATLAB ).
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Problema 12.5. Construya y pruebe los esquemas SIMULINK que permiten

estimar en linea, los pardmetros del sistema de tiempo discreto del Ejemplo
12.9.

Problema 12.6. Suponga que desea representar una senal f(t), en el in-
tervalo [0;T), por una combinacion de tres senales: 1, e?*ot, e=7%wot  donde
{ € N, w,T'= 2w. Demuestre que los resultados que se obtienen tras aplicar
LSE coinciden con las formulas para calcular los coeficientes de la serie de Fou-
rier exponencial.

Generalice y comente sus resultados.
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Apéndice A
Series de Taylor

En este apéndice revisamos brevemente la expansion en serie de Taylor de
funciones reales, que es de fundamental importancia en el proceso de lineali-
zacién de sistemas. Por esta misma razén, hemos puesto cierto énfasis en la
aproximacién de primer orden (lineales) de funciones no-lineales.

A.1. Serie de Taylor en una variable

Considere una funcién g(z), donde © € R y sea z¢ un valor arbitrario en R,
tal que g(z) es continua en z = xg, es decir:

lim g(x) = g(xq) (A1)

T—=TQ

Suponga ademds que g(x) es infinitamente diferenciable en x = ¢, es decir,
todas las derivadas de g(x) en © = z¢ existen y son continuas.

Entonces la funcién g(z) se puede expandir en serie de potencias de (z—zq),
es decir, admite la siguiente representacién en una serie de Taylor:

dg 1 d2%g 9
g(x)ZQ\Q‘i'%Q(’I—ﬂUQ)‘Fa@ (z—2Q)"+
=1 d
:ZEW (x—xg)" (A2)
=0 " Q

donde usamos ()|, para denotar el objeto (-) evaluado en el punto @, en este
caso T = zg. Usualmente, cuando la expansién en serie se hace en torno a
zq = 0 ésta se denomina serie de MacLaurin.

La necesidad de la continuidad de g(z) y sus derivadas resulta evidente de
la expresion (A.2).

A partir de esta expansién, podemos construir aproximaciones de primer,
segundo, tercer orden o superiores, truncando la serie después del término en
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que x aparece elevado a la primera, segunda, tercera o potencia superior, res-
pectivamente. Por ejemplo, la aproximacién de primer orden es:

g1(x) = ko + k1(z — z@); ko =g(zq); ki = . (A.3)
Tlq

Esta aproximacion de primer orden tiene un claro significado geométrico,
como se puede apreciar en la Figura A.1, pues corresponde a la recta tangente

a g(x) en el punto (zq, g(zq)).

Figura A.1: Aproximacién de primer orden para funcién no lineal de una varia-
ble.

En esta figura observamos que, al menos para esta funcién en particular,
a medida que nos alejamos del punto de operacidn, el error que se comete al
aproximar g(z) por gi(z) aumenta.

MAPLE

> taylor(g(x),x=xQ,3),

9(5Q) + D(9)(xQ)(x — 7Q) + 3 D¢(xQ)(x — Q)" + O((x ~ 1Q)°)

MAPLE

> taylor (exp(x),x=0,6);

1 1 1 1
1 Z 2 — 3 4 - .5 9] 6
Fat ut b gr gt gt H O
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A.2. Serie de Taylor en dos variables

La misma idea resumida en la seccion anterior se puede extender al caso de
una funcién g(z1,z2), con z1 € R, 29 € R.

Sea (z10, T2¢) un par arbitrario tal que g(x1,z2) es continua e infinitamente
diferenciable en 1 = x1g, 2 = w2¢g. Entonces g puede expandirse en serie de
potencias de (z1 — 21Q) ¥ (z2 — z10):

0] 9]
9(x1,22) = g(21Q, T20) + 67:?1 0 (71 —210) + 8752 0 (22 — 22q)
1 9%g , 102 9
T3 a22 Q(xl—le) T3 3al Q(9€2—9C2Q)
+ G (r1 — 210) (2 — 220) + (A.4)
0x1022 | ! 1QJi2 2Q) T '
donde el término general de la expansion es:
L 029 (a1 — a0 (a2 — aq) (A5)
—_— | (z1—x Ty — T .
831 0xf o) o Pl e

En forma anéloga al caso de una variable, podemos truncar esta serie para
tener aproximaciones de primer, segundo, tercer, etc. orden. Por ejemplo, la
aproximacion de primer orden estd dada por:

gi(x1,22) = ko + ki1(z1 — z19) + ki2(z2 — 229) (A.6)
en que:
dg Jg
= " N k = — ]{ = — A7
ko g(T1Q7T2Q) 11 O o 12 D o ( )

MAPLE

> mtaylor(g(x1,x2), [x1=x1Q,x2=x2Q],2);

9(71q, v29) + D[1](9) (710, T2@) (21 — 1) + D[2](9) (710, T2@) (T2 — 72q)

MAPLE

> mtaylor(sqrt(x1*x2), [x1=x1Q,x2=x2Q],2);

VI21QT2Q

2020 (72 — 72q)
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A.3. El caso general

La idea desarrollada en las secciones anteriores para funciones de una y dos

variables, se puede generalizar para el caso de una funcién g(xy, zs,...,2,) con
r1€ER, 22 €R, .., 2, €R.

Sea (210,29, - - -,ZTng) una n-tupla tal que g(z1,s2,...,2,) es continua e
infinitamente diferenciable en 1 = z1¢g, 2 = ©29, ..., Tn = Tng. Entonces la

expansion en serie de Taylor estda dada por:

g(zlax27 s 7xn) =
= 1 g™ty
Z gl' f | a‘el T 6an (ajl B le)£1 o (xn B InQ)en (AS)
0. t=0 | nlQ

donde ny =01 + 405+ ...+ 4,.
Una forma alternativa de expresar la serie de Taylor (A.8) para una funcién
de varias variables estd4 dada por:

oo

1 ) 2\
9(x1, 22, Ty) = Z@ ((Il—ﬂle)%+--~($n—$nQ)(%) g (A9)
=0 "

Usando cualquiera de las expresiones anteriores, la aproximacion de primer
orden, por truncamiento de la serie de Taylor es entonces:

g1($1,$27...,$n):k‘o—l-z:k}li(l‘i—l‘iQ) (AlO)
=1
en que:
ko = g(x10, 220, - - -, TnQ) (A.11)
d
fyy = 9 (A.12)
dl‘i Q

Es importante senalar que los desarrollos precedentes siguen siendo validos
aunque las variables x1, %2, ..., T, sean a su vez funciones de una variable
temporal (como lo son para el caso de sistemas dindmicos) u otra variable in-
dependiente.

A.4. Algunas reglas practicas
La teoria general precedente permite construir algunas reglas bésicas pa-

ra expandir funciones complicadas en serie de Taylor, tal como detallamos a
continuacion.
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[R1] Considere las funciones no lineales g(x) y h(x) y un punto de operacién
comuin dado por zg, entonces las aproximaciones de primer orden para
las funciones que se indican son:

7@ = otz) + 47| @ w0 (A13)
hy(z) = h(zg) + dZix) 0 (x — Q) (A.14)

dh(x)
+ dx

(g+h)y=g(zq) +hlzg) + | —
T e

g+ h (dg(w) )(x:pQ) (A.15)
Q

— dg(x dh(x
(97); = 9(zg)h(rq) + (h@:Q) IE)| 1 hlrg) L0 ) (@~ zq)
e oo
(A.16)
[R2] La aproximacién de primer orden de la £-ésima derivada:
dlz(t)
= A..].
gla) = (A7)

en torno a cualquier punto de operacién z(t) = z¢ es la derivada misma,
pues ésta es una funcién lineal en si. De hecho, si definimos:

dlz(t)
) A&
entonces:
_ (0 A _ (0 dg © _ O _ _(©®
9= g=ug + 5 Q(x zy) == (A.19)
~——

1

Es importante apreciar que en la ecuacién (A.17) hemos cometido cierto
abuso de notacién, pues g(z) en realidad no depende de z(t) sino que de
la (-6sima derivada, z(9)(t), es decir, g = g(29).

[R3] La aproximacién de primer orden de:

) 1"
g(x) = [ddtgt)} ,para k > 1 (A.20)

en torno al punto de operacién z = x¢, puede obtenerse de manera similar
al caso anterior. Usando (A.18), tenemos que:

9= ["E(Z)r = = [miﬁ’r + dz% Q (“N) - xé?) (A-21)
=] ] (e
= (1—k) [xg]’“ +k [xqu_l 20 (A.23)
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En este caso, nuevamente hemos cometido cierto abuso de notacién, pues
g(x) no depende de z(t) sino que de su {-ésima derivada, z(“)(t), es decir,

g=g(z®).

El lector debe tener presente que en este breve Apéndice hemos analizado la
expansion en serie de Taylor de funciones de una o mas variables en torno
a un punto arbitrario Q). Sin embargo, para el caso de sistemas dindmicos,
que involucran variables que dependen del tiempo y sus derivadas, usual-
mente lo que nos interesa es una expansion lineal en torno a un punto de
equilibrio, es decir, aquél donde las derivadas temporales se hacen cero.

Esta distincién tiene directa consecuencia en los casos [R2] y [R3] prece-
dentes, pues en el punto de equilibrio tenemos que :1:(5 = 0.
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Apéndice B

Bases matematicas para las
Series de Fourier

El objetivo fundamental de este apéndice es analizar la representacién de
funciones mediante series de Fourier desde un punto de vista méas formal, en
el marco de los espacios vectoriales que poseen producto interno y norma. En
particular, en la Seccién §B.2 analizamos la convergencia de la representacién en
serie de Fourier de una funcién. El lector debe tener presente que un estudio més
riguroso sobre representacién de funciones mediante series de Fourier requiere
matemdticas mas avanzadas, en particular, teoria de los espacios de Hilbert [15].

B.1. Espacios vectoriales y bases ortogonales

A continuacién revisamos los conceptos bésicos de los espacios vectoriales,
incluyendo definiciones y propiedades. Se introducen ademas las ideas de orto-
gonalidad y bases, ideas matematicas abstractas de mucha utilidad para funda-
mentar el andlisis mediante series de Fourier y otros tépicos dentro de la teoria
de sistemas como es, por ejemplo, la construcciéon de modelos y la estimacién
de senales utilizando el enfoque de minimos cuadrados (ver Capitulo 12).

Definicién B.1. Un espacio vectorial V es un conjunto de objetos vy, va, . . .,
llamados vectores, donde se definen dos operaciones: suma de dos vectores, y
multiplicacion por un escalar y que satisfacen las siquientes propiedades:

1. Siv; eV yv; €V, entonces U + v € V
2. Si¥; €V yuU; €V, entonces U; + U; = U +

3. Si U;,U;, U son vectores cualesquiera de V, entonces U; + (U; + U) =
(Us + U5) + Uk

4. Eziste un vector 0 € V, tal que para todo T; € V se cumple ¥; + 0 = ¥;
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Para cada U; € V existe un vector —v; € V, tal que U; + (—0;) = 0

SiU; €V y « es un escalar, entonces av; € V

Si U; y U estdn en'V y o es un escalar, entonces oU; + U;) = at; + o
Si oy B son escalares y U; € V, entonces (a + 8)U; = at; + fU;

Siay B son escalares y U; €V, entonces a(Bv;) = (af)v;

S © 2 =N S =

Eziste el escalar 1 tal que 1¥; = ¥;, para todo U; € V

([

Los escalares son usualmente el conjunto de los nimeros reales R, o el de los
complejos C.

Existe un sinnimero de ejemplos de espacios vectoriales, entre los cuales se
deja al lector verificar que los siguientes cumplen las propiedades recién enume-
radas:

= Kl espacio R", con los nimeros reales como escalares,

= El espacio C", con escalares pertenecientes a R o C,

1

= El conjunto de funciones reales seccionalmente continuas® en un intervalo

[a,b], en que los escalares son niimeros reales.

Definicién B.2. Dado un conjunto de vectores G = {v1,...,0,} CV, diremos
que el espacio generado por G, es el conjunto de todos los vectores de la
forma:

=101 + ...+ a,U, (Bl)

FEs decir, v es una combinacion lineal de vy, ..., U,.

([

Se deja al lector probar que el subespacio generado por el subconjunto de
vectores G C V también cumple las propiedades de un espacio vectorial.

Definicién B.3. Un conjunto de vectores G = {¥1,...,U,} se dice linealmente
independiente, si la ecuacion:

a1t + ...+ o, =0 (BQ)

se cumple sélo para los escalares a; = ap = ... = a, = 0. En caso contrario se
dice que los vectores son linealmente dependientes.

([

La independencia lineal en un conjunto de vectores es una propiedad muy
importante pues nos permite afirmar que:

IEs decir, que poseen a lo mas un ndmero finito de puntos de discontinuidad.
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= Ninguno de los vectores del conjunto G puede expresarse como una com-
binacion lineal de los demas, y

= La representacion de un vector perteneciente al espacio generado por G es
Unica.

Invitamos al lector a demostrar las dos propiedades enunciadas.

Definicién B.4. Dado un espacio vectorial V, diremos que un conjunto de

vectores B = {01,...,0U,} es base de V si:
1. {¥1,...,U,} es linealmente independiente, y
2. {¥1,...,0,} genera todo el espacio V.

00O

En este caso diremos que el espacio vectorial V' tiene dimensién igual a
n. Por ejemplo, el espacio de vectores en el plano R? tiene dimensién n = 2,
mientras que para el espacio R3,n = 3. Sin embargo, existen otros espacios
vectoriales, tales como los de funciones que pueden tener dimensién infinita.

Definicién B.5. Dados dos vectores cualesquiera U; y U; en un espacio vectorial
V con escalares en C, entonces diremos que (U;,U;) es un producto interno,
producto escalar o producto punto si cumple las siguientes propiedades:

1. (¥;,7;) es un escalar
2. (U, a¥; + BUx) = a(U;, U;) + B{U;, Uk)
3. (T;,7) >0si 0 #0
4. (U;,0;) = (U;,7;) * , en que (-)* denota el complejo conjugado de (-)
oo
Dado un producto interno en el espacio vectorial V, éste induce una norma
en el espacio vectorial:

5| = V(@ ) (B.3)

Recordamos que una norma se define como sigue:

Definicién B.6. Una norma || . H es una funcion que va de un espacio V (no
necesariamente un espacio vectorial) a los reales R, tal que:

1. ||172|| >0y ||171|| =0 si y solo si U; = 0
2. ||ati|| = |o||Ti|| en que |a| es el valor absoluto o mdédulo del escalar o

3. || + 5 < fla] + [|%]

, conocida como destgualdad triangular.

oo
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A partir del producto interno, hemos dotado al espacio vectorial V de una
norma, y utilizando ésta podemos introducir ahora la idea de distancia entre
dos vectores:

(@, 7;) = |8 — ;| (B.4)

Definicién B.7. Un espacio vectorial donde se ha definido una norma, es decir,
se tiene una medida de distancia y longitud se denomina espacio euclideano

Ademiés puede definirse el coseno del dngulo entre dos vectores como:

<"7iv ﬁj>

= T (B.5)
(eallipgl

cos Z(U;, U;)

Definicién B.8. De la definicion del dngulo entre dos vectores es claro que
podemos decir que dos vectores son ortogonales bajo el producto interno (o, o),
si este producto es igual a cero. Es decir:

(|

El siguiente lema establece como obtener la representacién de un vector arbi-
trario en términos de los elementos de una base ortogonal del espacio vectorial.

Lema B.1. Supongamos un espacio vectorial V de dimension n, en que se tiene
una base de vectores:
. -
B = {01,7a,...,Un} (B.7)

Si los vectores de la base B son ortogonales entre si bajo un producto in-
terno (o,o), es decir:

(@, 7;) = {0 Fstig] (B.8)

>0 ;s11=73

Entonces, un vector arbitrario i € V se representa como una combinacion
lineal de los vectores de la base B de la forma:

U= o1V + aoly + ...+ Uy, (Bg)

en que cada coeficiente estd dado por:

£

<77i7 >

Q; =

1

(B.10)

Demostracion

La representacion (B.9) se deduce de inmediato del hecho de tener un con-
junto de n vectores linealmente independientes en un espacio vectorial V de di-
mension n. Lo central que nos atane en este caso es el cdlculo de los coeficientes

(B.10).
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Tomemos la ecuacidon (B.9), y apliquémosle producto interno con alguno de
los vectores de la base (B.7):

<’L7z,ﬁ> = <’L7i,041’l71 + oty + ... +O(n’t7n> (Bll)

Si aplicamos la linealidad del producto interno:

/\

;1
£

=
Il

Oél<17i,171>+0z2<17i,172> +...+an<17i,17n> (B.12>

Dada la ortogonalidad del conjunto B, los productos de la derecha son cero,
excepto en el que coinciden los subindices:

(U, U;) = i (U, Vi) (B.13)

De donde se obtiene el resultado (B.10).
([

Lema B.2. Si consideramos los mismos supuestos del lema anterior, y la re-
presentacion del vector @ en (B.9), entonces la norma de U satisface:

11" = loa #1711 + .. + o |* |5 ] (B.14)

Demostracion
Es directa de la representacion (B.9) y de la ortogonalidad de los vectores
de la base B definida en (B.7)-(B.8), por esto la dejamos de ejercicio al lector.
00od

Lema B.3. Desigualdad de Cauchy-Schwartz

Dados dos vectores arbitrarios v; y U; € V, un espacio vectorial con producto
interno, entonces:

(03, T3 < Tl - 195 (B.15)

en que la norma || - || es la inducida por el producto interno.
Demostracion

Primero se observa que esta desigualdad es inmediata si cualquiera de los
vectores, U; o0 Uj, es el vector cero. Ast, es suficiente considerar el caso en ambos
son no nulos.

Consideremos un vector (av; — U;), cuya norma (la inducida por el producto
interno) es no negativa:

lad; — BU;|* = ((at; — BT)), (at; — BT})) = 0 (B.16)
Sin embargo, utilizando propiedades del producto interno:
((at; — Bvy), (at; — BU;)) = af(av; — BY;), Ui) — Bl(at; — Bv;),¥;)  (B.17)
= a7y, (a¥; — BU;))" — B(T), (at; — BT;))" (B.18)
= aa™ (U5, U;)" — afB™(U;, U;
—6&*(17]-7171-)* + *<_‘j,'l_)‘j>* (B].g)
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De donde, reemplazando en (B.16), se obtiene:
la?[|]* + 1B17115]1* = 2R{a”B(z:, 7))} (B.20)
Ahora, si escribimos el producto interno de los vectores como:
(@, 7;) = (@, 7;)]e”’ (B.21)

podemos considerar en (B.20) el caso particular:

a=|gl 8=zl (B.22)
con lo que se obtiene:
- . . 30127 2 [ o—d01 /2 =\ [ 050
151211712 + 17:]1% e~ 7° 175012 > 2R{1|5; (11T ]le ™7 |(F, 7))l (B.23)
111211501 > 1175 11115, )] (B.24)

El resultado es directo de dividir la dltima desigualdad por ||V ]|||¥;] # 0.
o0d

B.2. Convergencia de las Series de Fourier

En esta seccién revisamos en primer lugar algunas definiciones y propiedades
referidas a la convergencia de sucesiones y series, para luego analizar el caso
particular de las series de Fourier. El lector interesado puede consultar otras
fuentes mds técnicas como, por ejemplo, [15] o [26]. Esta tltima constituye la
principal fuente consultada para esta seccion.

B.2.1. Sucesiones y series

A continuacién se hace un breve repaso sobre convergencia de sucesiones y
series de funciones.

Definicién B.9. Una sucesion de funciones { fi,(z)} converge (puntualmente)
en x, si, Yy solo si:

lm fr(zo) = f(x0) (B.25)
k—o0
existe, es decir:
Ve>0 INeN : k>N = |fi(zo) — f(zo) <e (B.26)

Si cada fr(x) estd bien definida en un intervalo I = [a,b], entonces diremos
que la sucesion {fr(x)} converge (puntualmente) a una funcién f(x) en I si, y
solo si:

Jm fi(zo) = f(wo)  Vao el (B.27)

oo
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Definicién B.10. Una sucesion de funciones {fi(x)}, cada una bien definida
en un intervalo I = [a,b], converge uniformemente a una funcion f(x) en
el intervalo I si, y solo si:

YVe>0 INeN : k>N = |f(x)— fu(z)|<e Ve el (B.28)

00O

Una sutil diferencia entre ambas definiciones es que en (B.26) es posible que
¢ = e(xp), mientras que en (B.28) se requiere que sea independiente de x en el
intervalo.

Estas definiciones de convergencia de sucesiones son aplicables de igual forma
a series de funciones, ya que una serie no es mas que una sucesion de sumas
parciales. Es decir, dada una serie de funciones de la forma:

S(x) = ful2) (B.29)

entonces diremos que esta serie converge, puntual o uniformemente, si y sélo si
converge la sucesién {Si(z)}, que es la suma parcial k-ésima:

k
Si(@) =Y fol) (B.30)

Definiciéon B.11. Se dice que una serie de funciones:

S(@) =" fulz) (B.31)

converge absolutamente si y solo si la serie de los valores absolutos de su
término general converge, es decir, si la serie:

oo
Sa(@) =Y fa()] (B.32)
n=1
converge (en el sentido de la Definicion B.9).

([

Note que por comparacién de los términos generales, si una serie converge
absolutamente, entonces también converge en el sentido usual, es decir, en el
sentido de la Definicién B.9.

Lema B.4. M-test de Weierstrass
Dada una serie de niimeros reales positivos:

Sy =Y My, (B.33)
k=1
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y una serie de funciones en un intervalo [a,b]:

= ka(m) (B.34)
=1

tales que los términos generales respectivos satisfacen:

Vk=1,2,...

Vz € [a,b] (B-35)

| fi(@)] < M, {

entonces, si la serie Sy converge, la serie de funciones S(x) converge uniforme
y absolutamente en el intervalo [a, b].
Demostracion

Por comparacion entre el término general de la serie numérica y la de fun-
ciones, tenemos que para cada o en el intervalo [a,b], la serie converge abso-
lutamente. Asi la serie converge puntualmente a una funcidn limite f(z), para
todo punto x € [a, b)].

Ahora, usando la desigualdad triangular:

fa)=> f@| =] > fl@)|< D [fal2)] (B.36)
k=1 k=n+1 k=n+1
Pero, usando (B.35), tenemos que:
S fel@)] < Z Mk—ZMk—ZMk (B.37)
k=n-+1 k=n+1

Donde podemos observar que el lado derecho de la desigualdad converge a
cero a medida que n crece, independiente del x € [a,b] escogido, por tanto la
convergencia es también uniforme.

([

B.2.2. Series de Fourier

Para estudiar la convergencia de la serie de Fourier de una funcién, a conti-
nuacién derivamos algunos resultados preliminares, que permiten determinar la
convergencia a cero (en norma) del vector de error e, (t) = y(t) — yn(t), cuando
n tiende a infinito.

Lema B.5. Desigualdad de Parseval

Dada una funcién y(t) periddica de periodo T, y los coeficientes Ay, {Ax} y
{By} de su representacion en serie de Fourier trigonométrica, definidos segin
(5.27) en la pdgina 91, entonces:

;/_g y*(t)dt
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Demostracion
Consideremos y, (t), definida como la serie de Fourier de y(t) truncada hasta
el término n-ésimo, es decir:
- 2m
yn(t) = Ao+ > (Ag cos(kwot) + By sen(kwot)) 5 wo = = (B.39)
k=1

De esta forma, tenemos que:

y(t) = yn(t) +en(t) (B.40)

Nos interesa caracterizar la norma del error de aprozimacion e, (t) = y(t) —
yn(t), que se representa a la derecha de la Figura 5.8 en la pdagina 97. Si calcu-
lamos la norma a ambos lados de la ecuacion (B.40):

1 = llyn(t) + en®1* = lyn O + llea®)] (B.41)

Es posible separar la norma pues la aprozimacion n-ésima y,(t), definida
en (B.39), es ortogonal al error ey (t), pues los términos cos(kwot) y sen(kwot)
contenidos en y, (t) son ortogonales a los contenidos en e, (t). Este resultado ya
fue obtenido en la ecuacion (5.37) en la pdgina 96

La norma del error e, (t) al cuadrado puede expresarse como:

len@” = [y = [l ()] (B.42)

Si recordamos que en el caso de las funciones periddicas el producto interno
corresponde a la integral en un periodo, y si resolvemos estas integrales para la
representacion (B.59) de y,(t), tenemos que:

3 2 o T T
2 _ 2 | a2. 2 4 2 4
/gen(t)dt—/gy (t)dt — | A2 T+;(Ak 5 +Bi 2>

Finalmente, dado que la norma (del error e,(t), en este caso) es mayor o
igual que cero, se obtiene la desigualdad de Parseval dada en (B.38).

(B.43)

0ood
Corolario B.1. De la ecuacion (B.38), se deduce ademds que:

2 %

lim Ap = lim —/ y(t) cos(kwot)dt = 0 (B.44)
k—o0 k—oo T’ _%
2 %

lim By = lim —/ y(t) sen(kwot)dt =0 (B.45)
k—o0 koo | T

Demostracion
Es consecuencia directa de la desigualdad de Parseval (B.38): la integral del
lado izquierdo existe, entonces la serie del lado derecho, cuyo término general
es no negativo, estd acotada superiormente y, por tanto, converge. Esto a su vez
implica que el término general tiende a cero, a medida que k crece, es decir, los
coeficientes Ay y By se hacen cero.
Ood
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Lema B.6.
sen ((n+ %) wos)
2 sen (%wos)

1 n

5 + Z cos (kwos) = (B.46)
k=1

Demostracion
A partir de la siguiente identidad trigonométrica:

sen ((k + %) wos) —sen ((k — 4) wos) = 2sen (%) cos (kwos) (B.47)

tenemos que, si se hace la suma desde 1 hasta n, entonces:
wo$ WoS Y —
sen ((n + 3) wos) — sen <L> = 2sen (L) Z cos (kwos) (B.48)
2 2 —

que puede reescribirse como en (B.40).
0oo

La expresion a la derecha de la identidad trigonométrica (B.46) se denomina
a menudo kernel o nicleo de Dirichlet, y permite reescribir la aproximacion
n-ésima de una serie Fourier como vemos en el siguiente lema.

Lema B.7. La aproximacidn o serie de Fourier truncada y,(t) de una funcion
periddica y(t) de periodo T, que se definid en (B.39), puede escribirse como:

y(t+s) ds (B.49)

-z 2sen (%s)

2 /f sen(wo(n + 3)s)

Demostracion

La aproximacion n-ésima (B.39) puede expandirse utilizando la definicion
de los coeficientes de la serie de Fourier trigonométrica dados en (5.27) en la
pdgina 91:

yn(t) = Ao + Z (Ay, cos(kwot) + By, sen(kwot)) (B.50)
k=1
1 [* - 2 [
== (r)dr + cos(kwot) = (1) cos(kwoT)dr
T /gy ; 0 T /gy 0
+sen(kwot)%[2y(r) sen(kwor)dr| (B.51)
= % /_; y(7) % + ; {cos(kwot) cos(kwoT) + sen(kwot) sen(kwm‘)}] dr
) (B.52)
_ %/; y(r) % + 3 cos(kwo(T — t))] dr (B.53)
-z L% k=1
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Utilizando (B.46), dentro de la integral se obtiene:

_2pEsen((nt 3) ol — )

yn(t) = T/_gy(T) 2 sen (2(r — 1) dr (B.54)
2 Tt sen ((n + ) wov)
= T/_Z—t y(t+v) 9 sen (%y) dv (B.55)

donde, considerando t fijo, hemos hecho el cambio de variables v =1 —t.

En esta dltima expresidn, sila funcion y(t) tiene periodo T, entonces puede
probarse que el integrando también es periddico en v, y con el mismo periodo T'.
Esto se deja como ejercicio al lector. Por lo tanto la integral puede calcularse
en cualquier intervalo de longitud T, en particular, en [—%, %]

oo

Lema B.8. Convergencia puntual de la serie de Fourier

Supongamos que y(t) es una funcién periddica en (—oo,00), de periodo T,
entonces para cada ty se cumple que:

lt (o) — L0) + () (B.56)

n—roo 2
en que y,(t) es la serie de Fourier de y(t) truncada al n-ésimo término, mientras
que y(t3) e y(ty) son los limites laterales de y(t) en to.
Demostracion

Como resultado previo, observemos que si integramos a ambos lados de la
ecuacidn (B.46), obtenemos:

T 2sen (%wou) 2

/g sen (0 3)wov) ), T (B.57)

Ahora definamos la funcion:

g(t) = M (B.58)

Esta coincide con y(t) sdlo en los puntos en que es continua, y ademds hereda
su periodicidad. Podemos observar también que si ty es una discontinuidad de
y(t), lo es también de g(t) y:

o(to) = y(té);y(ta) _9(®) ;rg(ta) (B.59)

Consideremos lo que sucede con el error e, (tg), entre g(t) y su representacion
en serie de Fourier, a medida que n tiende a infinito. Si usamos la igualdad
(B.57) recién obtenida y la expresion (B.49) para la n-ésima suma parcial, el
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error puede escribirse como:

en(to) = g(to) — gn(to) (B.60)
sen (wo(n + 3)v) 2 7 sen(wo(n + 3)v)
/g 2 sen (TOV) “osen (@) W T /—5 glto +v) 2 sen (%V) dv
(B.61)
sen(wo(n + 3)v)
2 / ltio) —gtto + VI T S (B.62)

7/ [ — glto +v) %‘*1’01/ 1sen(wO(n+5)y)dy (B.63)
T 2(,UOV sen (§OJ01/)

2

La expresion entre corchetes dentro de la integral es seccionalmente continua
en el intervalo [—%, %], siempre y cuando to sea un punto de continuidad de g(t),
lo que permite afirmar que el primer cociente de la expresion entre corchetes se
transforma en la derivada cuando s tiende a cero. En estos puntos, usando la

ecuacidn (B.45), se deduce que:

lim e,(tg) =0 (B.64)

n— oo

0, equivalentemente:

g(ts) +9(ty)
2

Ya que, en este caso ty se ha supuesto un punto de continuidad, es decir,
9(tg) = g(ty) = g(to)-

En aquellos puntos (finitos) de discontinuidad de g(t), podemos definir la
funcion:

Jim_ g, (t0) = g(to) = (B.65)

G(t) = g(t +to) — g(to) (B.66)
Si separamos esta funcion en sus partes par e impar:
G(t) +G(=t) _ g(t+to) +9(=t+to) — 29(to)
2 2
G(t) = G(=t) _ gt +to) — g(=t + to)
2 2

Gpar(t) =

(B.67)

Gimpar (t) =

(B.68)

La serie de Fourier de Gimpar(t) converge a cero en t = 0, pues es una
serie senoidal. Mientras que Gpar(t) es continua en t =0 (cuya prueba se deja
al lector), por tanto su serie de Fourier converge a Gpar(0) = G(0). Con esto
podemos afirmar que la serie de Fourier de G(t) converge a cero ent =0, y en
consecuencia, la serie truncada G, (t) satisface:

lim G,(0)=0 = lm gu(to) = g(to) (B.69)
n—oo n— oo

Es decir, la serie de Fourier de g(t) en t =ty converge a g(ty), también en
el caso de los puntos de discontinuidad.
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Ahora dada la definicion de g(t) en (B.58), su expresion en serie de Fourier
coincide con la de y(t), por lo tanto convergen puntualmente a la misma funcion,
y el lema queda asi demostrado.

ood

Para que la representacién en serie de Fourier de una funcién periédica con-
verja uniformemente a la funcién original, es necesario imponer algunas condi-
ciones adicionales, tal como vemos en el siguiente lema.

Lema B.9. Convergencia uniforme de la serie de Fourier
Supongamos que y(t) es una funcion continua en (—oo,00), de periodo T,

cuya primera derivada y'(t) es seccionalmente continua. Entonces, su serie de

Fourier converge uniformemente a y(t) en cualquier intervalo [a,b]. Es decir:

YVe>0 3N >0 : n>N= |ylt)—yn(t)] <e Vte<la,b (B.70)
Demostracion
Sean:
Ao+ Y [An cos(nwot) + By sen(nwot)] (B.71)
n=1
Al + Z[A;L cos(nwot) + BJ, sen(nwot)] (B.72)
n=1

las series de Fourier de y(t) e y'(t), respectivamente. Entonces, dada la perio-
dicidad de y(t), tenemos que:

=g [ vwa=gEH-y(-Dl=0 @B

Mientras que para n > 0 tenemos:

MH

= —/ ) cos(nwot)dt (B.74)
2 z z
T y(t) cos(nwot)| ~  + nwo/ y(t) sen(nwot)dt (B.75)
-5 7%
= nwo— / ) sen(nwot)dt = nwoBy, (B.76)
Andlogamente, se obtiene:
%
—/ ) sen(nwot)dt = —nwo A, (B.77)
T
Bl
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Utilizando la desigualdad de Parseval (B.38), podemos afirmar que:

o] o] 2 %
S (4+B7) = [nwo\/An2 + Bﬁ} < %/ YWt < oo (BTS)
n=1 n=1 2

Si se observa el término general {nwo+/A2 + B2} de la sequnda serie, se
aprecia que pertenece al conjunto de todas las sucesiones cuadrado sumables
(o pertenecientes al espacio {3), al igual que la sucesion {1/(nwo)}. Es posible
demostrar que el producto de estas sucesiones también es cuadrado sumable (o
pertenece a ly) y, por tanto, la serie:

S 1 00

— o n2 n = n n .
> (W VA2 + B 2) > A2+ By (B.79)
n=1 0 n=1

también converge.
Ahora, usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz (B.15), tenemos que:

| Ay, cos(nwot) + By, sen(nwot)| < ||(An, Bn)l| - || (cos(nwot), sen(nwot))|| (B.80)

=/ A2+ BnQ\/cos2 (nwot) + sen? (nwot)

(B.81)

=/A,% + B,? (B.82)

Con este resultado, podemos comparar la serie:

|Ao| + Z | Ay, cos(nwot) + By, sen(nwot)| (B.83)

n=1

con la serie convergente de constantes positivas:

Aol + >\ An® + B,? (B.84)
n=1

FEs asi como, en virtud del M -test de Weierstrass en el Lema B./J, podemos
afirmar que la serie de Fourier:

Ay + Z[A” cos(nwot) + By, sen(nwot)] (B.85)

n=1

converge uniformemente en cualquier intervalo cerrado, pero el Lema B.8 ase-
gura que esta serie converge puntualmente a y(t).
([

Hasta el momento hemos revisado las condiciones bajo las cuales la serie de
Fourier satisface propiedades de convergencia puntual y uniforme, sin embargo,
el siguiente resultado establece la convergencia en norma de la representacion.
Este resultado puede extenderse en general a todo espacio de Hilbert.
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Lema B.10. Convergencia en norma de la serie de Fourier

Sea y(t) una funcién periddica, de periodo T, seccionalmente continua, y sea
yn(t) la n-ésima suma parcial de su representacion en serie de Fourier, entonces
la norma del error converge a cero cuando n tiende a infinito, es decir:

I |[e, ()] = lim ly(t) —yn(t)] =0 (B.86)
n—oo n—oo
Demostracion
En primer lugar, si denotamos por {t1,t1,...,tm} los puntos de discontinui-

dad de la funcion y(t), y consideramos su representacion en serie de Fourier:

Sy(t) = lm y,(¢) (B.87)

n— oo

sabemos, por el Lema B.8 de convergencia puntual, que:

Sy(t) _ {é(y(t_) + y(t+)) te {t1,t1, T 7tﬂ1} (B.88>

y(t) t¢{t1,t1,...,tm}

Ahora si consideramos el cuadrado de la norma del error e, (t) (en el inter-
valo [0,T]) tenemos que:

T
Jim flen(®IF = tim [ a0 = (0 (B.59)
T
= [ 1wt = Jim o) (B.90)
-/ " lytt) — 5, (0)Pdt = 0 (B.91)
0

pues el integrando es cero excepto en los puntos de discontinuidad de y(t).
00O

Note que el lema anterior nos permite entender en mayor profundidad la
igualdad:

y(t) = Sy(t) = Ao + Z [A, cos(nwot) + By, sen(nwot)] (B.92)

n=1

pues resulta ser un igualdad en norma, y no necesariamente para cada valor de
t € [0,T]. A continuacién establecemos esta afirmacién mds formalmente.

Corolario B.2. Identidad de Parseval

Sea y(t) una funcidn periddica, de periodo T, y Ao, {An} y {Bn} los coe-
ficientes de su representacion en serie de Fourier trigonométrica definidos en
(5.27) en la pdgina 91, entonces:

T n

1 [z 1

7 / 3 y?(t)dt = A2 + 3 ) (A7 + BY) (B.93)
2 k=1
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Demostracion
Es directa de la ecuacion (B.43) en la pdgina 377 y el Lema B.10, que
establece que la norma del error e, (t) se hace cero cuando n tiende a infinito.
0oo

La serie de Fourier es s6lo una representacién de la funcién y(t), en el sentido
que converge al mismo valor que y(t) en los puntos que esta funcién es
continua, y en aquellos en que hay discontinuidades o saltos, la serie converge
al promedio de los limites laterales. Note que estas diferencias entre la senal
y su representacion en serie de Fourier no son detectadas por la funcién de
error, que (en norma) converge de todos modos a cero.
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Apéndice C
La transformada de Fourier

En este apéndice se define y estudian las propiedades de la transformada de
Fourier de una funcién arbitraria, tanto para el caso de tiempo continuo como
en tiempo discreto. Ademads, se incluye una seccién sobre la transforma rapida
de Fourier, que constituye, en la practica, la herramienta fundamental para el
analisis espectral de senales.

C.1. Transformada de Fourier en tiempo conti-
nuo

En esta seccién consideramos el caso de las funciones de tiempo continuo,
definidas en toda la recta real, es decir, en el intervalo (—oo, 00).

C.1.1. Definicion de la transformada

Dada una funcién y(t), su transformada de Fourier Y (jw) y su transformada
de Fourier inversa quedan definidas por las ecuaciones:

F®}=v0w) = [ e tar (1)
FYGe) = o) = 5= [ YO (C2)

Para que la transformada exista es suficiente que la funcién y(t) sea absolu-
tamente integrable, es decir:

oo
/ () | dt < oo (C.3)
— 00

Existen funciones que a pesar de no cumplir con esta condicion, es posi-

ble calcular su transformada de Fourier, utilizando funciones generalizadas o
distribuciones.
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20 1.5

L
16

Figura C.1: Pulso ya(t) y su transformada Ya(jw) para A igual a 1, 1 y
(Ejemplo C.1).

Veamos a manera de ejemplo como se puede obtener la transformada de
Fourier del delta de Dirac, a partir de la transformada de un pulso como en el
Ejemplo 6.1 en la pagina 119.

Ejemplo C.1. Consideremos un pulso centrado en el cero, de ancho A y altura
1/A, es decir, una funcion:

ya(t) = {1/ A sltfs a2 (C.4)

0 )t > A/2

Esta funcidn estd bien definida ¥Vt € (—o0,00), y el drea del pulso es unitaria
VYA > 0. Su transformada de Fourier por tanto puede obtenerse, en base al
Ejemplo 6.1 ya mencionado, o usando la definicion (C.1):

Ya(w) = /i

Puede apreciarse que a medida que A tiende a cero, la funcion se transforma
en un pulso cada vez mds alto y angosto, siendo esta una de las funciones que
usualmente se utiliza para aproximar asintéticamente el delta de Dirac: en el
limite la funcion es igual a cero, excepto t = 0, mientras que su integral se
mantiene siempre igual a uno. Por su parte, la transformada de Fourier de este
pulso se hace cada vez mds plana a medida que A tiende a cero, siendo igual a
uno para todo w en el limite. Estas ideas se pueden apreciar en la Figura C.1.

De esta forma podemos establecer el siguiente diagrama conmutativo, en que
de izquierda a derecha aplicamos el limite cuando A — 0, y de arriba a abajo
aplicamos la transformada de Fourier y su inversa:
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A—0

yal(t) — 5(t)
FLtF FItF (C.6)
YA(]w) _ senU(JiA%) A—0 Y(]w) -1

2

C.1.2. Propiedades

Existen diversas propiedades de la transformada de Fourier que resultan de
mucha utilidad en el andlisis frecuencial de senales y su relacién con los sistemas
lineales. Ademads, estas mismas propiedades permiten obtener la transformada
de Fourier de una funciéon dada a partir de transformadas de senales mas simples.

Lema C.1. Linealidad

La transformada de Fourier y su transformada de Fourier inversa son ope-
radores lineales, es decir, dadas las funciones y1(t) e y2(t), y sus respectivas
transformadas:

Flipn®)}y =Yi0w) <= F ' {Ni(w)}=un) (C.7)
Flt)}=Y(w) < F {N20w)} =) (C.8)

entonces, para cualquier par de escalares a y B tenemos que:

Flay(t) + By2(t)} = aY1(jw) + BY2(jw) (C.9)
F HaY1(gw) + BY2(jw)} = oy (t) + Bya(t) (C.10)

Demostracion
Se deja como ejercicio al lector, pues es consecuencia directa de la linealidad
de las integrales en la definicion de las transformadas (C.1) y (C.2).
00O

Lema C.2. Simetria

Sea y(t) una funcidn definida Vt, cuya transformada de Fourier es Y (jw).
Entonces, si consideramos la funcion Y (t), en el dominio del tiempo ahora, su
transformada de Fourier es:

F{Y ()} = 2ny(—yw) (C.11)

Demostracion

Es directa al reemplazar Y (t) en la definicion de la transformada (C.1) y
utilizar la ecuacidon (C.2) que define a y(t) como transformada inversa de'Y (yw):
e 1

]—"{Y(t)}:/ Y(t)e’”tdt:%rg /jo Y (1)’ dt = 2ny(—jw) (C.12)

oo
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Ejemplo C.2. Consideremos una funcidn constante y(t) = C. Esta funcién
no es absolutamente integrable, es decir, no satisface la condicién (C.3). Sin
embargo, su transformada de Fourier puede obtenerse en base a la transformada
del Delta de Dirac y al Lema C.2 de simetria:

Flyt)} =F{C}=C -F{1} =C - 271)(—w) = C - 276 (w) (C.13)
([

Veamos ahora cémo se ve afectada la transformada de Fourier de una senal
cuando esta es desplazada en el tiempo, que puede ser el caso en que existe, por
ejemplo, retardo.

Lema C.3. Desplazamiento en el tiempo.
Sea y(t) una funcion definida para todo t € R, cuya transformada de Fourier
es Y(jw), entonces la transformada de Fourier de y(t — tg) es:

Flylt —to)} = e 7Y (jw) (C.14)

Demostracion
Aplicando la definicion de la Transformada de Fourier (C.1) a la funcidn
desplazada en el tiempo, tenemos que:

o0

F{ylt —to)} :/ y(t —to)e ?¥dt = e*J“tO/ y(t — to)e 7@t gt

— 00

_ e—]wto/ y(t*)e—JWt*dt* = e_JWtUY(jw) (C.15)

0oO

Ejemplo C.3. La senal del Ejemplo 6.1 en la pdgina 119, es un pulso po(t) de
amplitud A y ancho T centrado ent = 7/2, entonces su transformada de Fourier
se puede obtener usando el Lema C.3 y el resultado (C.5). Asi, se llega a:

sen (%)
wT

2

Fipz ()} =e W5 Ar (C.16)

00O

Si analizamos el ejemplo anterior, podemos apreciar que sélo es el angulo
de la transformada de Fourier del pulso el que se ve afectado al desplazarlo
en el tiempo, pues su médulo permanece invariante. Esto es consistente con
la intuicién ya que la ubicacién del instante ¢ = 0, cuando consideramos una
funcién definida para —oco < t < o0, es arbitraria afectando sélo la fase del
espectro.

A continuacién vemos la contraparte del Lema C.3. Esta vez el desplaza-
miento ocurre en el dominio de la frecuencia w.
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Lema C.4. Desplazamiento en frecuencia
Sea y(t) una funcién definida en toda la recta real, es decir, para —oo < t <
00, cuya transformada de Fourier es Y (jw), entonces:

Fleyt)} =Y (w —a) ;aeC (C.17)

Demostracion
Aplicando la definicion de la transformada (C.1) a la funcion e**y(t), tene-
mos que:

oo

f{eaty(t)} = / ey(t)e Iwtdt = / y(t)ef(]‘”*a)tdt

— 00

= /OO y(t)e 7 tdt =Y (juw) =Y (jw —a) (C.18)

— 00

en que hemos usado la variable auxiliar w* = w + ja.
00O

Ejemplo C.4. Con el lema anterior, es posible obtener la transformada de
Fourier de una exponencial periddica, considerando en la ecuacidn (C.17) el
caso particular a = jwg:

Fle«ott = F{e?“ot 1} =26 (jw — jwo) = 270 (w — wp) (C.19)

donde se ha usado la propiedad del delta de Dirac, descrita en la ecuacidn (2.6)
en la pdgina 25.

A partir la transformada de la exponencial compleja o periddica, y utilizando
la ecuacion de Fuler, se puede obtener la transformada del coseno:

F{cos(wot)} = ]-'{ejwo—;e]wo} = % [F{e7790t} 4 F {erwot}]
=7 [6(w +wo) +d(w — wo)] (C.20)
y del seno:

Jwot __ ,—jwot .

F {sen(wot)} = .7-'{ % 5
— (0 + w0) — B(w — wo)] (C.21)
00n

El Lema C.4 tiene importantes aplicaciones en el andlisis de senales que se
modulan en frecuencia, de particular interés en sistemas de comunicacion, y
aquellas que son periddicas, como puede apreciarse en los siguientes corolarios.
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|F{y(®)} |F {y(t)cos(2m106¢) } |

—> I I
SN | SN,

106 {Hz]

4-103[Hz]

Figura C.2: Espectro de una senal de frecuencias audibles y espectro de la sefial
modulada.

Corolario C.1. Modulacion
Sea y(t) una senal (funcion) definida para todo t € R, cuyo espectro (trans-
formada de Fourier) es Y (jw), entonces:

Fleos@tu(0) = 3 (Y (ow — jwo) + YOw tgw)  (C:22)
Demostracion

Es directa del Lema C.J y la ecuacion de Euler, es decir, escribiendo cos(wot)
con exponenciales periodicas:

Fleos(antin(0)} = F (et + 74000

(F{e?*fy ()} + Fle 7 ='y(1)})

(Y w —gwo) + Y (w + gwp)) (C.23)

N~ N~

o0

Se deja al lector probar el resultado que se obtiene al utilizar sen(wgt) en
lugar de cos(wot) para la modulacién de la sefial y(t), y que aparece en la Tabla
C.1 en la péagina 398.

Ejemplo C.5. En ambos casos de modulacion planteados, cosenoidal y senoi-
dal, al hacer el producto de una senal con una sinusoide se logra desplazar el
espectro, o contenido de frecuencias de la serial. Esto permite llevar, por ejemplo,
senales de contenido de baja frecuencia (como la voz humana, en la banda hasta
4[kHz]), a bandas de frecuencia para transmision radial (por ejemplo 1[MHz]).
Esta idea se muestra en la Figura C.2

00O

Otra aplicacién importante del Lema C.4 se refiere a las funciones periddicas.
Si consideramos una senial yr(t) periédica de perfodo T', claramente no satisface
la condicién (C.3) (no es absolutamente integrable) y, por tanto, no es posible
obtener su transformada de Fourier a través de la definicién (C.1). Sin embargo,
una senal periédica podemos representarla (en el dominio del tiempo) mediante
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Figura C.3: Tren de pulsos (Ejemplo C.6).

su Serie de Fourier, trigonométrica o exponencial. En los desarrollos previos
hemos determinado las expresiones para la transformada de Fourier de una
constante, del coseno, del seno y de una exponencial periddica, y por tanto
podemos obtener de esta forma la transformada de una senal periddica, tal
como establece el siguiente corolario.

Corolario C.2. Funciones Periodicas
Sea yr(t) una senal periddica de periodo T, tal que su representacion en
serie de Fourier (exponencial) es:

yr(t) = > Che 79t w, = (C.24)

La transformada de Fourier de yr(t) es entonces igual a la transformada de
su serie de Fourier:

Flyrt)} =Yr(w) =2r Z Cnd(w + wy) (C.25)

Demostracion
Queda como ejercicio al lector.
00O

Ejemplo C.6. Consideremos el tren de pulsos de la Figura C.3 definido por:

yt) =< -1 i<t <7
y(t+2m) ;lt|>=
La integral del valor absoluto de la funcion claramente diverge, y si intenta-

mos obtener la transformada de Fourier de esta funcion utilizando la definicion
(C.1), llegamos a una expresion dificil de simplificar. En cambio, la funcién
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Figura C.4: Amplitud de los coeficientes A,, y espectro Y (jw)

y(t) puede expresarse mediante su serie cosenoidal de Fourier, pues y(t) es una
funcion par:

y(t) = Z A,, cos(nt) (C.26)
n=1
en que:
1 (" 4 nm
A, = - /_Tr y(t) cos(nt)dt = ——sen (7) (C.27)

De esta forma, usando al transformada del coseno en (C.20), tenemos que:

Il
|
0
@
=
/N
‘3
3
SN—
=
€
+
2
+
=
S
\
2

Fly@®)} =Y (w)

Il
g
SENTN
102]
£
—~
v[§
~—
=
&
+
2

(C.28)

Es decir, los coeficientes A,, se transforman en el peso de cada delta de
Dirac en el espectro Y (yw). En la Figura C.4, sdlo por razones diddcticas, hemos
representado estos pesos como la altura de cada impulso. Sin embargo, no se
debe olvidar que la amplitud de cada delta de Dirac tiende a oo, mientras que el
peso corresponde a su area.

([

Lema C.5. Escalamiento
Sea y(t) una funcidn definida para t € (—o00,00), cuya transformada de
Fourier es Y(jw), y sea a una constante real distinta de cero, entonces:

Fly(an)y = v (i) (C.29)

ol Ve

Demostracion
Si reemplazamos la funcion escalada y(at) en la definicion de la transfor-
mada (C.1), podemos hacer el cambio de variables t* = at, teniendo en cuenta
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que el signo de a determina si los limites de la integral se mantienen o se deben
intercambiar:

e o dt*
0o / y(t*)e 7V ;sia>0
Fly(at)} = / y(at)e 7¥tdt = {7722 i Zt* (C.30)
oo / y(t*)e 7 ;sia<0
0 a

Dado que el cambio de orden en los limites de la integral equivale a un cambio
de signo, tenemos que:

Fly(at)} = Lgno‘j(a) /_O; y(t*)e I8 dt* = ﬁy (Jg) (C.31)
0od

A partir del lema anterior puede verificarse directamente que:
Fly(=t)} =Y (—yw) (C.32)

A continuacion revisamos algunas propiedades de la transformada de Fourier
de utilidad en la solucién de ecuaciones diferenciales y el andlisis de sistemas.
En particular, se examinan las propiedades referidas a la transformada de la
derivada, de la integral y de la convolucién de funciones.

Lema C.6. Derivacion en t

Sea y(t) una funcidn definida en toda la recta real tal que y(t) — 0 cuando
t — +00, y cuya transformada de Fourier es Y (yw) . Entonces, la transformada
de Fourier de la derivada de y(t) con respecto al tiempo es:

dy(t
]:{ZIE)} =jwY (jw) (C.33)
Demostracion

Si se aplica la definicion de la transformada de Fourier (C.1) a la derivada

dé’—t(t), y se aplica la regla de integracion por partes, se obtiene:

P{AO) [ )

—00

= [y(t)e "]

~ —|—jw/ y(t)e 7¢tdt  (C.34)

— 00

donde, dada la condicion asintdtica sobre y(t) cuando t — to00, sélo sobrevive
el segundo término:

f{dzm o / T et = yuY (w) (C.35)

o0

oo
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Si y(t) no cumple la condicién y(t) — 0 cuando ¢t — +o0, el lema ain se
puede aplicar, con precaucion, en algunos casos. Por ejemplo, si y(t) = cos(w,t),
la transformada de sen(w,t) se puede calcular usando este lema, aunque la con-
dicién senalada no se cumple. Es también importante notar que el lema anterior
no garantiza la existencia de la transformada de la derivada temporal de y(t),
sino que, en caso de existir, su expresién puede obtenerse utilizando (C.33).

Para las derivadas de orden superior en tanto, tenemos el siguiente corolario,
que se debe utilizar con la misma precaucién antes mencionada.

Corolario C.3. Derivadas de orden superior

Sea y(t) una funcidn definida en toda la recta real, cuya transformada de
Fourier es Y (yw), tal que y(t) y todas sus derivadas hasta de orden n—1 tienden
a cero cuando |t| tiende a infinito. Entonces tenemos que:

F{EA2) = oy i) (C.36)

Demostracion
Directa, aplicando recursivamente el lema anterior.
oo

Lema C.7. Transformada de la integral
Sea y(t) una funcidn definida en toda la recta real, cuya transformada de
Fourier es Y (jw). Entonces, la transformada de su integral definida es:

t
1
.7:{/ y(T)dT} = J—wY(jw) + 7Y (0)d(w) (C.37)
Demostracion

Para demostrar esta propiedad debemos en primer lugar observar que si de-
finimos ¢1(t) como la integral de y(t) que aparece en (C.37), entonces, por el
Teorema Fundamental del Calculo [25]:

doz(t) _ 57 (/t y(T)dT> — ) (C.38)

— 00

Es mds, para cualquier constante k tenemos que:

d
b7 (P1(t) + k) = y(t) (C.39)
St aplicamos transformada de Fourier a ambos lados, usando el Lema C.6:
Jw (P (gw) + 21kd(w)) = Y (Hw) (C.40)

donde ®1(gw) = F{p1(t)} es la transformada que nos interesa despejar:

D (Jw) = ]ti(]w) — 21ko(w) (C.41)
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Nos resta ahora sélo encontrar el valor de k.
Si definimos:

@(t):[ y(—a)de = ‘I’z(jw):]%Y(—]w)—Qﬂkzs(w) (C.42)

es su transformada de Fourier, obtenida de manera andloga a la ecuacion (C.41).
Ahora bien, usando ¢2(t), podemos reescribir la funcion ¢1(t) de la forma:

)= [ y(ryir = ea(-) (C43)
—oo
y, tras aplicar transformada de Fourier a ambos lados, se llega a:

210w =2 ([ ylrr) 56 - 2ol (C.44)

Y ) - 2mkd(e) =2 / i yirdr ) 8(0) — (o) - 2k
(C.45)

donde, observando que 0(w) = 0(—w), se puede despejar la constante k:

k=3 /_O:o y(r)dr = (/_O; y(T)e-WdT>

Finalmente, reemplazando en (C./1), se obtiene el resultado (C.37).
oo

1
= —3Y(0)  (C40)

w=0

Ejemplo C.7. El lema anterior permite obtener fdacilmente la transformada
del escaldn unitario pu(t) o funcion de Heaviside, a partir de la transformada del
delta de Dirac.

Dada la definicion del delta Dirac y de la funcion de Heaviside, tenemos que:

/_ 5(r)dr = u(t) = {0 80 (C.47)

1 ;t>0
Por tanto:
Flult)y = F { / 6<T>dv} = LF (30} +70) F SO}y
1
R + mo(w) (C.48)
[

Lema C.8. Convolucion en el tiempo

Sean y1(t) e ya2(t), dos funciones definidas para —oo < t < 00, cuyas trans-
formadas de Fourier son Y1(jw) e Ya(yw), respectivamente. Entonces, la trans-
formada de Fourier de la convolucion entre ellas es:

Flyi(t) xy2(t)} = Y1(w)Y2(gw) (C.49)
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en que la convolucion se define como:

o0

<00 = [ n(rte-rdr (C.50)
Demostracion
Aplicando la definicion de la transformada (C.1) a la convolucion se obtiene:

i)y = [ ( | - r>df) eIty (C.51)

— 00 — 00

Intercambiando el orden de integracion se obtiene:

Flyi(t) 2 ()} = /OO y1(7) (/OO Yot — T)ejwtdt> dr (C.52)

— 00 — 00

expresion que, usando la ecuacion (C.14), se puede escribir como:

o0

F (i () % ya(t)) = / y1(7) (€74 Yo (gw) dr (C.53)

= Y5(gw) /°° yi(r)e 7 T dr = Ya(gw)Vi(gw) (C.54)

([

El lema siguiente establece la expresion general para la transformada de
Fourier de un producto de funciones que puede resultar 1til para el cdlculo de
la transformada de Fourier de una funciones mas complicadas.

Lema C.9. Producto de funciones

Sean y1(t) e y2(t) funciones definidas para —oo < t < oo, cuyas transforma-
das de Fourier son Y1 (jw) e Yo(yw), respectivamente. Entonces, la transformada
de Fourier del producto entre ellas es:

Fln0m(0)} = 5-Yi0w) = () (©5)

Demostracion
Consideremos la transformada de Fourier inversa de la convolucion de fun-
Clones en w:

F Y1 (w) * Ya(yw)} = %/_OO Vi(yw) * Ya(yw)e? “tdw 50
_ % _Oc (/_oo Y1(jQ)Ya(yw —j()dc) eI 9ty

(C.57)
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desde donde, intercambiando el orden de integracion, se llega a:

FH{Yi(gw) * Ya(yw)} / Y1(5¢) (/ Ya(jw —]C)ej‘“tdw> d¢
(C.58)
Luego, si se define yw — j( = jw*, se obtiene:
F 0w ael) = 5 [ 300 ([ vabene 0 ) ac
(C.59)
=27 (2177/_ Yl(jg)ethdC> (;ﬂ/_ }/Q(Jw*)ejw*tdw*>
(C.60)
= 27y1(t)y2(?) (C.61)

Finalmente, aplicando transformada de Fourier a ambos lados, se obtiene el
resultado (C.55).
00O

Teorema C.1. Teorema de Parseval. El caso de tiempo continuo

Sean y1(t) e ya(t) funciones reales, definidas Vt € (—o0,00), cuyas trans-
formadas de Fourier son Y1(jw) y Ya(yw), respectivamente. Entonces tenemos
que:

oo 1 o0
| ntmd= o [ vGema-sede (C.62)
Demostracion
Esto se demuestra con ayuda del Lema C.8 (convolucidn en el tiempo):

yi(t) *y2(—t) = FH {Y1(gw)Ya(—gw)} (C.63)

oo 1 (o]
/ y1(7T)y2(—t 4+ 7)dr = —/ Y1 (gw)Ya(—jw)e?“ dw (C.64)

— o0 27T — 00

donde hemos usado el resultado en (C.32) que establece que F {ya2(—t)} =
Ya(—jw). Si evaluamos ahora para t = 0, obtenemos el resultado (C.62)
([

Corolario C.4. Si consideramos los mismos supuestos del teorema anterior,
para el caso particular yy(t) = ya2(t) = y(t), la ecuacion (C.62) se reduce a:

/ (Y2t = / Y (y)? doo (C.65)

Demostracion
Ejercicio para el lector.
00O

La Tabla C.1, en la pagina 398, resume las propiedades hasta aqui revisadas,
mientras que en la Tabla C.2 en la pagina 399 aparecen algunas transformadas
simples de uso comun.
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FL(0)}

Descripcién
l !
Z aiyi(t) Z a;Yi(jw) Linealidad
=1 i=1
dy(t)
dt JwY (gw) Derivacién
dry(t :
dyi ) (]w)kY(]w) Derivadas ' de
¢ orden superior
! 1
/ y(T)dr j—wY(]w) + 7Y (0)d(w) Integracién
y(t =) e7¥TY (Jw) Retardo
y(at) iY (jﬂ) Escalamiento
|a| a temporal
y(—t) Y(—jw) Inversién tem-
poral
/ y1(7)y2(t — 7)dr Yi(w)Ya(gw) Convolucién
ey (t) Yi(jw — a) Desplazamiento
en frecuencia
y(t) cos(wot) Y(w—gwo) + Y (9w +3%) | Modulacién co-
2 senoidal
y(t) sen(w,t) Y(w=gwo) _ Y(gw+Jwo) | Modulacién se-
J2 noidal
Y(t) 2my(—yw) Simetria
1 e . ]
y1(t)ya2(t) o / Y1(jOYa(yw — jC)dC Producto tem-

poral

Tabla C.1: Propiedades de la transformada de Fourier.
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ft)  VteR F{f®)}
1 210 (w)
5(t) 1
p(t) mo(w) %w
u(t) — p(t —to) l_jwm
eotu(t)  R{a} €RT jwi -
teotu(t)  Rfa} e RF o
el o eRY S
cos(wot) T (6(w + wo) + 6(w — wo))
sen(wot) Jm (6(w 4+ wo) — 6(w — wo))
cos(wot) u(t) g (0(w + wo) + 0(w — w,)) + ,wiiﬁwg
sen(wot)u(t) % (0(w + wo) = 6w —wo)) + ,wzwiﬂ;
et cos(woblu(t) o€ RT %
et sen(wot)u(t) € RT o

(gw+a)? +w

Tabla C.2: Tabla de tranformadas de Fourier
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C.2. Transformada de Fourier de tiempo discre-
to (TFTD)

En esta seccion consideramos el caso de las funciones de tiempo discreto,
definidas para todos los nimeros enteros, es decir, las secuencias de la forma
y[t], en que t € Z.

C.2.1. Definicion de la transformada

Dada una funcién definida en tiempo discreto y[t], en que t € Z, su transfor-
mada de Fourier de tiempo discreto Y [¢7?] y su transformada de Fourier discreta
inversa quedan definidas por las ecuaciones:

Falylly =Yl = Y yltle™?* (C.66)
27
Fit {Y[eje]} =ylt] = %/0 Y[elfel%dh (C.67)

La transformada Y[e’’] definida en (C.66) resulta ser periédica, de perfodo
27, por tanto la integral que define la transformada inversa (C.67), puede cal-
cular en cualquier intervalo de longitud 27. En este texto también se usa el
intervalo [—m, 7).

Para que la transformada exista es suficiente que la funcién y[t] sea absolu-
tamente sumable, es decir:

Z ’y[t]‘ < o0 (C.68)

t=—o00

Si bien existen funciones que no cumplen con esta condicién, a pesar de
ello es posible obtener su transformada de Fourier de tiempo discreto utilizando
funciones generalizadas o distribuciones.

A continuacién vemos algunos ejemplos en que se obtiene la TFTD para el
delta de Kronecker, una secuencia constante y para una exponencial decreciente.

Ejemplo C.8. Consideremos la secuencia:
1 ;=0
ylt] = olt] = (C.69)
0 ;t#0

Esta secuencia corresponde a un delta de Kronecker, y claramente satis-
face la condicién (C.68), es decir, es absolutamente sumable, lo que asegura la
existencia de la transformada (C.66):

Vel = i S[tle 9% = 5[0]e 0 =1 (C.70)

t=—o0
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es decir, su transformada de Fourier de tiempo discreto es constante.
00O

El resultado en el ejemplo anterior puede interpretarse de manera andloga
al delta de Dirac en tiempo continuo (Ejemplo C.1 en la pagina 386), cuya
transformada también es constante y representa un espectro plano, o con igual
contenido frecuencial para todas las frecuencias.

Ejemplo C.9. Consideremos ahora el caso opuesto al ejemplo anterior, en
que tenemos una secuencia constante que se escoge de amplitud unitaria por
simplicidad. Es decir, la secuencia que mos interesa es:

ylt)=1 VteZ (C.71)

Esta secuencia claramente mo satisface la condicion (C.68), y por tanto
la existencia de su transformada de tiempo discreto mo estd garantizada. Sin
embargo, si usamos la definicion de la transformada (C.66) tenemos que:

Y[e'?] = i 1.e770 (C.72)

t=—00

en que la serie al lado derecho puede interpretarse como la serie exponencial de
Fourier de la funcién Y [e?%], periddica en 0, en que los coeficientes son Cy = 1,
para todo t € Z.

De acuerdo a lo estudiado en la Seccion §5.3.2, la serie de Fourier exponen-
cial para una funcion f(6) estd dada por:

> o 1 [* o
fO)= ) Crre T = Cr=7 f(0)d T (C.73)

oS

t=—o0

Comparando con (C.72), podemos observar que el periodo de la funcion en
cuestion debe ser T = 27, que es justamente el periodo de Y (e??). Ademds, para
que los coeficientes Cy sean todos iguales a 1, es suficiente que f(6) sea un delta
Dirac centrado en la frecuencia 8 = 0 de amplitud 2w. Tenemos por lo tanto que
la transformada de Fourier de tiempo discreto de la secuencia constante y[t] = 1
es igual a:

Y[e] = 2r i 5(0 — 2mn) (C.74)

n=—oo

El resultado obtenido se puede verificar calculando la TFTD inversa (C.67),
que puede calcularse en cualquier intervalo de longitud 27

1 ™ ) ) ™ 0 )
ylt] = 2—/ Y [e!?]e7% do :/ Z 5(0 — 27n)e?®tdh
L —T n——o00
= / 5(0)edh =1 Vel (C.75)

oo
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Ejemplo C.10. Consideremos ahora la funcion:
gl = a'ult] o] <1 (C.76)

Su transformada de Fourier de tiempo discreto es:

Y[el’] = Zate_jgt = Z(ae‘je)t (C.77)
t=0 =0

la cual resulta ser una serie geométrica convergente ya que |ae™% < 1, por lo

tanto: 1
Vel = —— C.78
[e ] 1 efjg ( )

aod
En la Figura C.5 se ilustran los resultados obtenidos en los ejemplos prece-

dentes. En particular, para el Ejemplo C.10 se representa sélo el médulo de la
transformada de Fourier, para o = 0,7.

1.5 2
1 1.5
Z 05 ‘g 1
o] 0O 0 O O O 0 0 O 0.5
-0.5 0
-5 0 5 -6.28  -3.14 0 3.14 6.28
1.5
6 iy
1 2n
= E
0 2
-0.5 0
5 0 5 -6.28  -3.14 0 3.14 6.28
15 4
1 3
- N
= 05 T ? 22
0 O 0 O O ? 1
-05 0
5 0 5 -6.28  -3.14 0 3.14 6.28

@

Figura C.5: Funciones y sus respectivas transformadas de Fourier de tiempo
discreto (Ejemplos C.8, C.9 y C.10).

C.2.2. Propiedades

A continuacién se detallan una serie de propiedades de la transformada de
Fourier de tiempo discreto que resultan ttiles para el anélisis de senales y siste-
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mas, y para la obtencién de algunas transformadas a partir de otras de senales
mas simples.

Lema C.10. Linealidad

La transformada de Fourier de tiempo discreto es una transformacion lineal,
es decir, siy1[t] e ya[t] son dos secuencias definidas Vk € Z, cuyas transformadas
de Fourier son Yi[e?%] e Y3[e??] respectivamente, entonces:

Fa{ay[k] + Byz[k]} = a¥1[e?’] + BYa[e’] (C.79)

Demostracion
Es directa de la definicion de la transformada y de su inversa en (C.66)-

(C.67), por tanto la dejamos de ejercicio al lector.
00O

Lema C.11. Desplazamiento en el tiempo.
Sea y[t] una secuencia de tiempo discreto definida Vt € Z, cuya transformada
de Fourier de tiempo discreto es Y[el’] , y sea to un niimero entero, entonces:

Fa{ylt — to]} = e 00y [el?] to €Z (C.80)

Demostracion
Consideremos la definicion de la transformada (C.66), entonces, para cual-
quier tg € 7, se cumple que:

o0

Fafylt—to]} = > ylt —tole (C.81)

t=—00

Sea t —tg =1, entonces t =1+ ty y reemplazando en la sumatoria:

Fafylt —to]} = Y yllle 770H10) = e=3%0 X" yfije=7 = =700y [e)]
l=—00 l=—00
(C.82)
oo

Lema C.12. Desplazamiento en la frecuencia
Sea y[t] una secuencia de tiempo discreto definida Vt € Z, con transformada
de Fourier de tiempo discreto Y[e?%] | y una constante 6y € [0, 27), entonces:

Fa{e?Pky[t]} = y[edO=0)] (C.83)
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Demostracion
Si consideramos la definicion de la transformada (C.66), tenemos que:

Fa{e®hylt]y = Y Plylle % = Y yltfe 000 (C.84)
t=—o00 t=—00
Si cambiamos variable { = 0 — 0y, entonces:
Fafe™ i} = 3 yltle < = Y]] = Y]eI®=00) (C.85)

t=—o00

Es importante notar que si la frecuencia 6y ¢ [0,27), es decir, si se encuentra
fuera de la banda que hemos considerado hasta ahora, siempre puede escribirse
de la forma:

0o = Yo + 2mn (086)
en que %9 € [0,27) y n € Z, con lo que:

el — i(Pot2mn) _ jdo2mn _ ,ido (C.87)

00O

Ejemplo C.11. Considere la secuencia de tiempo discreto:

y[t] = cos (?(;t) (C.88)

Su transformada de Fourier de tiempo discreto se puede obtener directamente
utilizando el Lema (C.12), ya que el coseno puede escribirse en términos de
exponenciales complejas:

2m eIt eI
ot = eos (351) . (©89)
Cada exponencial corresponde a la constante yo[t] = 1 multiplicada por la

respectiva exponencial periddica, por lo tanto la transformada de Fourier discreta
se puede obtener facilmente:

Fa {COS (?gt)} = %]:d {ej%t} + %]-‘d {e—j%t}

=m Y 60— +2mn)+m D 50+ 2 +2mn)

n=—oo n=—oo

=7 Z (6( —%+27m)+5(9—|—%+27m)) (C.90)

n=—oo

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

C.2. Transformada de Fourier de tiempo discreto (TFTD) 405

ylt]

o
—0
—o
—o
—0

)

n

|
o
3

-10 -5 0 5 10 -6.28 -3.14 0 3.14 6.28

Figura C.6: Senal cosenoidal y su transformada de Fourier de tiempo discreto
(Ejemplo C.11).

Si consideramos ahora sélo las componentes de frecuencia en la banda 6 €
(=m, ), podemos aprecia que sdlo existen dos de los deltas de Dirac en frecuen-

cia:
2
Fa {cos (;(;t) }

En la Figura C.6, se muestra la secuencia periddica discreta y su espectro,
es decir, su transformada de Fourier de tiempo discreto formada, en el intervalo
(=m, ), sdlo por dos deltas de Dirac correspondientes a la unica frecuencia en
la secuencia (C.88).

- W(a( —21) 4 5(0 + %)) (C.91)

—m<O<m

00O

Como consecuencia también del Lema C.12, que expresa el desplazamiento en
frecuencia que sufre el espectro de una senal discreta al ser multiplicado por una
exponencial compleja, tenemos el siguiente corolario referido a la modulacién
de senales mediante sinusoidales.

Corolario C.5. Modulacion

Sea y[t] una secuencia discreta definida para todo t € Z, cuya transformada
de Fourier de tiempo discreto es Y[e??], y una constante 0y € [0,2). Entonces:

Fa{cos(@ot)ylt]} = (Y[ej(”ao)} + Y[eﬂ"*@o)]) (C.92)

Fa{sen(fot)y[t]} =

NS N =

(Y[ej(9+90)} _ Y[ej(9—90)]) (C.93)

Demostracion

Es consecuencia del Lema C.12, pues tanto cos(fpk) como sen(fpk) pueden
escribirse en términos de exponenciales periddicas.
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Consideremos la ecuacion (C.92):

Fa{cos(bot)y[t]} = Fa { (eth +e 390t> }
— % (Fa {ejoot [t} + Fa{e” 300t y[t]}) = % (y[ej(e—eo)} n Y[ej(9+90)])

(C.94)

La demostracion de (C.93) es similar y queda como ejercicio para el lector.
00O

Lema C.13. Inversion temporal

Sea y[t] una secuencia de tiempo discreto definida Vk € Z, cuya transformada
es Y[ed?]. Consideremos la transformada de la secuencia original invertida en
el tiempo, es decir:

Falyl-t]} =Y[e ] (C.95)

Demostracion
Usando la definicion de la transformada en (C.66), tenemos que:

Falyl-t)y = > yl—tle 7% (C.96)
t=—0o0
donde, haciendo el cambio |l = —t:
Fafyl—t]} = Y yllle 00 = Y~ yl]le 7O = y[e ] (C.97)
l=—0c0 l=—o00

([

Corolario C.6. Note que si y[t] es una secuencia compuesta sélo por valores
reales, entonces:

Fafyl-t]} =Y*[] (C.98)

En que (-)* denota al complejo conjugado de (+).
Demostracion

Se deja como ejercicio al lector.
0ad

En base a las propiedades ya analizadas estamos en condiciones de ver un
ejemplo, en el que se calcula la TFTD de un escalén unitario.

Ejemplo C.12. Consideremos un escalon unitario de tiempo discreto, es decir,
la secuencia:
0 ;t<0

it =l = {1 T (C.99)
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A pesar que esta secuencia no satisface la condicién (C.68), nos interesa ob-
tener su transformada de Fourier de tiempo discreto. Para esto podemos apreciar
que, si consideramos la diferencia entre el escalon y su version desplazada:

1 ;t=0

0 20 (C.100)

u[t]u[tl}{

es decir, resulta ser el delta de Kronecker d[t]. El mismo resultado se obtiene si
consideramos el escaldn ult] mds una constante arbitraria C, es decir:

zlk] = plk] +C = zlk] —z[k — 1] = d[k] (C.101)

Si aplicamos transformada de Fourier discreta a ambas ecuaciones, usan-
do el Lema C.11 (desplazamiento en t) y la transformada de una constante,
obtenemos:

X[e?) = Fy {ulk]} + C2r f: 5(0 — 2mn) (C.102)

n=—oo

X[e'] — e 10X [ =1 (C.103)

donde, eliminando X [e°] obtenemos la forma de la transformada del escalon
unitario:

Falult]y = ﬁ _Con i 5(6 — 2mn) (C.104)

1—

n=—oo

Para obtener el valor de la constante C, podemos escribir el mismo escalon
como:

plt] =1 — ul—t] + 6[t] (C.105)

donde, utilizando la forma de la transformada de Fq{u[t]} ya obtenida, la pro-
piedad de simetria temporal, y las transformadas del delta de Kronecker y la
constante, tenemos que:

1

L C5(0)=50) - (1—6J9

T ~-C. S(—G)) +1 (C.106)

en que:
o0
S(0) =2r Y (0 —2mn) (C.107)
n=-—oo
Si observamos la expresion S(0), podemos apreciar que es simétrica respecto

a0 =0, y por lo tanto podemos simplificar aiin mas la ecuacion (C.106):

-1 -1
~C-25(0)=506) + 15+ 79 T (C.108)

0
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de donde obtenemos C = —1/2, y finalmente la transformada de Fourier de
tiempo discreto del escalon plt]:

Fulult]} = ﬁ tr S 66— 2mn) (C.109)

([

Lema C.14. Derivacion en 0

Sea y[t] una secuencia de tiempo discreto definida Vk € Z, cuya transformada
de Fourier de tiempo discreto es Y[el?]. Si consideramos ahora la secuencia
t - y[t], entonces su transformada, si existe, estd dada por:

el?
Fa{t-ylt]} ZJdZ[e ] (C.110)

Demostracion

En primer lugar, es importante tener presente que el lema no garantiza la
existencia de la transformada de la secuencia t - y[t], sin embargo, suponiendo
que ésta existe, podemos usar la transformada de Fourier inversa en (C.67), e
integrar por partes:

Fd—l jdy[eje] _ ] /271— ej@tdy[eja] do
A a6

df 27
_J 0ty 1560 ’2”
2m (e Yier

27
—/ Y[eje]jtejetde) (C.111)
0

0

donde, por periodicidad, el primer término es cero. Por tanto, tenemos que:

70 2 27 ) )
Fa {de[e ]} =y Y [e!?]e7% d

do 2 0
1 27 . .
=t — Y[e!ed%dh = y[t] (C.112)
2T 0
o0od
Ejemplo C.13. Considere la funcion de tiempo discreto:
y[t] = talult] la] <1 (C.113)

Podemos calcular la TFTD aplicando el Lema C.14 a la transformada de
alult] calculada en el Ejemplo C.10:

Fu {tatu[t]} = jM _ .4 <11)

de ~an — ae 9
) —1 . _sp ae 7?0

En la Figura C.7 se ilustra la secuencia discreta y la magnitud de su TFTD,
para el caso particular en que o = 0,8.

([
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yit]
Iv(e®

1T it |

0
-5 0 5 10 15 20 25 -6.28 -3.14 0 3.14 6.28
t 0

Figura C.7: Secuencia y[t] = t(0,8)'u[t] y la magnitud de su transformada de
Fourier (Ejemplo C.13).

Lema C.15. Convolucion en tiempo discreto

Sean yi1[t] e y2[t] dos secuencias definidas para todo t € Z, cuyas transforma-
das de Fourier son Y1[e’?] e Ya[e??] respectivamente. Entonces la transformada
de Fourier discreta de la convolucion entre ellas estd dada por:

Fa{w[t] * ya[t]} = Y1 []Ya[e’] (C.115)

Demostracion
En primer lugar, la convolucion entre las dos secuencias de tiempo discreto

estd dada por:
o0

il * geltl = D nilllyalt = 1) (C.116)

l=—o00

Usando esta expresidn en la definicion de la transformada (C.66):

Fafnlt] = wlt]} = (Z y1[l]y2[t—l]> e 70 (C.117)

t=—oo0 \l=—o0

donde podemos intercambiar las sumatorias y usar el Lema C.11 de corrimiento
en el tiempo:

Faluilt) # goltl} = Y wlll ( > yz[tl]ej9t> = > yille 7"zl

l=—00 t=—o00 l=—00

= Ya[e’?] i yi[le % = Yo [e?¥)y1[e??]  (C.118)

l=—00

oo
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Lema C.16. Producto en el tiempo discreto

Sean y1[t] e ya[t] dos secuencias definidas Vt € Z, cuyas transformadas de
Fourier son Y1[e’?] e Y3[e??] respectivamente, entonces TFTD de su producto
estd dada por:

1 2w ) )
Fa{wltly[tl} = —/0 Y1 [e7¢]Ya[e? O~ 9]d¢ (C.119)

27
Demostracion
Reemplazando el producto de las secuencias en la definicion de la transfor-
mada (C.66) tenemos que:

o0

Faluiltly2lt]y = D niltlyeltle ™" (C.120)

t=—o00

Si reescribimos una de las secuencias, usando la ecuacion (C.67), como la
inversa de su transformada de Fourier, y luego intercambiamos sumatoria e
integral, tenemos que:

Fa{piltlyalt]} = tZOO (217r :ﬂ Y [ejc]ejctdC) ya[t]e 0
_ I = _
A Yi[e’] (t_zoo (7S ya[t]) eﬂ"t> d¢ (C.121)
donde, aplicando el Lema C.12 de corrimiento en frecuencia, llegamos a:
1om _
Fainltly2ltl} = 5 i Y1 [e76)Ya[e? 9] dc¢ (C.122)

(|

Teorema C.2. Teorema de Parseval. El caso de tiempo discreto
Sean y1[t] e y2[t] dos secuencias reales definidas V't € Z, cuyas transformadas
de Fourier son Yi[e?%] e Ys[e??] respectivamente, entonces tenemos que:

[e ] 27
> wltheld = 5 [ Yile)y5 ()6 (C.128)
t=—o0 0
en que (-)* denota el complejo conjugado de (-).
Demostracion
En el lado izquierdo de la ecuacidn (C.123) podemos expresar y1[t] como la
inversa de su transformada de Fourier, usando (C.67):

S wlheli= 3 (5 [ vletean) ) caz

t=—o0 t=—o0
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donde podemos ahora intercambiar el orden entre integral y sumatoria, para
luego formar la transformada de ys[t]:

e 27 )
Z vi[tlys[t] = % ; Yl[eje] ( Z y;[t]ej0t> do

t=—o0 t=—o0

1 27 . oo . *
=— | W Y plle) do
o7 o e ](t_ooyz[]e )

1 27

= _— Vi[9V, [e?%]df  (C.125)
2 0

ood

Corolario C.7. Bajo los mismos supuestos del teorema anterior, para el caso
particular y1[t] = y2[t] = y[t], cuya transformada es Y[e??], se cumple que:

sl 27
> P = %/@ [V [e7%])2d6 (C.126)

Demostracion
Es directa a partir de la ecuacion (C.123), pues:

yltly"[t] = Iyl (C.127)
Y[y *[e?] = |V [e?]? (C.128)
00O

La Tabla C.3 resume las propiedades hasta aqui revisadas, mientras que en
la Tabla C.4 en la pagina 413 aparecen algunas transformadas de uso comun.
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ylt] ,t € Z Fa{ylt]} = Y[e’?] Descripcién
] ] A
Z yit] Z a;Yi[e!’] Linealidad
i=1 =1
y[—t] Y(e™7?) Inversién temporal
ylt —to] .t € Z e—thoy[eje} Desplazamiento en el
tiempo
eI0otylt] Y[ej((’_eo)] Desplazamiento en fre-
cuencia
1 . (—
cos (0ot )ylt] 5 [Y[€](9+90)] +Y[el 00)]} Modulacién cosenoidal
J Ty (o
sen(6ot)ylt] ) [Y[ej(9+90)] - Y[‘fj(e 00)]} Modulacién senoidal
dY[el?)
tylt] J Derivacién en 6
do
oo
Z yalllyalt — 1] Y1[e?%]Y5[e?”] Convolucién
l=—00
1 27 ) i
y1[tlya[t] o J, Y1[e]Y2[e’*"9)d¢ | Producto en el tiempo
- * 1 °r 1 * 1
Z ya[tlys [¢] Y o Y [@'70]}/2 [e""]d9 Teorema de Parseval
& 2 1 0712
Z |yl | - ) | Y[e"] |d8 Teorema de Parseval
t=—00

Tabla C.3: Propiedades de la transformada de Fourier de tiempo discreto.
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(t+Da'plt] (jaf <1)

ejegt
cos(fot)
sen(fot)

cos(bot + @)

sen(f.t)
mt

ylt] = {(1)

ta'plt] (laf <1)

S|t <N
el > N

y[t] vVt e R Falylt]} = Y[e?]
5[] 1
[t — to] e 0t
1 (V¢ € Z) 2 i 5(0 — 27n)
ult] ﬁ b i 50 — 27n)
a'uft] (Jal < 1) e
1

(1 — ae—i?)2

2 Y 60 — O + 27n)

n=—oo

v i [0(0 + 6 + 27n) + 5(0 — 6y + 27n)]

n=—oo

Jm i [0(0 + 6o + 27n) — 6(8 — Oy + 27n))

n=—oo

oo

™ Z [e‘mé(ﬁ + 0o + 27n) + €795(0 — 0y + 2mn)]

n=—oo

Z Yo (ej(0+27rn) )

n=—oo

Yo[eje] = {

1
0

10] < 0.
0. <10 <7

sen (25:19)

sen (16)

ae”

i

(1 — e 99)2

Tabla C.4: Tabla de tranformadas de Fourier de tiempo discreto.
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C.3. La transformada rapida de Fourier

En aplicaciones reales como, por ejemplo, procesamiento digital de senales,
no se conocen la senales en forma analitica, sino que como una secuencia finita
de valores numéricos. Lo mismo ocurre en otras areas, tales como procesamiento
de imégenes, en donde la variable independiente puede ser una (o més) coorde-
nada(s) espacial(es).

Dado que la informacion es una secuencia finita, la descripcién de la senal
en el dominio de la frecuencia (espectro) sélo puede ser lograda a través de una
serie de Fourier de tiempo discreto (SFD) que, como vimos en la Seccién §5.5,
es usualmente conocida como la transformada de Fourier discreta (TFD).
El analisis de la subseccién §6.4.2 muestra que la TFD corresponde, salvo una
constante de proporcionalidad, a la TFTD muestreada en frecuencia.

Naturalmente, mientras mayor sea la cantidad de datos disponibles, mejor y
mas preciso serd el andlisis en frecuencia de las senales o sistemas involucrados
(ver Capitulo 11 y referencia [12]). Desde el punto de vista préctico, la cantidad
de calculos involucrada en el cdlculo de la TFD juega un rol fundamental en las
aplicaciones reales.

La transformada rapida de Fourier, conocida por su sigla inglesa FFT,
Fast Fourier Transform, es un algoritmo (o familia de algoritmos) que per-
mite reducir drésticamente la cantidad de cédlculos y, por ende, el tiempo
involucrado en la obtencién de la transformada de Fourier discreta de una
secuencia finita de datos y[t], t =0,..., N — 1.

C.3.1. La transformada de Fourier discreta

Recordemos que segun lo visto en el Capitulo 5, dada una secuencia y[t]
de largo N, podemos representarla en serie de Fourier como una suma de N
exponenciales periédicas o complejas, cuyas frecuencias estan en el intervalo
[0, 27):

ylt] = ]:ZOI Cpe?%™;  donde 0, = %ﬂ (C.129)
donde, los coeficientes se obtienen segun:
L= —j0ont
Co= ; ylfle=% (C.130)

La representacién a lado derecho de la ecuacién (C.129) resulta ser periddica,
de perfodo N, independientemente si la secuencia original y[t] lo es o no.
Si, dado el largo de la secuencia IV, definimos la constante:

Wy =ell =7 (C.131)
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y los coeficientes modificados:

N—
H,=NCp=Y yl]Wy™ (C.132)

t=

—

entonces la representacién (C.129) puede reescribirse como:

1 N—-1
_ nt
ult = & ;::O H, W} (C.133)

Si consideramos los coeficientes H,, definidos en (C.132) como los elementos
de un vector, este puede escribirse como un producto matricial:

Hy 1 1 1 (R 0]
H 1 Wiyt Wy Wgﬁ‘“ y[1]
o _ —(N—2
H | = |1 wy Wit W™ w2l | (s
Hy_i] [t wy™" w2 o owyt | -1

Note que esta representacién es andloga a la ecuacién (5.91) en la pagina
106, sin embargo, en (C.134) hemos expresado precisamente la matriz inversa.

El producto matricial a la derecha de la ecuacién (C.134) implica N? multi-
plicaciones complejas, ademas de las sumas respectivas para el calculo de cada
H,,, y el célculo previo de las potencias de Wy . Es decir:

El calculo de la transformada de Fourier discreta de una secuencia de largo
N requiere del orden de N? operaciones.

Esto implica que, por ejemplo, al considerar una secuencia con el doble de
datos, jel numero de cdlculos se cuadruplica!

Sin embargo, la matriz en (C.134) est4 formada por potencias de Wy = e/ ¥
y por tanto sus elementos son las raices N-ésimas de la unidad. estas raices se
distribuyen simétricamente en la circunferencia unitaria, como se aprecia en la
Figura C.8.

C.3.2. El algoritmo de la FFT

La simetria de las raices de la unidad es la clave para reducir, de manera
drastica, el nimero de calculos para obtener la transformada de Fourier discreta,
dando lugar al algoritmo conocido como transformada répida de Fourier [7], [10].

Para aprovechar al méximo la simetria es conveniente elegir secuencias y[t]
cuyo largo se una potencia de 2, es decir:

N =2Y para algun v € Z" (C.135)
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»
>

Wa?

Figura C.8: Raices N-ésimas de la unidad distribuidas sobre la circunferencia
unitaria.

Por supuesto a partir de una secuencia de largo arbitrario, siempre es posible
obtener una de largo igual a la potencia de 2 més cercana, ya sea truncandola
o completando con ceros.

Consideremos nuevamente la ecuacién (C.132), que permite calcular los coefi-
cientes H,,. Podemos separar la secuencia de largo N = 2V en dos subsecuencias:
una formada por y[t], para ¢ par, y la otra para t impar. Es decir:

N-1 N/2-1 N/2—1
ylWy™ = 3 g2y + Z 2r+ 1)WY (C.136)
t=0 r=0

Ahora podemos apreciar que ambas subsecuencias, y[2r] e y[2r + 1], son de
largo N/2 = 2”71, por ende podriamos escribir las sumatorias como series de
Fourier discreta. Justamente, esto sucede en forma natural al observar que:

Wy = i RnCn) = =i gy (C.137)
es decir, cada coeficiente definido en (C.136) puede expresarse en términos
de los coeficientes de las series de Fourier de las subsecuencias par e impar:

N/2-1 N/2—1

Hy= Y y2rWey + Wi > yl2r + YWy (C.138)
r=0 r=0

— Hﬁar _’_WI;nHrilmpar (0139)

Si calculamos cada uno de los coeficientes de las subsecuencias de largo N/2
por el método usual, entonces requerimos del orden de (N/2)? multiplicaciones
complejas, como vimos en la seccién previa. Ademéas para, poder formar ca-
da uno de los N términos H,, en (C.139) requerimos una tnica multiplicacién
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compleja adicional. Por lo tanto, ya hemos reducido el niimero de operaciones
necesarias a:

N 2
N+2(2> <N? VYN>2 (C.140)

Sin embargo, dado que hemos considerado una secuencia y[t] de largo N =
2", las subsecuencias y[2r] e y[2r + 1] tienen largo N/2 = 2°~!  y por tanto
separarlas en sus subsecuencias par e impar, y aplicar el mismo procedimiento
anterior para reducir el nimero de cdlculos necesarios. De esta forma, proce-
diendo inductivamente, el nimero de calculos necesarios es del orden de:

veo(Foz(3))-wemna(F) e

Ahora bien, las secuencias de largo N/4 = 2Y~2 pueden subdividirse en
subsecuencias de largo N/8 = 2Y73, y asi podemos proceder sucesivamente. En
general, si tenemos una secuencia de largo N = 2¥, podremos subdividirlas v =
logy N veces en subsecuencias de longitud menor, y en cada etapa requeriremos
s6lo N multiplicaciones complejas. Por tanto podemos afirmar que:

El algoritmo denominado transformada rapida de Fourier, o FFT, requiere
del orden de N log, N = Nuv operaciones para calcular la transformada de
Fourier discreta de una secuencia de largo N = 2v.

En la Figura C.9 se ilustra la diferencia entre el nimero de calculos para la
transformada de Fourier discreta, por método usual y usando la transformada
rapida de Fourier o FFT. Por ejemplo, para una secuencia sélo de largo N =
128 = 27, la diferencia entre ambos métodos es:

2
N _ 16384 o (C.142)

Nlogy N |y_10s 896

Ejemplo C.14. Consideremos una secuencia discreta de longitud N = 8, cuyos
valores denominaremos Yo, Y1, Y2, Y3, Y4, Ys, Y € y7. Entonces usando la ecuacion
(C.139) tenemos que:

H, = H + Wg"H}, (C.143)

n

en que H? y H son los coeficientes de Fourier de las subsecuencias pares e
impares.

En la Figura C.10 se representa la relacion entre los coeficientes, donde las
lineas de flujo van acompatniadas del factor necesario. En dicha figura ademds,
hemos hecho uso de la periodicidad de HE y HY ya que, por ejemplo:

HY = HY

4 0 } = Hy=H,+Wg*H} = H + Wy *HY (C.144)
Hj = Hy
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10000 = N2 4
ONIogzN

8000 -
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6000 - 4
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1
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N

Figura C.9: Ntimero de cédlculos para la transformada de Fourier discreta (N?)
y la transformada rdpida de Fourier (N log, N).

Figura C.10: Primera etapa de la FFT para N =8

Andlogamente, para calcular los términos de H? y H! podemos aplicar la
misma idea:

HP = HPP + Wy 2" HE (C.145)
H = HP? + Wg*"H (C.146)

donde ahora los coeficientes HEP, HP*, H'P y H!' corresponden a las subsecuen-
cias de largo 2, como se aprecia en la Figura C.11.

Finalmente, al subdividir nuevamente las secuencias obtenemos los 8 térmi-
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Hy = 7j2H2
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Hi w3
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Hy
Hs

i - > Hz
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Figura C.11: Primera y segunda etapa de la FFT para N =8

nos de la secuencia original considerada:

Hﬁp — HfLPP + W8—4nH£pi =y + W8—4ny4 (0147)
Hﬁ’b — H’glp 4 W8_4nH5ii =1 4 W8—41’Ly6 (0148)
HP = HPP + Wy " HP' = g1 + Wy 'ys (C.149)
H:Ll — H:;p + W8—4TLH7iL’L'i =3 + W8—47Ly7 (0150)
yo = HEPP Ho
i wy v wo
Ya = ng LN S H,
i s QNP4
Y2 = ng TN T Hy

Y1 = HIP 8 ) A‘A“ a H,

T SR
ys = H' -

)

PP

Hs

= A
Y3 = P AA Hg
° - AR
7 H7

3 = -
W W, W

)

yr = Hi

Figura C.12: Las tres etapas de la FFT para N =8

Estas expresiones se agregan al esquema anterior, tal como se muestra en la
Figura C.12, donde podemos apreciar claramente que en cada etapa se realizan
8 multiplicaciones complejas, totalizando un total de 24. Note que el cdlculo de
los coeficientes de manera directa, sin aplicar al algoritmo de la FFT, implica
realizar 82 = 64 multiplicaciones. OO
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Apéndice D
La transformada de Laplace

En este apéndice se define y estudian las propiedades de la transformada de
Laplace, aplicable a funciones arbitrarias definidas en tiempo continuo. También
hemos incluido una seccidén relativa a descomposicién en fracciones parciales de
funciones racionales, debido a su utilidad para obtener la transformada inversa
de diversas funciones. Recomendamos las referencias [42], [3], [30].

D.1. Definicién de la transformada

Dada una funcién de tiempo continuo y(t), definida para 0 < t < oo, entonces
su transformada de Laplace Y (s), y su transformada de Laplace inversa estdn
definidas por las ecuaciones:

oo

L{y()} =Y (s) = / ety (t)dt (D.1)

0-

o+joo
LY (5)} = y(t) = — / Y (s)ds (D.2)

B 27Tj —joo

Note que en la definicién de la transformada directa (D.1), el limite inferior
de la integral es 0™, es decir, es el limite por la izquierda:

/ e Sty(t)dt = lim e Sty (t)dt (D.3)
- [R[=0J_|n|

El par formado por la transformada de Laplace (D.1) y su inversa (D.2)
estan bien definidas, es decir, ambas integrales convergen, si existe ¢ € R y una
constante positiva k < oo tales que:

ly(t)] < ke’ 5Vt >0 (D.4)

es decir, es suficiente que y(t) sea de orden exponencial.
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La condicién (D.4) define la regién R{s} > o, conocida como regién de
convergencia de la transformada (ver Figura D.1). Dentro de ésta, tenemos
que:

e—ﬂ?{s}t

ly(t)e™**| = [y(t)] [e*] < ke = kel RNt (D)

‘e—ms}t

que converge a cero cuando ¢ tiende a oo, por lo tanto:

lim y(t)e %' =0 (D.6)

t—o0

A A s

R{s} >0

Figura D.1: Funcién y(¢) de orden exponencial y regién de convergencia de su
transformada de Laplace.

En general, el siguiente lema se refiere al rol de la regién de convergencia de
la transformada.

Lema D.1. Sea h(t) una funcion temporal y H(s) su transformada de Laplace,
cuya region de convergencia estd dada por todos los valores de s € C, tal que
R{s} > o. Entonces, para cualquier zo en la region de convergencia, es decir,
R{z0} > o, tenemos que:

o0

h(t)e *'dt = lim H(s) (D.7)

0- s— 2o

Demostracion
De la definicion de la transformada de Laplace (D.1) tenemos que, para todo
s en la region de convergencia:

H(s) = / T h(t)etdt (D.8)
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Por lo tanto, el resultado es directo de asumir que zy estd en la region de
convergencia de la transformada R{s} > o.

00od

Ejemplo D.1. Considere la funcion:
y(t) = e* t>0 (D.9)
La transformada de Laplace de y(t) puede calcularse resolviendo la integral

(D.1) o usando MAPLE , con ayuda del paquete inttrans que define la trans-
formada de Laplace, su inversa, y otras transformaciones integrales.

MAPLE

> y(t) :=exp(2%t);

> with(inttrans):
Y(s) := laplace(y(t),t,s);

Y(s)= —5 (D.10)

cuya region de convergencia es R{s} > 2. Ahora si consideramos la integral:

I(z) = / e Xty (t)dt = / e ottt (D.11)
0 0
tenemos que claramente para zg = 3:

1(3):/ e*i"te?'tdt:/ e tdt =1 (D.12)
0 0

que, tal como establece el Lema D.1, coincide con el valor de la transformada

en ese punto:
1
lIimY(s)=Y3)=——==1 D.13
lim ¥ (s) =Y(3) = 35— (D.13)
Sin embargo, si consideramos un punto fuera de la region de convergencia de
la transformada de Laplace, por ejemplo zo = 1, entonces claramente la integral
en (D.11) diverge, mientras que Y (1) = —1.
00O

En la seccién siguiente, la demostracion rigurosa de varias de las propiedades
de la transformada de Laplace requiere asegurar la convergencia uniforme de
las integrales en (D.1)—(D.2), para poder intercambiar, por ejemplo, el orden
entre limites e integrales. El lector interesado puede consultar fuentes especia-
lizadas (por ejemplo, [30]) donde se establece que, dada la condicién (D.4), la
transformada de Laplace converge uniformemente en la regiéon ®{s} > o, > o.
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D.2. Propiedades

La transformada de Laplace posee una serie de propiedades, que resultan
muy utiles en el andlisis de senales y respuesta de sistemas a excitaciones.
Ademiés, estas mismas propiedades permiten obtener la transformada de ciertas
funciones en base las transformadas de otras senales mas simples.

A continuacién revisamos las propiedades més importantes de la transfor-
mada de Laplace, que se resumen en la Tabla D.1 en la pagina 437. Ademsds,
en la Tabla D.2 en la pagina 438, aparecen algunas funciones comunes y sus
respectivas transformadas de Laplace.

Lema D.2. Linealidad

La transformada de Laplace es un operador lineal, es decir, dadas y1(t) e
y2(t) funciones definidas en [0,00), cuyas transformadas de Laplace son Yi(s)
e Ya(s), respectivamente, entonces:

L{ayi(t) + By2(t)} = aYi(s) + BYa(s)  a,feC (D.14)

Demostracion
Esta propiedad surge directamente de la definicion de la transformada de
Laplace mediante la integral (D.1), y por tanto se deja como ejercicio al lector.
00O

Lema D.3. Escalamiento en t
Sea y(t) una funcidn definida en [0,00), cuya transformada de Laplace es
Y (s), y sea a una constante positiva, entonces:

L{y(at)) = éy (2) a>0 (D.15)

Demostracion
FEs directa de reemplazar en la definicion de la transformada de Laplace
(D.1), donde hacemos el cambio de variables ) = at:

£t} = [ uenetar= [ et
_ é/io y(n)e=EMdn = éy (2) .19

oo

El siguiente corolario es directa consecuencia del lema anterior, por lo que
su demostracién se deja como ejercicio al lector.

Corolario D.1. Escalamiento en s
Sea y(t) una funcidn definida en [0,00), cuya transformada de Laplace es
Y (s), y sea @ una constante positiva, entonces:

E{ly(t>}:Y(as) (a0 (D.17)

a a

([
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Lema D.4. Derivada en t
Sea y(t) una funcion continua en (0,00), cuya transformada de Laplace es
Y (s), y tal que su derivada es seccionalmente continua, entonces:

L {d;/t(t)} =sY(s) —y(07) (D.18)

Demostracion
Reemplazando la derivada de y(t) en la definicion de la transformada (D.1),
e integrando por partes tenemos que:

L {dzt(t)} = /io dgilft)e_“dt = e‘”y(t)’: + 8/00 y(t)e *'dt

= lim (e **y(t)) —y(07) +sL{y(t)} (D.19)

t—o0

La ecuacidn (D.6) asequra que el primer término en el lado derecho converge
a cero, con lo que se obtiene el resultado (D.18).
0o0od

MAPLE

> with(inttrans):
laplace(diff (y(t),t),t,s);

La ejecucién de este cédigo entrega como resultado:

s laplace(y(t),t, s) — y(0) (D.20)

El Lema D.4 puede aplicarse repetidamente a la n-ésima derivada de y(t)
con lo que se obtiene el siguiente resultado.

Corolario D.2. Derivadas en t de orden superior

Sean y(t) y sus primeras n — 1 derivadas, funciones de orden exponencial
(condicion (D.4)) y continuas en (0,00), y sea Y (s) = L{y(t)} su transformada
de Laplace. Entonces tenemos que:

d"y(t) n S d"'y(t)
=3s5"Y(s) —s™ - — D.21
E{ e s"Y (s) —s"y(07) | neN ( )
Demostracion

Como hemos mencionado, resulta de aplicar recursivamente el Lema D.J.
Por ejemplo, al aplicar dicho resultado a la n-ésima derivada tenemos que:

(S0} - e (S)) - e {0} - SR

D22)

oo
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Este resultado anterior es clave pues podemos afirmar que:

La transformada de Laplace permite convertir ecuaciones diferenciales, con
derivadas en el tiempo ¢, en ecuaciones algebraicas, en que aparecen polino-
mios en la variable s, incluyendo las condiciones iniciales de la funcién y(t)
y de sus derivadas.

En el siguiente ejemplo, hemos ilustrado la aplicacién de los resultados an-
teriores junto al uso de los comandos apropiado en MAPLE .

Ejemplo D.2. Considere la ecuacion diferencial:

d?0 do

ﬁ + E = ’Ua(t) (D23)

Podemos definir esta ecuacion en MAPLE y aplicarle transformada de La-
place a ambos lados, utilizando el resultado D.21:

MAPLE

> with(inttrans):

edo := diff(theta(t),t,t)+2xdiff (theta(t),t)=v_a(t):
EDO := laplace(edo,t,s);

La ejecucion de este codigo entrega como resultado:

s*1aplace(6(t),t,s) — D(6)(0) — s0(0) + 2 s 1laplace(d(t),t,s) — 260(0)
= laplace(v-a(t),t,s) (D.24)

Si ahora definimos las condiciones iniciales (07) = 0 y (07) = 0, y la
entrada como un escalén unitario (funcidn de Heaviside) ent = 0, u(t), entonces
tenemos que:

MAPLE

> theta(0):=0 : D(theta)(0):=0 : v_a(t):=Heaviside(t)
Theta(s) :=solve(EDO, laplace(theta(t),t,s));

1 1 1 1
O(s) = mVa(s) = GrD (s) = 612 (D.25)

donde podemos ahora descomponer en fracciones parciales (ver Seccion §D.3)
y aplicar transformada de Laplace inversa, con ayuda de la Tabla D.2 en la
pagina 438:
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MAPLE

> Theta(s) :=convert (Theta(s) ,parfrac,s);
theta(t) :=invlaplace(Theta(s),s,t);

O(s) = —4—15 + 74(31 5t % (D.26)
o(t) = (—i + ie—” + ;t) p(t) (D.27)

Note que MAPLE no genera el escalon unitario en la solucion, sin embargo,
lo hemos incluido como forma de enfatizar que la solucion es valida sélo para
t>0.

00O

Lema D.5. Integral en t
Sea y(t) una funcidn seccionalmente continua en el intervalo [0,00), cuya
transformada de Laplace es Y (s), entonces:

c {/t y(T)dT} - %Y(s) (D.28)

Demostracion
Si definimos la integral definida de y(t) como otra funcion:

F(t) = / y(7)dr (D.29)

entonces, podemos aplicar por el teorema fundamental del Cdlculo [25], y luego
la transformada de Laplace usando el Lema D.J:

YO _ywy ey (D.30)

sC{f()} = f(07) =Y (s) (D.31)

donde el resultado (D.28) se obtiene notando que de la definicion (D.29) se
deduce que f(07) =0.
ood

Lema D.6. Derivada en s
Sea y(t) una funcion seccionalmente continua definida en [0,00), cuya trans-
formada de Laplace es L{y(t)} =Y (s), entonces:

ctyy = -2 (D.32)

Demostracion
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Si reemplazamos ty(t) en la definicidn (D.1), podemos reescribir la trans-
formada como:

o0 oo d

L{ty(t)} = / Ly(t)e=stdt = / — (e ) dr (D.33)

donde podemos intercambiar el orden entre derivada e integral para obtener:

L{ty(t) = —% (/OO y(t)e—stdt> dt = —dzs(s) (D.34)

00O

Al igual que en el caso del Lema D.4 en la pagina 425, para el caso de fun-
ciones de la forma t™ y(t) es posible aplicar repetidamente el resultado anterior,
lo que da lugar al siguiente corolario.

Corolario D.3. Derivadas en s de orden superior
Sea y(t) una funcion seccionalmente continua definida en [0,00), cuya trans-
formada de Laplace es Y (s), entonces:

d"Y (s)

Loy = ()"

(D.35)

Demostracion
Resulta de aplicar repetidamente el Lema D.6, y dejamos los detalles como
ejercicio para el lector.
00O

Ejemplo D.3. Consideremos el caso en que nos interesa obtener la transfor-
mada de Laplace de la funcién y(t) = t2. Segin la definicion (D.1):

L{t*}y = [ 2 *dt (D.36)
o

Esta integral puede resolver sin problema usando alguna tabla de antideriva-
das [25] o aplicando integracion por partes dos veces. Sin embargo, si se aplica
el Corolario D.3 tenemos:

e =0 e - 4 (5) -5 (D.37)

s §3
000

En base al Corolario D.3 y siguiendo las lineas del ejemplo es facil demostrar
(por ejemplo, usando el método de induccion) la expresién no recursiva para
L {t"} que aparece en la Tabla D.2 en la pagina 438.

Lema D.7. Desplazamiento en t

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

D.2. Propiedades 429

Sea y(t — a), en que a > 0, la version desplazada de una funcion y(t),
seccionalmente continua, cuya transformada de Laplace es Y (s), y u(t — a) la
funcion escalon unitario también desplazada a la derecha. Entonces:

LA{y(t —a)pt —a)} = e Y (s) (D.38)

Demostracion
El resultado se obtiene reemplazando en la definicion (D.1):

oo oo

u(t—a)y(t—a)e‘“dt:/ y(t—a)e *'dt (D.39)

a—

£{ult - ayylt - a)} = |

y, haciendo el cambio de variable n =t — a, tenemos que:

o0 oo

clutt=apt =)} = [y n = e [Ty iy (0.0)

Y (s)
oo

Una distincién muy importante que se debe tener presente al utilizar el lema
anterior es:

LA{y(t—a)u(t—a)} # L{y(t —a)u(t)} (D.41)

Note que la transformada de Laplace del lado derecho no puede obtenerse
a partir de la expresién (D.38), sino que debe recurrirse a la definicién de la
transformada u otra de sus propiedades.

Ejemplo D.4. Para ver una aplicacion del Lema D.7 consideremos la trans-
formada de Laplace de un pulso p(t).

1 ;s500<t<a
t) = ’ - D.42
p(t) {O i (D.42)

Esta senal puede reescribirse usando la funcion de Heaviside o escalon uni-
tario u(t), en lugar de definirla por tramos. En base a esa descripcion se puede
caleular la transformada de Laplace de p(t):

MAPLE

> assume(a>0); interface(showassumed=0);
p(t) :=piecewise(t<0,0,t<a,1,0);
p(t) :=convert (p(t) ,Heaviside) ;
P(s):=laplace(p(t),t,s);
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0 t<0

p(t) =141 t<a (D.43)

0 otherwise
p(t) = Heaviside(t) — Heaviside(t — a) = u(t) — u(t — a) (D.44)

1 1 1—e™%

P — _ _ pTas — - D.45
()= 2~ Lo ‘ (D.45)
([

A continuacién se presenta otro resultado relacionado con el desplazamiento
temporal de una funcion.

Lema D.8. Funcion periddica
Consideremos la funcion periddica:

y(t) =Y yr(t—nT) (D.46)

en que yr(t) es igual a una funcion f(t) dentro del intervalo [0,T] e igual a cero
fuera de él, es decir:

yr(t) = (u(t) — p(t = T))f(t) (D.47)

y su transformada de Laplace es Yr(s) = L{yr(t)}. Entonces la transformada
de Laplace de y(t) estd dada por:

LA{y(t)} = ﬁYT(S) (D.48)

Demostracion
Para calcular la transformada de Laplace de (D.46) podemos utilizar la li-
nealidad de la transformada y el Lema D.7 sobre desplazamiento temporal:

L{yt)}=Y(s) =Y e "*VYp(s) =Yr(s) > e "* (D.49)
n=0 n=0

la cual se puede reescribir, recordando la suma de una serie geométrica:

1-— ( lim 67”T5>

n— oo
1—e 5T

Y (s) =Yr(s) (D.50)

Para determinar la region de convergencia de la transformada Y (s), recu-
rrimos a la condicion (D.4) en la pdgina D.J, donde tenemos que:

ot o [k 2 max [yr(t)]
ly(t)] < ke st, y solo si 0st<T (D.51)
c>0
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La region de convergencia de la transformada es entonces R{s} > 0, y de
esta forma podemos afirmar que en la expresion (D.50):

lim e "7 =0 (D.52)

n— oo

y por lo tanto, despejando, se obtiene el resultado (D.48).
00O

Lema D.9. Desplazamiento en s
Sea y(t) una funcién seccionalmente continua en el intervalo [0,00) , cuya
transformada de Laplace es Y (s). Entonces:

L{ey(t)} =Y(s—a) (D.53)

Demostracion
De la definicidn de la transformada (D.1), tenemos que:

oo

L{e“y(t)} = /:eafy(t)estdt: / y(t)e GVt =Y (s —a)  (D.54)

00O

Lema D.10. Conwvolucion

Sean y1(t) e y2(t) funciones causales, seccionalmente continuas y cuyas
transformadas de Laplace son Y1(s) e Ya(s), respectivamente. Entonces la trans-
formada de la convolucion entre ellas estd dada por:

LAy (t) * y2(1)} = Yi(s)Ya(s) (D.55)

en que:
t

() % ya(t) = / 1 (7)yalt — 7)dr (D.56)

0-
Demostracion

Dado que las funciones son causales, es decir, iguales a cero para t < 0,
podemos reescribirlas como:

yi(t) = p(t)yi(t) (D.57)
y2(t) = p(t)y2(t) (D.58)

en que los escalones unitarios pueden parecer redundantes, sin embargo, de esta
forma la convolucidn (D.56) puede reescribirse ahora como:

oo

() * ya(t) = / s (D)t — 7)plt — 7)dr (D.59)

— 00

Si reemplazamos ahora en la definicidn de la transformada (D.1), podemos
intercambiar el orden de las integrales:

Lo = [ ( | @)t - oute - T>dT) et

_ / S () ( / S l(t — Pyt — 1) e—stdt> dr (D.60)

— 00 -
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donde, aplicando ahora el Lema D.7 de desplazamiento temporal, obtenemos:
L) <10} = [ noure T a(s)dr

= Ya(s) /00 y1(7)e”*"dr = Ya(s)Y1(s) (D.61)

00O

Lema D.11. Producto en el tiempo

Sean y1(t) e y2(t) funciones seccionalmente continuas definidas en [0, 00),
cuyas transformadas de Laplace son Y1(s) e Ya(s), respectivamente. Entonces la
transformada del producto entre y1(t) e y2(t) estd dada por:

1 o+joo
£ (B0} / Y1()Ya(s — )d¢ (D.62)

B 277.7 og—joo

Demostracion

Si reemplazamos el producto y1(t)y2(t) en la definicion de la transformada
(D.1), y expresamos una de ellas como la transformada inversa de su transfor-
mada de Laplace, tenemos que:

oo

Lnn) = [ nmmea
/OO< - /UHOOH(C)e“dg) ya(t)e tdt  (D.63)

- 27Tj g—joo

donde, tras intercambiar el orden de las integrales y tras aplicar el Lema D.9 de
desplazamiento en s, se obtiene:

o+joo oo

L{y1(t)y2(t)} = %/_ Y1(¢) (/ e<ty2(t)e—stdt) d¢
1 o+joo

= % e Y1({)Ya(s — ¢)d¢ (D.64)

El lector puede verificar que, si R{s} > o1 y R{s} > o2 son las regiones de
convergencia de y1 (t) e y2(t), entonces la region de convergencia de la transfor-
mada (D.62) es R{s} > o1 + o3.

([

Finalmente, a continuacién se presentan dos importantes resultados que re-
lacionan los comportamientos asintéticos de la funcién y(t), y su transformada
Y (s). Estos se conocen como el teorema del Valor Inicial y teorema del Valor
Final.
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Teorema D.1. Teorema del Valor Inicial
Sea y(t) una funcion continua en (0,00), cuya transformada de Laplace es
Y (s), y tal que su derivada es seccionalmente continua. Entonces:
tgrél+ y(t) = SILIEO sY (s) (D.65)
Demostracion

Consideremos primero el caso en que y(t) es continua en t = 0, es decir,
y(07) = y(0T) = y(0). Si usamos la ecuacion (D.18), tenemos que:

/io %e—stdt =5sY(s) —y(07) = sY(s) — y(0+) (D.66)

Sin embargo, usando la condicion (D.4), la integral del lado izquierdo se
puede acotar:

oo d [e.°]
Y —stg §/ dy
o- dt - | dt

donde es claro que dentro de la regidn de convergencia R{s} > o la integral
estd bien definida, es decir, podemos evaluar en los limites de integracion y
establecer que:

e—(s—a)t o0

e Stdt < / ke7te Stdt = h——— (D.67)
- —s5+0 |o-

o d t k S [ee]
sY(s) —y(0T) = /_ %e_“dt < P 27290 (D.68)

de donde se obtiene (D.65).
En el caso en que y(t) no es continua en t =0, podemos definir la funcidn:

§(t) =y(t) — (y(07) — y(07)) p(t) (D.69)

la cual si es continua en t =0, pues §(0~) =y(07) = g(0™T).
Ahora, si obtenemos la transformada de Laplace de la derivada de §(t):

{ O v -0y = s (v - L)) o)

dt s
=sY(s) —y(0") (D.70)

Finalmente, de manera idéntica al caso de la derivada de y(t), se demuestra
que la transformada de la derivada de g(t):

D.71
dt _ dt s—o ( )

para algun l;, y por lo tanto converge a cero cuando s tiende a infinito, con lo

que se obtiene (D.65).
00O
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Teorema D.2. Teorema del Valor Final
Sea y(t) una funcion definida en (0,00), cuya transformada de Laplace es
Y (s), y tal que y(oo) estd bien definida. Entonces:
tlggo y(t) = 2136 sY (s) (D.72)

Demostracion

Segun el Lema D.4, la transformada de la derivada estd dada por la ecuacion
(D.18):

< dy(t
/ %eﬂtdt =sY(s)—y(07) (D.73)

Si consideramos ahora limite cuando s tiende a cero, en el lado derecho de
la igualdad podemos intercambiar el orden con la integral:

. oody(t) —st _ oody(t) s —st
135(/ o ¢ —/,7@&%6 ) di

_ / - d%’f)dt: (Jim y(®)) —y(07) (D.74)

Mientras que al lado izquierdo:

Ifm (Y (s) — y(07)) = (l% sY(s)) —y(07) (D.75)

s—0

Igualando y cancelando los términos y(07) se obtiene el resultado en (D.72).
[/

Es importante tener presente que los resultados asintdticos en ambos Teore-
mas D.1 y D.2 son validos sélo si los limites involucrados existen, tanto
en el dominio del tiempo como en el de la variable compleja s. Veamos a con-
tinuacién un ejemplo que ilustra una aplicacién errénea del teorema del valor

final.

Ejemplo D.5. La transformada de Laplace de cos(wot) estd dada por:

S

L {COS(WOt)} = m
0

(D.76)

De acuerdo al teorema del valor final, utilizando la ecuacion (D.72), tenemos
que:

lfim (SQ) =0 (D.77)

s—0 \ §2 —+ UJ%

Sin embargo, es claro que lim;_,~, cos(wot) no existe, lo cual deja en eviden-
cia la incorrecta aplicacion del teorema del valor final.
00O
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Otra observacién relevante es que, para el caso de un sistema afectado por
excitaciones externas o condiciones iniciales, es posible que su respuesta sea
discontinua en ¢t = 0. El teorema del valor inicial D.1 permite calcular el valor
de la sefial en t = 0" a partir de su transformada de Laplace. Este valor puede
ser distinto a la condicién inicial dada en t = 0~. Veamos a continuacién un
ejemplo que ilustra esta situacion.

Ejemplo D.6. Consideremos un circuito como el de la Figura D.2, en que se
conecta una fuente de 1[V] en t =0, y todas las condiciones iniciales son cero.

Figura D.2: Circuito RC

Usando la ley de voltajes de Kirchoff tenemos que:

05(t) = v() + vo(t) = Rilt) + & /_ i(r)dr (D.78)

Si derivamos a ambos lados, y notamos que la fuente de voltaje equivale a
un escalén unitario, tenemos que:

d p(t)

dit) 1
=R —i(t
dt a ol
donde, aplicando transformada de Laplace, con condiciones iniciales iguales a
cero, obtenemos:

(D.79)

1 1 1
- ) =R|sI(s) —i(0~ —1 I(s) = D.80
+(3) 2RI O] 4 GI6) = T =y (Ds)
Si ahora aplicamos el teorema del valor inicial:
i(0) = Tim sI(s) = lim —> — & (D.81)
T oo 75~>oosR+%7R ’

que evidentemente es diferente a la corriente inicial t = 07, que se supuso igual
a cero. Ahora, si obtenemos la transformada inversa de I(s), podemos confirma
que ésta es una funcion discontinua en t = 0:

i(t)=L1{I(s)} =L} {Hlﬁ%} = %e—t/RC . V>0 (D.82)

oo
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Finalmente, las propiedades de la transformada de Laplace se resumen en la
Tabla D.1 en la pagina siguiente, mientras que la Tabla D.2 en la pagina 438
muestra algunas funciones comunes y sus respectivas transformadas.
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L{f(B)} = F(s)

Descripcién
l l
Z aiyi(t) Z a;Yi(s) Linealidad
i=1 i=1
1 ]
ylat) (a>0) gY (g) Escalamiento
dy(t) _
dt sY(s) =y(07) Derivada en ¢
d*y(t) k ¢ re A7ty :
I (ke N) s"Y (s) — Zs |, gi“ézajj en t de
=1 = perior
t
/7 y(r)dr EY(S) Integral definida
dY(s)
ty(t) T ds Derivada en s
k
thy(t) (k€ N) (_1)kd Y(s) Derivada en s de
ds* orden superior
y(t — Tt —7) e Y (s) Desplazamiento
en el tiempo ¢t
ety(t) Y (s —a) Desplazamiento
en la variable s
t L
/ y1(T)ya(t — 7)dr Y1 (s)Ya(s) Convolucién  de
- funciones causales
L7 Product !
y1(1)y2(t) Py Y1(¢)Ya(s — ¢)d¢ roducto en e
2mj Jo— joo tiempo
lim y(¢) lim sY (s) Teorema del Valor
treo s=0 Final
lim y(t) lim sY'(s) Teorema del Valor
=0+ §7300 Inicial

Tabla D.1: Propiedades de la transformada de Laplace
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f&) (t20) | L{f(t)}=F(s) | Regién de convergencia
5(1) 1 Vs e C
L (= pl0) . R{s} > 0
wt—7) (r>0) e_: R{s} >0
¢ S% R{s} > 0
" (neN) Sﬁl R{s} >0
ot (a€C) - ! ~ R{s} > R{a}
teot (aeC) ; _1a)2 R{s} > R{a}
cos(wot) 5 ng R{s} >0
sen(wot) S wag R{s} >0
e cos(wot) (Sfa;ﬁ R{s} > R{a}
e sen(wot) (Sﬂi‘;ﬁ R{s} > R{a}
£ sen(wot) (5221’752)2 R{s} > 0
£ cos(wo) (;2;;2)2 R{s} > 0
u(t) — plt = 7) e VseC

Tabla D.2: Transformadas de Laplace de algunas funciones simples
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D.3. Descomposicién en fracciones parciales

La transformada de Laplace y su inversa estan definidas en las ecuaciones
(D.1)y (D.2), respectivamente. Sin embargo, la ecuacién (D.2) pocas veces se usa
en la practica para obtener la transformada de Laplace inversa de una funcién,
pues involucra la solucién de una integral en el plano complejo, cuyo estudio
va mas alla del foco de este texto. El lector interesado puede consultar, por
ejemplo, 0] y [30].

La transformada de Laplace a invertir, en la mayoria de los casos que nos
interesan, toma la forma:

7 on 7 n—1 7
Hs) = <bns +by1s +...+bo> T T 0 (D.£3)
$" +ap_18" L4+ ... +ag

Para encontrar la funcién temporal h(t) que corresponde a esta funcién de
s, descompondremos (D.83) en una suma de términos més simples. La idea
principal es que esos términos correspondan a transformadas de funciones tem-
porales conocidas. Antes de proseguir, podemos hacer dos observaciones sobre
la expresién (D.83):

= Segun el Lema D.7 en la pagina 428, la exponencial en s corresponde a un
corrimiento en el tiempo.

= Las transformadas conocidas que aparecen en la Tabla D.2, con excep-
cién del delta Dirac 6(t), son estrictamente propias, es decir, el orden del
polinomio denominador es mayor que el del numerador.

Por lo tanto, si reescribimos H(s) en la forma:

H(s) = (Bn + G(s)) e=T (D.84)
donde: byp_15" 14+ ...+ b B(s)
Gls) = §" 4 ap_15"" L+ ...+ ag - A(s) (D-85)
entonces, la transformada de Laplace inversa es:
h(t)=0t—T)+ gt —T)u(t—-T) (D.86)

En esta expresion, g(t) = L£L71{G(s)}. Asi, hemos reducido el problema de
invertir H(s), a uno que exige obtener la transformada de Laplace inversa de una
funcion racional estrictamente propia, para lo cual usaremos la descomposicién
(o expansién) en fracciones parciales.

Lema D.12. Expansion en Fracciones Parciales
Si factorizamos el polinomio denominador de la funcién racional (D.85),

tenemos que:
_ B(s)
G(s) = CETACB . (D.87)
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en que {p; € C} son los polos de G(s), cada uno con multiplicidad k;, tal
que k1 + ...+ ky = n es el orden del sistema. Entonces, la descomposicion (o
expansion) en fracciones parciales de G(s), estd dada por:

Ky Kis Ky, }
G(s) = + T I
= G—p)P
K Kno K gy }
+ + +... -
{(S—IJN) (s —pn)? (s —pn)kv
N k
- K
= " (D.88)
r=1¢=1 (s —pr)
donde: -
1 drr—
KTEZ (k} 76)[ (dskrl <s_p"')kTG(S)> (D89)
" ) 5=pr

Demostracion: Involucra teoria de funciones de wvariable compleja, en par-
ticular, el teorema del residuo, por lo que recomendamos al lector interesado

consultar, por ejemplo, las referencias antes mencionadas, [0], [30] y [/2].
(]

En algunos casos, para obtener los coeficientes de la expansién en (D.88),
en lugar de usar la ecuacién (D.89), puede resultar mds simple hacer la suma
al lado derecho e igualar los coeficientes del polinomio numerador obtenido con
los de B(s) en (D.87). De esta forma, como se ilustra en el Ejemplo D.10 en
la pagina 447, los coeficientes se obtienen resolviendo un sistema de ecuaciones
lineal en esos coeficientes.

En la expresién (D.88) aparecen funciones racionales muy simples, cuya
transformada de Laplace inversa es facil de obtener, como establecemos a con-
tinuacion.

Lema D.13. La transformada de Laplace inversa de la expresidn (D.88) estd da-
da por:

k1—1
o) = ({K“emt + Kppte?' + -+ Ky, — eplt} "

tkN71
ct [Kmep”t + Kot 4+ + KNkNN_epNt:|> p(t)

Demostracion
Es directa al considerar el término general de doble sumatoria en (D.88),
pues de la Tabla D.2 en la pdgina 438 se tiene que:

n! _ 1 "
Lim =5 = L 1{ }:mu(t) neN (D.91)
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Por lo tanto, reemplazando n+1 = £ y aplicando el Lema D.9 de corrimiento
en la variable s, obtenemos:

—1 Krl o teil eprt
Sy = gy ) .

y, por linealidad, se obtiene el resultado en (D.90).
oo

Ambos lemas consideran el caso general. Los ejemplos a continuacién ilustran
la simplicidad del método de expansién en fracciones parciales para obtener
transformadas de Laplace inversas.

Ejemplo D.7. Polos simples
Nos interesa obtener la transformada de Laplace inversa de la funcion:

2541
53 4+ 352 — 4s

H(s) = (D.93)
Factorizando el polinomio denominador se pueden calcular los polos de la
funcion H(s), que se ubican en s = 0, —4,1, todos de multiplicidad 1. Por tanto,

usando (D.88), nos interesa descomponerla en la formas:
2541 _ Kn | Ky K3,

H(S):s(s+4)(s—l)_ s +5+4+s—1 (D-94)

Note cuando un polo tiene multiplicidad 1, no es necesario calcular derivadas
en la ecuacion (D.89), sino que basta simplemente multiplicar G(s) por el factor
(s —pr) y luego reemplazar s = p,.. De esta forma calculamos los coeficientes en

(D.94):

2s+1 1
K1 =sH = = — D.95
11 S (s)|s:0 (S 4 4)(8 _ 1) o _4 ( )
2s+1 -7 7

Ko = 4HH = — =—= - D.

21 (5 + ) (5)|s:—4 S(S _ 1) 4 _4(_5) 20 ( 96)
2541 3
Ko = (s = 1H = - == D.97
31 (S ) (s)|s=1 S(8+4) 1 5 ( )
Con ayuda de la Tabla D.2 se obtiene finalmente:

h(t) = £ i e IS 0 QS B AT S (D.98)

s s+4 s-—1 4 20 5 7 - '
00O

MAPLE también es muy util para obtener tanto la descomposicién en frac-
ciones parciales, como la transformada de Laplace inversa de H(s) en el ejemplo
anterior.
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MAPLE

> H(s) :=(2%s+1) /(8" 3+3*5"2-4%s) ;

> convert (H(s) ,parfrac);
> invlaplace(H(s),s,t);

A continuacién, ilustraremos la expansién en fracciones parciales de una
funcién con polos repetidos.

Ejemplo D.8. Polos repetidos
Consideremos ahora el caso de la funcion:
243
s3+3s2+3s+1

H(s) = (D.99)

Factorizando el denominador, podemos apreciar que posee un unico polo en
s = —1, por tanto nos interesa obtener la expansion (D.88) que en este caso
toma la forma:

S2+3 Ky Ky K3

H(s) = GED? sl + TESIE + G11)p (D.100)

Los coeficientes deben obtenerse usando la ecuacion (D.89) en que, a dife-
rencia del Ejemplo D.7, se deben tomar en cuenta las derivadas antes de evaluar
en s = —1. Comenzamos por el coeficiente del ultimo término en (D.100), que
es el mads simple de obtener:

1
Kig =5 [(s+1)°H(s)]_, =[s"+3]_, =4 (D.101)
El siguiente coeficiente se obtiene derivando una vez, y luego evaluando:

Ky = % [i(s + 1)3H(s)] = _;8(52 + 3)} = 2s] , =-2 (D.102)

Mientras que el coeficiente restante se obtiene derivando nuevamente:

K, = E [dZ(s + 1)3H(s)_ -1 {d(25)} =1 (D.103)
2! | ds? 1.y 2|ds 1
Por tanto, hemos obtenido:
H(s) = s j— 1" (s ;—21)2 * (s —iill)3 (D-104)
cuya transformada de Laplace inversa es:
h(t)=(1—2t+2t*)e™"; Vt>0 (D.105)
0o0od
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La descomposicién en fracciones parciales que aparece en el Lema D.12 en
la pagina 439 es aplicable independientemente de la naturaleza de los polos de
G(s), reales o complejos. Podemos notar sin embargo que, en el caso de polos
complejos, los coeficientes obtenidos mediante la ecuacién (D.89) también son
complejos. A pesar de lo anterior, el siguiente resultado garantiza que las trans-
formadas de Laplace inversas obtenidas en este caso son funciones del tiempo
reales.

Lema D.14. Sea G(s) una funcidn racional estrictamente propia (con coe-
ficientes reales) cuya descomposicion en fracciones parciales estd dada por el
Lema D.12. Entonces:

= Los coeficientes correspondientes a polos complejos aparecen en pares com-
plejos conjugados.

= La transformada de Laplace inversa de G(s) siempre es una funcidn real.

Demostracion

El teorema fundamental del Algebm [28] asegura que las raices complejas
de un polinomio con coeficientes reales (el denominador A(s), en este caso)
aparecen siempre en pares complejos conjugados, es decir, si p = a + jfB, f #
0, es un polo de G(s) con multiplicidad k, entonces p* = a — j8 también lo
es, y con la misma multiplicidad. Por lo tanto, el(los) coeficiente(s) (D.89)
correspondiente(s) a p* estd(n) dado(s) por:

1 dk—é .
Ki= g | et - 600

s=p*

k—¢ -
- (s o] ) ke oo

Lo que demuestra la primera parte del Lema.

A partir del Lema D.13 en la pagina 440, es facil verificar que la transforma-
da de Laplace inversa de los términos correspondientes a los polos reales de G(s)
siempre es una funcion real. Para el caso de los polos complejos conjugados, sin
embargo, aparecerdn términos de la forma:

k g1 .t -
> (K K ) )

=1

k

K tf 1 . .

Z Zg[ T (ej(ﬁurzm) + e—.a(ﬂt+éKe)> w(t)
2 K t(—l eOét

= Z |(2|_1)' cos (Bt + LK) pu(t) (D.107)

que es una funcion real del tiempo.
00O
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Una forma de re-expresar, en el dominio de la variable s, la ecuacién (D.107)

en el lema anterior, para el caso de multiplicidad 1, esta dada por:
K N K*  2R{K}s+ (—2R{K*p})  bis+bo
s—p s—p* 24+ (2R{p}s+|p?  s2+ais+ap

donde todos los coeficientes de la funcién en el extremo derecho de la ecuacion
anterior son reales. Es decir, podemos evitar coeficientes complejos en la expan-
sién (D.88), agrupando cada polo complejo con su conjugado. El caso de polos
complejos con multiplicidad mltiples puede ser entendido de manera andloga.

A continuacién presentamos un ejemplo, para ilustrar como se puede obtener
la transformada de Laplace inversa a partir de la expresiéon con coeficientes
complejos en el extremo izquierdo de (D.108), o bien, a partir de la que aparece
en el extremo derecho, que posee sélo coeficientes reales.

(D.108)

Ejemplo D.9. Polos complejos
Nos interesa obtener la transformada de Laplace inversa de la funcion ra-

cional:
b1s + by

H(s) =
() 82 + 28wps + wp?
en que 0 < & < 1 es el factor de amortiguacion, y w, > 0 es la frecuencia de
oscilacion natural. Los polos de esta funcidn son complejos y se ubican en (ver

Figura D.3):

5= —wWn€ & jun /1 — €2 = —wpetie ; o = arctan ( Y 1552) (D.110)

Solucion 1:
La expansion en fracciones parciales (D.88) toma la formas:
b b K K.
H(s) = 15 + 0o L n 21
(s + wnpei®) (s + wpe™ %) s+ wnpel® s+ w,e I

en que los coeficientes (D.89) resultan complejos:

bis + by :| . —blwneja + by
s+ wne_ja sS=—wnel®

(D.109)

(D.111)

Kll - [(5 +wnej01) H(s)]s:—wneﬂ'a‘ = |: —w 2'] sen o
n

(D.112)
y el lector puede comprobar que Ko1 = K117, tal como establece el Lema D.1)
en la pdgina anterior.
La descomposicion en fracciones parciales es entonces:
K1y K"

H(s) = — + - (D.113)
S+ wpel® s+ wnpe I

y, por tanto, la transformada de Laplace inversa estd dada por:

h(t) = Kip e et 4 Ky " ememe

— |K11| e~wn cos(a)t ej(éKll—w,,, sen(a)t) + ej(—éKll—&-wn sen(a)t)j|

= 2|K | e~ cos(@wnt cos(sen(a)wnt — ZK11) (D.114)
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A sis)

JWn -

A T i€

_wn".. _wng - “ {0 %{8}

Figura D.3: Polos complejos conjugados, para w, > 0 (Ejemplo D.9).

donde:

—biw,, (cos o + j sen « b b bo—b Ccos &
K = 1w ( +.j )+ b :iJrj—O Ln (D.115)
—wp2jsen o 2 2w, sen o

y, por tanto:

b1\ [ bo— biw, 2 by — biwn
‘Kll‘ _ 91 + 0 1Wn COS &x ZKH — arctan 0 1Wn COS &Y
2 2wy, sen o biw,, sen o

(D.116)

Solucion 2:

Una forma alternativa de obtener la transformada de Laplace inversa de la
funcidn racional en (D.109) es completando el cuadrado en el denominador:

b15 + bo

H(s) =
) (s + &wn)? + (wn/1 = €2)?

(D.117)

donde, comparando con las transformadas en la Tabla D.2, vemos que podemos
interpretar el denominador, como un corrimiento en s de la transformada de
cos(+) o de sen(-). De hecho podemos forzar el numerador a tomar la forma de
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dichas transformadas, y separar términos convenientes:

H(s) = b1(s + &wn) n bo — b1€wn
(s +&wn)?s + (wny/1 =€) (s +&wn)?s + (wny/1 - €2)2
bo — bifwn wny/1— €2
wn /T — €2 (5 + Ewn)?s + (wnr/1 — €2)?

_ —wnt bo — bifwn —wnt
=0l {6 cos(wny/1 — §2t)} + wﬁﬁ {e sen(wny/1 — §2t)}
(D.118)

=bL {e_f‘“"t cos(wn/1 — §2t)} +

de donde se obtiene la transformada de Laplace inversa:

by — biéwn

wny/1 — &2 i
(D.119)

que el lector puede comprobar que es la misma solucidn obtenida en (D.114), si

notamos en la Figura D.3 que cosa = & y que, por tanto, sena = /1 — £2.
00O

h(t) = <b1 cos(wp /1 —&2t) + en(wy\/1 — €2t) | e Sntpu(t)

Con estos ejemplos y un poco de préactica no debiera resultar dificil obtener
transformadas de Laplace inversa de funciones racionales. Sin embargo, el soft-
ware cientifico disponible hoy en dia permite obtener la expansién en fracciones
parciales de una funcién racional e incluso directamente su transformada de
Laplace inversa.

Sugerimos al lector intentar el comando residue de MATLAB , mientras que
a continuacion mostramos el uso de MAPLE , para el caso del Ejemplo D.9.

MAPLE

> interface(showassumed=0) ;
assume (omega>0) ;assume (xi>0) ;additionally(xi<1);
assume (b0,real) ;assume(bl,real);

> H(s) :=(bl*s+b0)/ (s~ 2+2*xi*omega*s+omega”2) ;
h(t) :=evalc(invlaplace(H(s),s,t));

bi1s + bg

H(sy = b1stbo D.120

() 52 + 2fws + w? ( )
(=b1€w + bg) e &%t sen <—\/§2w2 + w2t>

h(t) = bie %% cos ( —£2w2 4 w2t) + (D.121)

Es importante notar que hemos usado el comando evalc para simplificar la
respuesta que MAPLE entrega para h(t) que, en ocasiones parece contener térmi-
nos complejos. En este sentido, es importante tener presente que, si bien el uso
de software ahorra cédlculos engorrosos, es fundamental entender e interpretar
correctamente los resultados obtenidos.
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Como ejemplo final, a continuacion ilustramos la descomposicién en fraccio-
nes parciales de H(s) planteando un sistema de ecuaciones, en lugar de usar la
ecuacién (D.89).

Ejemplo D.10. Nos interesa obtener la transformada de Laplace inversa de:
253 + 25+ 2
5% + 253 4 252

Sus polos se ubican en py = 0 (multiplicidad 2) y pa3 = —1 % j, por tanto,
a partir del Lema D.12, sabemos que:
K K K K K K Kis+ K
_ A e 2 3-: o, A2 4 5
s s2 s+1—35 s+1+7 s s2 5242542

H(s) = (D.122)

H(s) (D.123)
donde, para evitar coeficientes los coeficientes complejos Ko y K3 = K™, hemos
agrupado los ultimos dos términos.

De todos los coeficientes el mds fdcil de obtener es:

253+2$+2} _
s=0

D.124
5242542 ( )

Ko = [H(S)SQ]SZO = {
mientras que el cdlculo de los restantes, usando (D.89), es un tanto engorroso.
Por esto, podemos igualar la funcion original con la que resulta en la suma a la
derecha de la ecuacion (D.123):

283—|—23—|—2 K11 1 K4S—|—K5

5442534252 s + 52 +s2+2$+2
(K11 + Kq)s* + (1+2K11 + K5)s® 4+ (24 2K1)s + 2
= (D.125)
5% + 283 4 252
donde, igualando los coeficientes de los numeradores a ambos lados, tenemos el
sistema de ecuaciones:

K1+ Ky=2 (D.126)

1+2K11+K5=0 (D.127)

24+2K11=2 (D.128)

A partir de este sistema de ecuaciones, se obtiene K11 =0, K4 =2 y K5 = —1,
y ast se llega a la expansion en fracciones parciales:

H(S):M: i+$ (D.129)

st 42834252 2 5242542

cuya transformada de Laplace inversa es:

a1 1 25 —1
Mt) = £ {32 L s24+2s+2

B L 2As+1) -3
= tult) + £ {(s+1)2+1 (s+1)2+1}
= (t+2e " cos(t) — 3e "sen(t)) u(t) (D.130)

oo
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Finalmente, hemos incluido la Tabla D.3 en la pagina siguiente, que contiene
las transformadas de Laplace méas comunes y sus respectivas inversas. Invitamos
al lector, como ejercicio, verificar la validez de las expresiones que alli aparecen.
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1 o(t)
e”™ (1>0) ot =)
1
- I (= mnlt
- (= u(?))
1 tn71
- N
o (nEN) (n—1)!
k
k —At
s+ A ’
S S
ais + ag —Aut Azt
__asta Cre ™t + Cae
(s+ A1)(s+ A2) r g
enqueca:%y@:w
ais + ap —A —A
(s+X)2 are™ " + (ag — Aay )te™
_mstao e~ M [01 cos(wot) + Co sen(wot)}
(s + )2+ wj
— ag—aiX

enque C; =a; y Cy = oo

_k ko
s(s+A) a (1—e)
a1s + ap ag Y )

3((5 +A)?2+ wg) A2 4+ w? {1 © (Cl cos(wot) + Cz Sen(wot))}

A— )\2 2
en que C, = ag y Cy = L2212 7o) ‘IL(O +wo)

Tabla D.3: Transformadas de Laplace inversas ttiles
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Apéndice E
La transformada Zeta

En este apéndice se define y estudian las propiedades de la transformada
Zeta, aplicable a funciones arbitrarias definidas en tiempo discreto. Para estudios
més profundos, encomendamos al lector las referencias [3], [23] y [35].

E.1. Definicion de la transformada

Dada una funcién de tiempo discreto f[t], definida para todo entero no ne-
gativo t (t € Zg), su transformada Zeta y su transformada Zeta inversa estdn
definidas por las ecuaciones:

Z{flt} =Fll =) fit)="" (E.1)
2P} = ] = %jng[z]zt_ldz (E.2)

El par formado por la transformada Zeta y su inversa estan bien definidas,
es decir, la sumatoria y la integral convergen si existen p > 0 y una constante
positiva k < oo, tales que:

|fIE] <kp'  ;¥E>0 (E.3)

es decir, es suficiente que f[t] sea de orden exponencial en tiempo discreto. La
condicién (E.3) define la regién |z| > p, conocida como la region de convergencia
de la transformada (ver Figura E.1), mientras que p es el radio de convergencia.

La condicién (E.3) garantiza que, dentro de la regién |z| > p, la serie (E.1)
que define la transformada converge, pues:

DRI ER R Vi GER N T El
t=0 t=0 t=0

(E.4)

1—- 2
B
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mot 3t

Figura E.1: Funcién f[t] de orden exponencial en tiempo discreto y regién de
convergencia de su transformada Zeta.

Por su parte, la transformada Zeta inversa, definida mediante la integral
compleja (E.2), estd bien definida si la curva cerrada I' se elige en el interior de
la regién de convergencia |z| > p.

A continuacién ilustramos el calculo de la transformada Zeta y su inversa
mediante un par de ejemplos.

Ejemplo E.1. Consideremos el caso del delta de Kronecker:
1 ;t=
o=t =0 (E.5)
0 ;t#0

Su transformada Zeta es simple de obtener a partir de la definicion (E.1):
Z{o[} =) otz =1 (E.6)
t=0

la cual, segin la condicion (E.3), converge para cualquier p > 0.
Ahora, si nos interesa obtener la transformada Zeta inversa, elegimosT' como
cualquier curva que encierre al origen z =0 (ver Figura E.1)) y tenemos que:

—1 1 t—1 1 2
Z{l}=— ¢ 2 dze=-— ¢ —dz (E.7)
2ry Jr 2y Jr =

Esta integral compleja puede calcularse mediante el teorema de la Integral de
Cauchy [0], evaluando el residuo en el inico polo del integrando:

1 t t t 1 =
7]{ = dz = Res,_o (Z) = (22) = ¢=0 (E.8)
2r5 Jr 2 z z2 ). 0 ;t#0
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que corresponde precisamente al delta de Kronecker 0[t].

00O
Ejemplo E.2. Considere la secuencia de tiempo discreto:
ylt] = a’plt] (E.9)
Su transformada Zeta estd dada por la serie geométrica:
) oo _
z{a'ult]} = Zatzft = Z(azil)t = tlg(r)lo 11_((;;_11); (E.10)
t=0 t=0
donde la expresion al lado derecho converge si, y solo si:
laz7l <1 <= |z| > |¢f (E.11)
por lo tanto, dentro de esta region de convergencia, tenemos que:
Z {a'ultl} = ! — == (E.12)
—az z—«

Ahora bien, la transformada Zeta inversa en este caso queda definida por:

FA PR G R TR R S (A (E.13)
zZ—« 27 Jr z —« 27 Jr 2z —«

Si la curva cerrada Gamma estd contenida en la region de convergencia,
esta integral compleja puede calcularse mediante el teorema de la Integral de
Cauchy [0], evaluando el residuo en el inico polo del integrando, que ademds
estd contenido en el interior de la curva T (ver Figura E.1):

1 t t
Z‘l{ i }:j{ i dz:ResZ_a< c >
z—« 2 Jrz —« z—«

:((Z_a) ¢ )Za:at (>0 (E.14)

00O

Si bien hemos ilustrado en estos ejemplos el uso de la integral compleja en
(E.2), para el célculo de la transformada Zeta inversa, en adelante utilizare-
mos la descomposicién en fracciones parciales para identificar transformadas
de funciones simples, tal como hicimos en la Seccién §D.3 para el caso de la
transformada de Laplace.

E.2. Propiedades

La transformada de Zeta posee una serie de propiedades, que resultan muy
ltiles en el andlisis de senales y respuesta de sistemas a excitaciones en tiempo
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discreto. Ademads, estas mismas propiedades permiten obtener la transformada
de ciertas funciones en base a la transformada de senales mas simples.

Es posible establecer analogias entre las transformada Zeta, y sus propieda-
des, con las de la transformada de Laplace de una funcién de tiempo continuo
que aparecen en el Apéndice D. Estas relaciones aparecen en forma natural
cuando consideramos la secuencia de tiempo discreto que se obtiene muestrear
una sefial continua (ver Capitulo 11).

A continuacién revisamos las propiedades mds importantes de la transfor-
mada Zeta, las cuales se resumen en la Tabla E.1 en la pagina 463, mientras que
en la Tabla E.2 en la pagina 464 aparece la transformada de algunas secuencias
comunes.

Lema E.1. Linealidad

La transformada de Zeta es un operador lineal, es decir, dadas yi[t] € y2[t]
dos secuencias definidas en tiempo discreto t € ZS‘, cuyas transformadas Zeta
son Y1[z] e Ya[z] respectivamente, entonces:

Z{ay[t] + Bya[t]} = aYi[z] + BY2[z] ;Va,3€C (E.15)

Demostracion
FEsta propiedad es directa de la definicion de la transformada mediante la
sumatoria (E.1), por tanto, dejamos los detalles como ejercicio al lector. Se
debe tener en cuenta que la region de convergencia de la combinacion lineal
es la interseccion de las regiones de convergencia correspondientes a las dos
transformadas.
00O

Lema E.2. Escalamiento en z
Sea y[t] una secuencia definida en tiempo discreto t € Z§, y sea a € C una
constante arbitraria, entonces:

z{ayl} =Y (3) (E.16)

Demostracion
Segiin la definicidn de la transformada Zeta en (E.1), tenemos que:

ylt] (3)_t -y (2) (E.17)

(07

NE

Z{alylt]} =) alylt)e"" =
t=0

-
I
o

En este caso, la region de convergencia de la nueva transformada también
resulta escalada, pues:

yltll < ko' = la'ylt]] < k(lalp)’ (E.18)

por tanto, la region en que la transformada converge estd dada por |z| > |alp.
([
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Ejemplo E.3. Consideremos nuevamente la secuencia en el Ejemplo E.2 y su
transformada Zeta:

nlt] = atult] = Yl[z]:ﬁ ol < 1 (E.19)

Si ahora consideramos la secuencia:
yalt] = o™ i [t] = plt] (E.20)

entonces su transformada Zeta, aplicando el Lema E.2 es:

Yalz] = Y3 (%) = Yi(az) = azaf — = - : (E.21)

la cual converge si, y sdlo si, |z| > 1.
Qod

Ejemplo E.4. Consideremos ahora la secuencia de tiempo discreto correspon-
diente a una oscilacion, que puede resultar creciente o decreciente dependiendo
del parametro r:

y[t] = r' cos(fot) (E.22)

La transformada Zeta de esta secuencia puede obtenerse reescribiendo el
coseno en términos de exponenciales complejas:

(redf)t 4 (re=i%)t

ol = d (E23)

desde donde, al aplicar el Lema FE.2, se llega a:
Z{(re?®)ipult]} + Z {(re=9%)puft]} 1 z z
Yi[z] = == . .
2 2\ z—reifo =z —re-ibo
_1 2(2z — 2r cos bp) _ z(z —rcosbp) (B.24)
2 \ 22 — 22rcosfy + 2 22 — 227 cos Oy + r?
[

Lema E.3. Conjugacion
Sea y[t] una secuencia definida en tiempo discreto t € Zg, cuya transfor-
mada Zeta es Y[z]. Entonces, la transformada Zeta de la secuencia conjugada
estd dada por:
Z{y [t} =Y (=) (E.25)

Demostracion
Resulta directa de la definicion de la transformada en (E.1):

Z{y =Y vt = (Zym(z*)-t) = (v=) (E.26)

t=0

oo
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Lema E.4. Desplazamiento en t

Sea y[t] una secuencia definida en tiempo discreto t € Zg, cuya transformada
Zeta es Y |z]. Entonces, dado un entero tg > 0, tenemos los siguientes resultados
para la transformada Zeta de la secuencia ylt] desplazada:

s Retardo en ty:
Z{ylt —to]} = Y[z]z7to +y[—1]z7 00 4 4 y[—to + 127 + y[—to]

=z to (Y[z] + Zoy[—f]%) (E.27)

(=1
» Adelanto en ty:

Z{ylt+to]} = Y[z]z" — (y[0]2" +y[1]z""" + ... +ylto — 1]2)

Demostracion

Consideremos primero el caso en que la secuencia ha sido retrasada en tg,
es decir, la ecuacion (E.27). Si usamos la definicion de la transformada (E.1),
y la escribimos por extension, tenemos que:

oo

Z{ylt —to]} = Zy[t —to]z™"

t=0

=y[—to] +y[—to + 1]z + ... +y[-1]z7 T + Z y[t —to]z™" (E.29)
t=to

donde, si definimos | = t — ty, entonces tenemos que t = | + tg y, por tanto,
reordenando el lado derecho de la ultima igualdad tendremos que:

Z{ylt —tol} =Y ylllz™ M) 4y [—1]270M 4 y[—to + 127 + y[—to]
=0

= 7% <§: y[z]z_l> +y[1)a0 L y—to + 1]z +y[—to]  (E.30)
=0

lo que demuestra el resultado en la ecuacion (E.27).
Consideremos ahora el caso de la secuencia y[t] adelantada en tg, es decir,
la ecuacion (E.28). Reemplazando en la definicion de la transformada (E.1),
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tenemos que:

Z{ylt+tol} =D ylt+tole™ =Dyl
t=0 =t

oo

= zto y[l]z_l — (y[O] +y[l]z + .yl — 1]z_t°+1)

~

ylllz7" = (y[0]z" + y[1]t + ...+ ylto — 1]2)  (E.31)
!

Il
=]

lo cual demuestra el resultado en la ecuacion (E.28).
0oo

Es importante observar que si la secuencia y[t] es causal, es decir, y[t] = 0
para todo ¢t < 0 (o lo que es lo mismo, y[t] = y[t]u[t]), entonces tenemos que:

Z{ylt —to]} = Z {y[t — to]ult —to]} = Y[z]z7" (E.32)

pues, en este caso, todas las condiciones iniciales {y[—1],...,y[—to]} son igua-
les a cero. Esta observacién resulta de particular interés para el calculo de la
transformada Zeta inversa, tal como ilustramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo E.5. Nos interesa determinar la transformada Zeta inversa de la
funcion racional:
—to
Y[z = = 10> 0 (E.33)

Z—

Esta transformada se puede reescribir para aplicar el Lema FE./, en particu-
lar, la ecuacion (E.52):
z

Vi =22 oyl =t - (4 1)) (E34)

oo

El siguiente lema establece cémo calcular la transformada Zeta de la suma
acumulada de una secuencia, que es la contraparte discreta de la integral definida
de una funcién en tiempo continuo (ver Lema D.5 en la pdgina 427).

Lema E.5. Suma acumulada
Sea y[t] una secuencia definida en tiempo discretot € Zg , cuya transformada
Zeta es Y|z]. Entonces, la transformada Zeta de su suma acumulada estd dada

por:
z {Zy[a} = - z CY[e] (E.35)
=0
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Demostracion
Definamos una secuencia g[t] causal (g[t] =0 Vt < 0) de la forma

gl =Yyl (E.36)

Entonces, el problema se reduce a calcular G[z] = Z {g[t]}. Primero, obser-
vamos que:

glt] = glt = 1] + y[t] (E.37)

Luego, aplicando transformacidon Zeta a la ecuacion (E.37) y usando el Lema
E./, se obtiene:

Glz] = 27 'Gz] + g[-1] + Y 2] (E.38)

Finalmente usando la causalidad de g[t] (que implica g[—1] = 0) se llega a:

Glz] = 1_71271 Y]e] — 2 {Zym} _ % vy (F.39)

([

Lema E.6. Derivada en z

Sea y[t] una secuencia definida en tiempo discreto t € ZS‘, cuya transformada
Zeta es Yz], entonces:

dyYy
Z (g} = —- L (E.40)
dz
Demostracion
A partir de la definicion de la transformada en (E.1), tenemos que:
— _ — L dY[z]
Z t = t = — — t—1 — .
ol = S tlfle = —= > (-0l 2 (B.41)
t=0 t=0
00O

Corolario E.1. Segunda derivada en z
Sea y[t] una secuencia definida en tiempo discreto t € ZS‘, cuya transformada
Zeta es Y|z], entonces:

Z{Pyl]} = szdfgz] + zd;jz] (E.42)

Demostracion
Resulta de aplicar recursivamente el Lema F.6, por tanto dejamos los detalles
como ejercicio para el lector.
00O
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Ejemplo E.6. Consideremos el caso en que la secuencia discreta para la cual
nos interesa obtener la transformada Zeta es una rampa en tiempo discreto:

ylt) = tul] (E.43)

Aplicando el Lema E.6 a la transformada del escalon unitario obtenida en
el Ejemplo E.3 en la pagina 455, tenemos que:

Z {tult]} = 72% (Z - 1) - (z—zl)Q (E.44)

([

Lema E.7. Convolucion

Sean y1[t] e y2[t] dos secuencias causales con transformada Zeta Yi[z] e
Ya[z], respectivamente. Entonces la transformada de la convolucidén (en tiempo
discreto) entre y1[t] e yo[t] es:

Z{w[t] x yalt]} = Y1[2]Ya[2] (E.45)

en que:
t

yilt] = yat] = Yy [yalt = 1) (E.46)
1=0
Demostracion
Dado que las senales se suponencausales, es decir, iguales a cero para t < 0,
entonces podemos reescribirlas como:

y1[t] = plt]yi[t] (E.47)
y2[t] = plt]y:t] (E.48)
Ast, la convolucidn (E.46) puede reescribirse de la forma:
yalt] * yolt] = Z yillpllly=[t — plt — 1] (E.49)
l=—00

Si reemplazamos esta forma en la definicidn de la transformada (E.1), po-
demos intercambiar el orden de las sumatorias:

Z{nt] = yat]} = Z ( Z yalllpllya[t — plt — l]) z7t

t=0 \l=—o0
o0 o0
= > wllull] (Zyz[t—l]u[t—l]z_t> (E.50)
l=—o00 t=0
donde ahora podemos aplicar el Lema E.4 sobre corrimiento en t, en particular,
el resultado en (E.52), y reducir la sumatoria eliminando el término p[l]:

Z{plt*wltl} = > wnlllullz"'Yal2] = Ya[2] > wlllz™! = Ya[2]¥i[2]
l=—00 =0
(E.51)
00O
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Lema E.8. Producto en el tiempo discreto

Sean y1[t] e ya[t] dos secuencias definidas en tiempo discreto t € Z§ , cuyas
transformadas Zeta son Y1[z] e Ya[z], respectivamente. Si py y p2 son los radios
de convergencia de las transformadas, entonces la transformada del producto
entre ellas estd dada por:

2 (nltlelt)) = 5 ﬁ RAGIE (5) el =5 fr R <£> Ya(€)e " de
(E.52)

en que la curva cerrada Ty estd contenida en la region de convergencia de Y1|z],
y la curva cerrada Ty estd contenida en la de Y3[z], y |z| > p1p2.
Demostracion

Si reemplazamos el producto de ambas funciones en la definicion (E.1), po-
demos reescribir y1[t] como la transformada inversa de Yi[z], e intercambiar el
orden entre integral y sumatoria:

2 {nteldl) = Y el =3 (5 § V(e ) sl
t=0 t=0 JJr
_ 1 1 -
=5 ). Yi(§) (;5 yalt]z t) d¢  (E.53)
donde ahora podemos aplicar el Lema F.2 sobre escalamiento en z, para obtener:
Z {1 [tly:[t]} = if{ Yi() i(étyz[t])ft ¢de
27T] T =0
— 1 z -1
— 5 f Wit (3)eas @

La segunda igualdad en (E.52), se obtiene de manera andloga, reescribiendo
y2[t] como la transformada inversa de Ys|z].
Mientras que la region de convergencia se determina:

ly1 [t]] < kipa?

(o [t]] < kapo! } = |nltlya[t]] < kika(p1p2)’ (E.55)

00O

Al igual que para el caso de funciones de tiempo continuo y su transformada
de Laplace (ver Seccién §D.2), para secuencias de tiempo discreto existen dos
resultados que relacionan el comportamiento asintético de y[t] y su transformada
Zeta Y'[z]. Estos se conocen como el teorema del Valor Inicial y teorema del Valor
Final en tiempo discreto, que a continuaciéon presentamos.

Teorema E.1. Teorema del Valor Inicial
Sea y[t] una secuencia definida en tiempo discretot € ZS’, cuya transformada
Zeta es Y[z]. Entonces:
y[0] = lim Y[z] (E.56)

zZ—00
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Demostracion
La ecuacion (E.56) se obtiene escribiendo la definicion de la transformada
Zeta de la secuencia y[t] por extension:

Y[z]:Zy[t}z_t:y[0]+7+...+7+... (E.57)

t=0

donde es facil observar que cuando z tiende a infinito, la serie se reduce sélo al
primer término: y[0].
00O

Teorema E.2. Teorema del Valor Final
Sea y[t] una secuencia definida en tiempo discretot € Zar, cuya transformada
Zeta es Y[z]. Entonces:

lim y[t] = ll—%(z —1)Y[#] (E.58)

t—o0

siempre y cuando el limite al lado izquierdo exista.
Demostracion

Si consideramos la transformada Zeta de la primera diferencia de la secuen-
cia y[t], es decir:

Z{ylt+ 1] —ylt]} = 2 {ylt + 1]} — 2 {y[t]} (E.59)
podemos aplicar el Lema E.4, en particular la ecuacion (E.28), para obtener:
Z{ylt +1] = ylt]} = (2Y[z] = zy[0]) = Y[z] = (z = DY [z] — z9[0] ~ (E.60)

Por otro lado, si aplicamos la definicién de la transformada (E.1), tendemos
que:

Z{y[t+1] - = Z ([l + 1] = y[1])z~"

=0
—y[0]+ (1 — =2~ )[]—l—...—l—tlirgloy[t—l—l]z_t (E.61)

Finalmente el resultado se obtiene igualando el limite cuando z tiende a 1
de las dos expresiones antes obtenidas:

h'm((z - 1)Y[z]> —y[0] = —y[0] + (1 = Dy[1] + ... + lim ylt+1]17" (E.62)

z—1

donde, cancelando y[0] a ambos lados, se obtiene la ecuacion (E.58).
0ooo

Antes de finalizar nos parece importante recalcar que nuestro interés en el
presente apéndice, como estudiamos en el Capitulo 8, se basa en que:
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La transformada Zeta es muy 1til en el estudio de modelos dindamicos de
tiempo discreto, ya que permite convertir las ecuaciones recursivas, que des-
criben un sistema o una senal en el tiempo ¢, a ecuaciones algebraicas en la
variable z.

Las propiedades de la transformada Zeta se resumen en la Tabla E.1 en la
pagina siguiente, mientras que la Tabla E.2 en la pagina 464 muestra algunas
funciones comunes y sus respectivas transformadas.
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ylt]

Descripcién

ylt +to]  (to €N)

ylt — tolplt — to]

lim y[t]

t—o0

1

21y

2d3%Y[z] dY[z]
Py + 2z dz

Y [z]Ya[7]

Yi[€)s m 3

Iy

lim Y[z]

Z—00

lim (z — 1)Y[z2]

z—1

Linealidad

Escalamiento en z

Conjugacién

Suma acumulada

Retardo en ¢

Adelanto en ¢

Retardo secuencia
causal

Derivada en z

Derivada de se-
gundo orden en z

Convolucién  de
funciones causales

Producto en el
tiempo

Teorema del Valor
Inicial

Teorema del Valor
Final

Tabla E.1: Propiedades de la transformada Zeta
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464
ylt] (teZyg) Y[e] = Z {y[t]} Regién de
Convergencia
o] 1 2] > 0
z
L (= plt]) — FIS!
Sto+1
M[t—to] (to EN) po— ‘Z| -1
" z
(z—1)2 |z| > 1
z
at (e € C) — 2 > |
oz
tat (e e C) m 2] > |a
j0ot z
- Y 2] >1
z(z — cosfy)
cos(fot) 7 9rcos0y £ 1 FES!
zsen 6y
sen(6ot) 2 2scos0y 11 FES!
t 2(z — accos By)
at cos(Oot) 22 — 220 c080p + 02 2| > |o
t (9 t) zasent%
o sentvo 22 — 2zaccos O + 2| > |a]
22 cos ¢ — zcos ¢ cos by + sen ¢ sen Oy
cos(Oot + @) 7 9 cos00 1 1 2] > 1
1— (az7 )N
11— az-l |z] >0

0 ;t>N

{at 0<t< N

1—oaz

Tabla E.2: Transformada Zeta de algunas funciones simples
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Apéndice F
Matrices

Este apéndice resume conceptos y propiedades relacionadas con matrices,
como soporte para varios de los capitulos del texto y como material de referencia
para topicos mas avanzados. El lector puede encontrar demostraciones y méas
detalles, por ejemplo, en [5], [20], [21], [43] ¥ [L6].

F.1. Conceptos Basicos

Definicién F.1. Una matriz A es un arreglo de nxm elementos pertenecientes
a un conjunto K, dispuestos rectangularmente en n filas y m columnas, en que
n,m € N. Un elemento de A en la i-ésima fila y j-€sima columna se denota por
ai;. s decir:

aiq aill e A1m
a1 as2 e asm

A= {aij} = i . . . ;A € K (Fl)
apl Ap2 ... Gpm

(|

El conjunto de matrices en la definicién anterior se denota por M,y (K),
o simplemente K"*™. Usualmente el conjunto K es un cuerpo [28] y, en lo que
resta del presente apéndice, supondremos que es el conjunto de los ntimeros
reales R, o el de los complejos C.

Algunos conceptos bésicos sobre matrices son los siguientes:

1. Dos matrices son iguales si, y sélo si, son iguales elemento a elemento.
2. Una matriz es cuadrada si tiene igual nimero de filas que de columnas.
3. Una matriz formada por sélo una columna se denomina vector columna.

4. Una matriz formada por sélo una fila se denomina vector fila.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

Usualmente, denominaremos como vector de dimensién n a un vector
columna formado por n elementos.

Una matriz de nxm estd formada por n vectores fila y m vectores columna.

La traza de una matriz cuadrada A = {a;;} € C™"*" es la suma de los
elementos sobre su diagonal principal, es decir:

traza(A) = Z @i (F.2)

La traspuesta de una matriz A = {a;;} de n x m es la que resulta de
intercambiar sus filas con sus columnas, es decir, es la matriz AT = {a;;},
de m x n.

Una matriz (cuadrada) A se dice simétrica si, y sdlo si, es igual a su
matriz traspuesta, es decir, AT = A

La matriz hermitiana de A = {a;;} € C"*™, que denotamos por Al
es aquella que resulta de conjugar los elementos de su matriz traspuesta,
es decir:

AT = (AT = (AT) = {a};} (F.3)

A su vez, una matriz A tal que A = A¥ se dice hermitiana.

Como consecuencia de lo anterior, toda matriz real (elementos en R) y
simétrica es hermitiana.

Una matriz cuadrada A = {a;;} se dice diagonal si, y sélo si, todos sus
elementos fuera de la diagonal principal de la matriz son cero.

Una matriz cuadrada A = {a;;} se dice triangular superior(inferior)
si, y sélo si, todos los elementos bajo(sobre) la diagonal principal son cero.

La matriz identidad de dimensién n, que denotamos por I, es una matriz
diagonal de n x n cuyos elementos no nulos son iguales a 1, es decir:

10 ... 0
01 ... 0

L.=|. . . . (F.4)
0 0 1

F.2. Determinante y rango de una matriz

El determinante de una matriz (cuadrada) es un escalar que tiene directa
relacion con su rango, la existencia de su inversa, y el calculo de sus autovalores.
Su calculo dada puede definirse por induccién mediante la expansion de Laplace.
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1. Se define el ij-ésimo menor de una matriz A de n X n, que denotamos
por A;; como la matriz de (n — 1) x (n — 1) que resulta de eliminar la
i-ésima fila y la j-ésima columna de A.

2. Se define el ij-ésimo cofactor de una matriz A, de n X n, como el escalar:
Oij = (71)i+j det Aij (F5)

en que A;; es el ij-ésimo menor de la matriz A.

Definicién F.2. Dada una matriz cuadrada A = {a;;} de n x n, su deter-
minante:
|A| = det A (F.6)

se define recursivamente en términos del determinante de sus menores o
desarrollo por cofactores, ya sea a lo largo su i-ésima fila:

n

det A = ZaijC’ij = Z(—l)”jaij det Aij (F?)

j=1 j=1

o de su j-ésima columna:

det A = Z aijCij = Z(—l)i"’jaij det Aij (F8)
i=1 i=1
Si det A = 0 se dice que la matriz es singular. [

Definiendo el determinante para matrices con un tnico elemento como det[a11] =
a11, puede obtenerse el determinante de matrices de dimensiones mayores. Por
ejemplo, para matrices de 3 x 3 tenemos que:

ailp a2 ais
az1 Aa22 Q23| = aii
az1 asz a3z

az1 a2
as;  as2

a21

G22 A23 23
az1 ass

+ a3
azz as3

— a2

(F.9)

Definicién F.3. Rango de una matriz
Dada una matriz A = {a;;} de n x m, definimos:

= El rango columna(fila) de A es el mdzimo nimero de vectores colum-
na(fila) linealmente independientes (ver Apéndice B).

= La matriz A es de rango columna(fila) completo si su rango colum-
na(fila) es igual a su nimero de columnas(filas).

= El rango fila de A es igual a su rango columna, y se denomina, por tanto,
el rango de la matriz A [//].

oo
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Ejemplo F.1. El lector puede verificar que la matriz:

1 2 0 4
A=|2 -3 1 -1 (F.10)

3 -1 1 3
tiene rango fila y rango columna iguales a 2 y, por tanto, es una matriz de rango
2 (y, por tanto, no es de rango completo). (]

Una matriz cuadrada A es de rango completo si, y sélo si, es no singular,
es decir, si det A # 0.

F.3. Inversa de una matriz

Definicién F.4. Producto entre matrices
Dadas las matrices A = {a;1} den x p y B = {by;} de p x m, entonces el
producto entre ellas es la matriz C = {c;;} de n x m, tal que:

p
C=AB < Cij = Z ik bkj = <(Li*, b*J> (F].].)
k=1

donde a;s es la i-ésima fila de A y b,; denota la j-ésima columna de B. OO0

Note que el producto matricial esta bien definido sélo si el ntimero de co-
lumnas de A es igual al namero de filas de B. Es mas: el ij-ésimo elemento de
C es el producto vectorial entre la i-ésima fila de A y la j-ésimo columna de B.

Lema F.1. Propiedades del producto matricial
Dadas las matrices A, B y C de dimensiones adecuadas, entonces:

(AB)C = A(BC) (asociatividad matricial)  (F.12)
a(AB) = (cA)B (asociatividad escalar)  (F.13)
(A+B)C=AC+BC (distributividad)  (F.14)
AB # BA (no existe conmutatividad) (F.15)
I,A=A=AI, (en que A es den xm) (F.16)

AB = C = (det A)(det B) = det C (F.17)

El lema anterior resume las propiedades del producto matricial, sin embar-
go, nada se menciona acerca del inverso multiplicativo de una matriz A, que
definimos a continuacién.

Definicién F.5. Inversa de una matriz
La inversa de una matriz A € C™ ", que denotamos A=1 € C"*",es la
unica matriz que, si existe, satisface:

AA'=ATTA=1, (F.18)
000
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Lema F.2. Existencia de la inversa de A
Una matriz A € C™*" es invertible, es decir, su inversa A1 existe, si se
cumple cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:

(a) A es no singular, es decir, det A # 0.
(b) rango A = n.
(c) las filas de A son linealmente independientes.
(d) las columnas de A son linealmente independientes.
([

Lema F.3. Cdlculo de la inversa
Dada una matriz no singular A € C"*™ entonces su inversa estd dada por:

-1 _ 1
det A

adj A (F.19)
en que adj A € C™*"™ es la matriz adjunta de A, definida como la traspuesta
de la matriz de sus cofactores, es decir:

adj A = {Cy;}" (F.20)

en que el cofactor C;; se define en (F.5).
Demostracion:

Usando la definicion de la matriz adjunta en (F.20) y la expansion de Laplace
en (F.7) y (F.8) el lector puede verificar que:

(adjA)A = A (adjA) = (det A)I (F.21)
00od
El lector puede verificar las siguientes propiedades:
det(A™!) = (det A)~* (F.22)
(AB)"' =B 'A™! (F.23)
Para el caso de matrices no cuadradas es posible definir inversas por la
derecha, por la izquierda e incluso su inversa generalizada (F.110).
F.3.1. Lema de inversién matricial

El siguiente resultado es muy 1til para el calculo del determinante y la inversa
de matrices de grandes dimensiones, o bien, definidas por bloques.
Consideramos una matriz cuadrada de la forma:

Air Ag (
A= € Cclrrox(r+a) F.24
[An AZJ (F-24)

en que Aj; € CP*P A5 € CPX9, Agq € CI¥P, y Agy € C7%9,
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Lema F.4. Inversa de una matriz particionada
Considere la matriz particionada A en (F.2/) y las matrices auzxiliares:

A=A — AaA Aoy (F.25)
A22 == A22 - Az]_AIf'A]_z (F26)

Entonces, si las matrices A11, Aaz, A11 y Aas son no singulares, la matriz
A es no singular y su inversa es:

[ -1 -1 1 -1 —1 1]
Al = A11 + A11 1?12A22 ?21A11 *A11 A112A22 (F.27)
L —Ag Az21Aq; Ajy
o bien:
i 1 1 1 i
Al = lAll L _Alll A”Afz ) (F.28)
| —A23 A21Ag; Agy + Az A1 Ay AszAg; |

Ademds, dadas submatrices como las que forman la matriz en la ecuacion
(F.24), entonces tenemos que:

A=A AT ALAGARAL (F.29)
A ARAG = A ALALD (F.30)

Finalmente, el determinante de la matriz (F.24), estd dado por:
det(A) = det(Aq11) det(Agz) = det(Azz) det(Aq1) (F.31)

Demostracion:
La matriz A puede reescribirse en la forma:

I 0] [A11 A I, Ai2AL][A 0
A = P _ 11 12:| — |: P 12 22:| |: 11 :| F.32
{AmAnl LJ { 0  Aa 0 I, Agi Agy| 32

donde, si calculamos el determinante en cada caso, obtenemos cada una de las
expresiones en (F.31). Ademds, se debe observar que esto asegura que det(A) #
0, es decir, A es no singular.

Ahora bien, podemos verificar que:

A]_]_ A12 -1 _ AIll —A;ilAle;z]' (F 33)
0 Ag 0 Ay '
-1
I, 0 I, 0
_ = _ F.34
{AzlAul ch {—AzlAul Iq] (F-34)

FEstas dos ecuaciones se pueden reemplazar en la inversa de la ecuacion
(F.32), pues usando (F.23):

-1 -1
1 A Ap I, 0
A _[ 0 Aa A ALl T4 (F.35)
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con lo que se obtiene (F.27). La ecuacion (F.28) se prueba de manera andloga.
Finalmente, las ecuaciones (F.29) y (F.30) se obtienen igualando bloque a

bloque la parte superior de las matrices (F.27) y (F.28).
ood

Lema F.5. Lema de inversion matricial
Dadas las matrices A de m x n, C de n X m y la matriz no singular B de
n X n, tenemos que:

CI,—-AC)'=(I,-CA)!C (F.36)
(Im +AB!C)"'=1,, - A(B-CA)"'C (F.37)
(B+CA)'=B!'-B7!'C(I, +AB'C)"'AB! (F.38)
det(Im — AC) = det(I, — CA) (F.39)

Demostracion:

La ecuacidn (F.36), es directa de (F.30), haciendo A11 = I, A1z = A,
Az =Cy Az =1,

La ecuacion (F.37), se obtiene a partir de (F.29), haciendo A11 = L,
Ao =-A Ay =C y A =B.

La ecuacion (F.38), también se obtiene a partir de (F.29), pero haciendo
A11=B, A1=-C, A1 = A y Axo =1pn.

Finalmente, (F.39) se obtiene a partir de la ecuacidon (F.31), pero conside-
rando A11 = In, A12 = C, A21 =A Yy A22 = Im

([

F.4. Autovalores y autovectores

Dada una matriz A de n x n, en diferentes problemas interesa encontrar un
vector v de dimensién n y un escalar A, que sean solucion de la ecuacion:

Av=2Av ;v#0 (F.40)

Los escalares {\;} que satisfacen esta ecuacién se denominan valores propios
o autovalores, mientras que los correspondientes vectores {v;} se denominan
vectores propios o autovectores.

Lema F.6. Ecuacion caracteristica
Cada autovalor \ de la matriz A en (F.}0) satisface la ecuacion caracteristi-
ca:

det(AI — A) =0 (F.41)

Demostracion
La ecuacion (F.40) puede reescribirse como:

AW—Av=A-A)v=0 (F.42)

Salgado, Yuz, Rojas


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

472 Matrices

donde el resultado puede probarse por contradiccion, pues si la ecuacion (F.41)
no se cumple, entonces la matriz (A\I — A) es no singular, y al multiplicar por
su inversa al lado izquierdo se tiene:

A —A) ' AN -A)v=v=0 (F.43)
lo que contradice la condicion v # 0. (]

El polinomio pa (A) = det(AI — A) se denomina polinomio caracteristico de
A, es de orden n y, de acuerdo al teorema fundamental del Algebra [28], posee
n raices complejas. El conjunto de estas raices se denomina el espectro de A 'y
se denota por o(A). Ademds, se define el radio espectral de A, que denotamos
por p(A) como el radio del disco més pequeno centrado en el origen del plano
complejo C que contiene a todos los autovalores, es decir:

p(A) =méx{|A\|: A€ o(A)} (F.44)

F.4.1. Diagonalizacion y formas de Jordan

Para determinar el autovector v; asociado al autovalor \; de la matriz A,
basta reemplazar en la ecuacién (F.40) y determinar una de sus (infinitas) so-
luciones. Cuando los autovalores de A son todos diferentes, los autovectores
correspondientes resultan linealmente independientes. Sin embargo, si alguno
de los autovalores \; tiene multiplicidad n; > 1, es posible que los autovectores
asociados sean linealmente dependientes, es decir, existen dos posibilidades:

(i) \; da origen a n; autovectores linealmente independientes, o bien,
(ii) A; da origen a menos de n; autovectores linealmente independientes.
Para el primer caso, tenemos el siguiente resultado.

Lema F.7. Diagonalizacion

Dada una matriz A € C**™, con autovalores {\1, A2, ..., A\n} Yy cuyos auto-
vectores {vy,va,...,v,} son linealmente independientes. Entonces:
T 'AT = P = diag{\1, \a, ..., \n} (F.45)
en que:
T = [vl Vo ... vn] (F.46)
Demostracion

La matriz'T es no singular, pues sus columnas son linealmente independien-
tes. Ahora bien, usando la ecuacion (F.406), podemos escribir:

AT:A[vl Vo o o... vn] = [Avl Avy, ... Avn]
= [Alvl )\2V2 NN )\nvn} =T diag{)\l, )\2, ey )\n} (F47)

donde, multiplicando por la izquierda T, se obtiene (F.}5).
0oo

Salgado, Yuz, Rojas.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

F.4. Autovalores y autovectores 473

Para el caso (ii), en que (F.40) da origen a menos de n; autovectores lineal-
mente independientes, podemos utilizar la siguiente cadena de autovectores:

(A - )\iI)Vi,O =0 (A - )\iI)ViJ =Vi,0 PN (A - )\Z'I)Vi’kfl = Vi k-2
(F.48)
Note que v; ¢ es un autovector de A, mientras que v; ; para j=1,...,k—1

se denominan autovectores generalizados. Con estos vectores se construye una
matriz T, andloga a (F.46):

T = [Vl e Vik—1 Vik—2 --. Vi0 ... Vn] (F49)

k autovectores
asociados a \;

con la cual, en vez de una matriz P diagonal como en (F.45), se obtiene una
matriz Ja con la forma de Jordan:

T 'AT = Ja (F.50)
en que:
A1 O ... 0
Ai 0 0
0 : . 1 )\, )
Ja = J; eCr " J; = o | e (F.51)
: 0 0 1 X\
0o ... 0 A

Note que el bloque de Jordan J; es una matriz triangular y, por lo tanto:
traza(J;) = kX; det(J;) = A" (F.52)

Ejemplo F.2. Considere la matriz [19, p.247]:

2 0 0
A=|a 2 0 ;i a€R (F.53)
1 1 -1

Sus autovalores se obtiene facilmente de la ecuacion caracteristica (F.41):

A1 = 2 (multiplicidad 2)
Ay =—1

detA I —A) = (A —2)2(A\+1)=0 { (F.54)

Caso 1: Si suponemos que a = 0, entonces, a partir de (F.40), se obtiene:

I 0 0 O- —Oll_ [ 30&1

()\11 — A)Vl = 0 0 0 51 =0 = vi= 351 (F55)
-1 =1 3] || Lo+ B
(=3 0 0] [a2] [0

()\21 — A)VQ = 0 -3 0 ,82 =0 = vo= 10 (F56>
-1 -1 0] |[72] |72
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La expresion para vi nos dice que existen dos grados de libertad, oy y b1, es
decir, es posible obtener 2 vectores linealmente independientes:

3o 3 0
Vi1 = 361 = 1 0 + 61 3| = A1V o + ﬁlvl,g (F57)
a + B 1 1

Con lo que obtenemos la transformacion de similaridad:

300
T:[vl,a V1,8 vz]: 0 3 0 (F.58)
111
2 0 0
T!'AT=|0 2 0|=P (F.59)
00 —1

Caso 2: Si suponemos ahora a # 0, entonces, a partir de (F.40), se obtiene:

0 0 O 0

()\1]: — A)Vl = |—a 0 0lvy=0 = vi=|3| = V1,0 (FGO)
-1 -1 3] 11
-3 0 0] [0]

()\2]: — A)Vg =|—-a -3 0|lvy=0 = vo = |0 (F61)
-1 -1 0] 1]

El seqgundo autovector asociado a A\ se obtiene a partir de (F./8):

0 0 O «@ 0
(A — )\11)V171 =Vip0 = a 0 0 ﬁ =13 (F62)
11 -3 | 1

donde se obtiene o = 3/a, B = 3v+1—3/a y, por simplicidad, elegimos v = 0.
De esta forma, obtenemos el autovector generalizado vi1 = [3/a, 1—3/a, 0]"
y la transformacion de similaridad:

3/a 0 0
T = [Vl,l V1,0 V2] =1|1- 3/a 3 0 (F63)
0 11
2 0 0
T!AT=|1 2 0|=J,a (F.64)
00 —1

([

La ecuacién (F.45) y (F.50) definen relaciones muy particulares entre A y
las matrices P y Ja, respectivamente. Sin embargo, en un contexto mas general,
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podemos distinguir ciertas relaciones genéricas entre dos matrices A y B:

B=S"'AS A vy B se dicen similares (F.65)
B =S7AS A y B se dicen  congruentes (F.66)
B =STAS A y B se dicen T congruentes (F.67)

En los tres casos, la matriz S debe ser no singular. La ecuacién en (F.65) de-
fine una transformacion de similaridad, mientras que (F.66) y (F.67) definen
relaciones de congruencia que coinciden si es que S es una matriz real.

Caracteristicas propias de una matriz A, tales como sus autovalores, su
traza, su determinante y su norma se preservan bajo una transformacién de
similaridad (F.65).

Lema F.8. La traza de una matriz es igual a la suma de sus autovalores,
mientras su determinante es iqgual al producto de ellos. Es decir, dada una matriz
A € C™™ ™, con autovalores {\1,...,\n}, entonces:

traza(A) = Z i det(A) = H Ai (F.68)
i=1 i=1

Demostracion
Se basa en que la traza y el determinante de la matriz diagonal P en (F.45)
(o la forma de Jordan Ja en (F.50)) son iguales a los de A. Ver detalles, por
ejemplo, en [20)].
00O

A continuacién presentamos algunas propiedades de los autovalores y los
autovectores de una matriz, cuya demostraciéon dejamos como ejercicio al lector

Lema F.9. Propiedades de autovalores y autovectores

[P1] Silos autovalores de una matriz A son {\1,..., A}, entonces los autova-
lores de la matriz A¥, en que k € N, son {\¥, ... Ak},

[P2] Las matrices A y A, en que k € N, tienen los mismos autovectores.

[P3] Sila matriz A es hermitiana, es decir, A = Af | entonces sus autovalores
son reales.

[P4] Si la matriz A es hermitiana, entonces sus autovectores son linealmente
independientes y ortogonales, y, en consecuencia, A es diagonalizable.

[P5] Si la matriz A es hermitiana, entonces su descomposicion espectral
estd dada por:

n
A= Nvivi" (F.69)
i=1
en que {A1,...,A\n} son sus autovalores, y sus autovectores {vi,..., vy}
se eligen de norma unitaria, es decir, ||v;|| = 1.
(|
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F.5. Normas de vectores y matrices

En la Seccién §B.1 estudiamos la norma vectorial inducida por el producto
interno dentro de un espacio vectorial. A continuacién presentamos otras formas
de definir la norma de un vector v € C", que el lector puede verificar que
satisfacen la Definicion B.6.

Norma Suma: o norma /1, definida como:

[Vlln = loi] + ... + [on] (F.70)

Norma Euclideana: o norma ¢5, definida como:

IVll2 = (lva? + -+ fva?)'? (F.71)

Esta norma representa la distancia entre dos puntos en C”, y coincide con
el producto punto usual en C™, es decir, ||v]|s = v/(v,Vv) = Vviv

Norma p: o norma /¢, en que p > 1, definida como:
[Vllp = ([P + -+ [va )/ (F.72)

Norma Max: o norma /., definida como:

IV]eo = méx{|v1|,...,|vn|} (F.73)

Un buen ejercicio para el lector es representar en R? todos los vectores cuya
norma, segin las diferentes definiciones anteriores, es unitaria.

Para definir la norma de una matriz podemos considerar simplemente el
isomorfismo entre C™"*™ y el espacio vectorial C"™, es decir, podemos vecto-
rizar la matriz y considerar alguna de las normas vectoriales anteriores. Sin
embargo, este enfoque impide relacionar la norma con caracteristicas propias
de las matrices, como su producto, su determinante o su espectro. La siguiente
definicién resulta méas adecuada.

Definiciéon F.6. Norma de una matriz
Una norma matricial es una funcion ||A] : C**™ — R, tal que:

[A=0 y |A=0 < A=0 (F.74)
Al = |a]||A|l Va e C (F.75)
A+ BJ < ||A] + Bl (desigualdad triangular) (F.76)
|AB|| < |A[/||B] (propiedad submultiplicativa) (F.77)
([

De esta forma, dada una matriz A = {a;;} € C"*™, podemos clasificar las
normas matriciales mas comunes en tres grupos:
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Norma matriciales generalizadas: son aquellas que no satisfacen necesaria-
mente la propiedad submultiplicativa . Por ejemplo, las normas vectoriales
(F.70)—(F.73) aplicadas a matrices vectorizadas no necesariamente satis-
facen esta propiedad:

[E2N[ (F.78)

I
NE

[All2 = ZZ Jai; (F.79)

Al = | D> lagl? sp>1 (F.80)

[Alloo = mdx |ai] (F.81)

1<j<m

La norma (F.79) es comunmente conocida como norma Frébenius, y se
puede definir equivalentemente como:

A2 = y/traza(ATA) = |A||F (F.82)

Normas matriciales inducidas: las que se definen haciendo uso de alguna
norma vectorial, de varias forma equivalentes:

A
Al = méx [[Av|| = méx ||Av] = ma& |Av||

— méx F.83
Ivi=1 Ivi<i Ivizo |Iv]| (F-83)

La norma espectral: es tal vez la mas importante y se define como:

|A|| = méx{\/|\| : A es un autovalor de A7 A}

= mix(AFA) = 0,04(A) (F.84)

en que omsx(A) es el mayor valor singular de A (Seccién F.7). Esta defini-
cion es independiente de otras normas matriciales. Sin embargo, coincide
con la norma matricial inducida por la norma vectorial euclideana (F.71):

Alls = méx ||Av|z = méx \/VEAHAvV = /s (AT A F.85
IAll2 = mis. | Av]z = mix / VAmix(AFA)  (F.85)

Definicién F.7. Dada una matriz A € C"*", se define su nimero de con-
dicionamiento:

K(A) = {HAH |A=Y|  si A es no singular

A s (F.86)
00 si A es singular

oo
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Note que, si A es no singular:
K(A) = [[A[ AT > [AATH > (|7 > 1 (F.87)

Cuando k(A) > 1, la matriz se dice mal condicionada y para el célculo de
su inversa se requieren métodos numéricamente robustos [10].

El nimero de condicionamiento tiene directa relaciéon con la cercania de una
matriz a ser singular.

F.6. Algunos tipos especiales de matrices

Definicion F.8. Se define la matriz exponencial de A € C"*", mediante la
expansion en serie de Taylor:

1 =1
A - 2 _ 7 n
et =I+A+5A +..._Zn!A (F.88)
n=0
Definicién F.9. Se dice que la matriz A € C**™ es nilpotente si existe ¢ € N,
talque A9 =0.. Si A% = A, se dice que A es idempotente.

Definicion F.10. La matriz A € C"*" se denomina Toeplitz si sus elementos
sobre cada diagonal son todos iguales:

ag aq e Ay
a_ a
A= |71 %0 (F.89)
ai
a_p ... A1 Qo

Definicién F.11. Se dice que A € C™*" es una matriz de Vandermonde si
tiene la forma:

1 oz 23 ... x?i
1 @y 23 ... xy” n
A=|. 7 o | = detA= ] (@i — =) (F.90)
Do : . : s
1 z, 33% .. xﬁ‘l 1>

Este tipo de matrices aparece, por ejemplo, en el cdlculo de la transformada
de Fourier discreta (Seccidn §5.5) y en problemas de interpolacion polinomial

[20, 16].

Definicién F.12. Matriz unitaria
Una matriz U € C™*", tal que URU =1,, se dice unitaria.
Una matriz U € R™*", tal que UTU =1,, se dice real-ortogonal.
ooad
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= Las matrices unitarias poseen interesantes propiedades: sus vectores co-
lumna forman un conjunto ortonormal, al igual que sus vectores fila.
Ademsds, la transformacién w = Uv preserva longitudes, es decir, ||w|| =
[[v]], v se le denomina por tanto isometria euclideana.

= Dos matrices A y B se dicen unitaria(real-ortogonal) equivalentes,
si existe una matriz unitaria(real-ortogonal) U tal que:

UYAU=B (F.91)

Note ademés que las matrices A y B son similares y (T)-congruentes
(ver las ecuaciones (F.65)—(F.67)).

Teorema F.1. Teorema de Schur de triangularizacion unitaria
Dada una matriz A € C™"*™ con autovalores A1, ..., \,, entonces existe una
matriz unitaria U, tal que:

UPAU =T = {t;;} (F.92)

donde T es una matriz triangular superior, cuyos elementos en la diagonal
principal son ty; = X, 1 =1,...,n.
00O

Este resultado es fundamental pues establece que toda matriz A puede trans-
formarse, mediante una matriz unitaria U, en una matriz T en que sus autova-
lores se encuentran sobre la diagonal principal. Existe una serie de algoritmos,
por ejemplo, en MATLAB , que se basan en este resultado [16].

Teorema F.2. Teorema de Cayley-Hamilton
Toda matriz satisface su propia ecuacion caracteristica, es decir, si pa(\) es
el polinomio caracteristico de una matriz A definido en (F.41), entonces:

pa(A) =0 (F.93)
ood

Definicién F.13. Matriz normal
Una matriz A € C™" tal que A" A = AAH se dice normal. Como conse-
cuencia del teorema de Schur F.1 una matriz A es normal si, y solo si, es uni-
taria diagonalizable, es decir, si existe una matriz unitaria U talqgue UT AU
es diagonal.
aod

Invitamos al lector a demostrar, utilizando de descomposicion espectral en el
Lema F.9, que toda matriz hermitiana (simétrica, en el caso de matrices reales)
es normal y, por tanto unitaria diagonalizable.
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F.6.1. Matrices positivas

Una clase de matrices hermitianas (o real simétricas) que aparece en multi-
ples aplicaciones son aquellas que se denominan positivas.

Ejemplo F.3. Si consideramos la expansion en serie de Taylor de una funcion
en dos variables (Seccion §A.2) en torno a un punto (e, yo):

T
f@,y) = f(20,90) + V5 0y [ﬁﬂ +% [ﬁﬂ H,(f) [ﬁﬂ ... (F.94)

en que Ax =1 — xo, Ay =1y —yo, V[ es el gradiente y H(f) es el hessiano, o
matriz de las sequndas derivadas, de f(x,y):

Ho(H)= |5, % (.95)
e * 1l(a,,y,)

De esta forma, la funcion f(x,y) posee un minimo, y es convexa, en el punto
(l‘o, yo) si:

Vf’(ro,yo
vIH,(f)v>0 Vv eR? i.e. Ho(f) es una matriz positiva (F.97)

=0 i.e. (To,Yo) €s un punto critico (F.96)

0oO
Definicién F.14. Matriz positiva definida
Sea A € C™*"™ una matriz hermitiana. Si, para todo vector v e C™:
vEAv >0 |v|]|#0 entonces A se dice definida positiva (F.98)
vlAv >0 entonces A se dice semidefinida positiva (F.99)

Andlogamente, A se dice (semi)definida negativa si la matriz (—A) es (se-
mi)definida positiva.
o0od

Lema F.10. Una matriz hermitiana A € C™"*"™ es definida positiva si y sélo si
sus autovalores son positivos. Andlogamente, la matriz es semidefinida positiva
si y solo si sus autovalores son no negativos.
Demostracion

Considere la descomposicion espectral en (F.69), en que los autovectores or-
togonales v; se eligen de norma unitaria y forman, por tanto, una base ortonor-
mal. Si pre-multiplicamos (F.69) por Vf y post-multiplicamos por vy, obtenemos:

A 0=k

0 et (F.100)

vl Avy = {
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Por otro lado, un vector v.e C™"*" cualquiera siempre puede expresarse como
combinacion lineal de los autovectores:

n n n n
v = Z ajv; = vilAv = Z oz}‘ijAZozjvj = Z lo|*Ae (F.101)
j=1 j=1 j=1 =1

donde se aprecia que vl Av > 0 siy sélo si \y > 0, VL. Por su parte, si relajamos
la condicion sobre los autovalores Ay > 0, entonces viIAv > 0.
00O

Lema F.11. Una condicion suficiente para que una matriz hermitiana A €
C™*"™ sea definida positiva, es que sea es estrictamente diagonal dominante, es
decir, que se cumpla:

n n
lai;| > Z lai;|, vy, simultdineamente, |a;| > Z || (F.102)
j=1 j=1

00O

Lema F.12. Raiz cuadrada de una matriz positiva
Una matriz hermitiana A € C™*™ es positiva definida si, y sdlo si, existe
una matriz no singular B, tal que:

A =B"B (F.103)

La matriz B = A'Y? se denomina la raiz cuadrada de A. Sin embargo,
esta matriz B no es la inica raiz cuadrada de A, pues UB también lo es, para
cualquier matriz unitaria U.

Qod

F.7. Valores singulares

Las caracteristicas y propiedades matriciales en las secciones anteriores, en
algunos casos sé6lo tienen sentido para matrices cuadradas y, mas atin, no singu-
lares. En esta seccion nos referimos a la descomposiciéon en valores singulares,
que permite extender algunos de estos resultados. Dicha descomposicion permite
diagonalizar una matriz de dimensiones arbitrarias.

Teorema F.3. Descomposicion en valores singulares
Sea A € C"™™ una matriz de rango k < ¢ = min{n, m}, entonces:

A =VZW# (F.104)
en que V € C"", X = {0,;} € C"*™ y W € C"™*"™, y ademds:

s V y W son matrices unitarias, es decir, VAV =1, y WIW =1,,.
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= Suponiendo n < m (n >m), entonces la matriz X (X7 es de la forma:

oo 0 O ... 0 ... 0
0 g9 0 ... 0 ... 0
X=1. . . ... (F.105)
0O ... 0 o4 O
012 ...20,>0p41=...=03=0 (F.106)

» Los elementos {o;} se denominan valores singulares de la matriz A, y
cada o; = Vi, en que \; es un autovalor de AT A.

s Las columnas de V son los autovectores de AA™, y las columnas de W
son los autovectores de A A (ordenados segin los autovalores \; = o2).

» Sin<my AAT no tiene autovalores repetidos, entonces:

A=V, EsWH-v,sWll = Vv,=Vv,D (F.107)

en que D = diag{e?% ... e/} con 0; € R.
= Sin <m, entonces la eleccion de W no es unica;

= Si la matriz A es cuadrada y de rango completo (n = m = k), entonces
dada 'V, la matriz W queda iunicamente determinada.

n Sin >m, la unicidad de V. y W se puede analizar descomponiendo A™
como en (F.104).

= Si A esuna matriz real, entonces V .y W pueden escogerse reales y (F.104)
se reduce a A = VEWT,

Algunas de las aplicaciones de mayor interés de los valores singulares son:

Normas de matrices: La norma espectral (F.84) de una matriz A correspon-
de justamente al mayor de sus valores singulares, es decir, omsx = 071.

El lector puede también verificar que la norma Frébenius en (F.82) satis-

face la identidad:
4 1/2
|AllF = (Z a?) (F.108)
i=1

Numero de condicionamiento: Si en (F.86) utilizamos la norma espectral
podemos apreciar que el nimero de condicionamiento de una matriz es
igual al cociente entre el mayor y menor valor singular:

K — | Amax (ATA)| ~o1(A)  omax(A)
(A) = Pon(ATA)|  on(A)  omim(A) (F.109)
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Inversa generalizada (Moore-Penrose): dada una matriz A = VEWH,
ésta se define como:
AT =wWxivH (F.110)

en que X es la traspuesta de ¥ en que los valores singulares de A se
reemplazan por sus reciprocos. Note que si A es no singular, entonces
AT = A~1. El lector ademas puede verificar que:

AATy ATA son hermitianas (F.111)
AATA = A (F.112)
ATAAT = AT (F.113)

La inversa generalizada puede aplicarse para la estimacién por minimos
cuadrados, en el Capitulo 12, pues para resolver el sistema Ax = b, nos
interesa encontrar el vector x que minimiza ||Ax — bl|2. El lector puede
verificar que x = Ab resuelve este problema.
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adjunta, 467
alcanzabilidad, 289
test, 289
aliasing, 314, 319
amplificador, 85, 252
operacional, 308
amplitud, 86, 101
ancho de banda, 122
angulo
de desfase, 92
de disparo, 94
desfase, 86, 101
entre vectores, 370
aperiédica
senal, 115
arménica, 92, 104
asintota, 226, 228
autovalor, 39, 275, 469
propiedades, 473
autovector, 469
cadena, 471
generalizado, 471
propiedades, 473

base, 369
ortogonal, 370
bilineal, 208
bit, 311
bloque, 251
Bode, 223, 224
aproximacion, 226, 231
diagrama, 224
frecuencias de quiebre, 231

circulo unitario, 69, 207, 244
cancelacion, 285, 293, 298

cuasi-, 181, 216
cascada, véase conexién
Cauchy-Schwartz, 371
causalidad, 60, 429
Cayley-Hamilton, 477
ceros, 157, 179, 214
fase no minima, 177, 212
lentos, 181
rapidos, 181
circulo unitario, 249
circunferencia unitaria, 207
cofactor, 465
combinacién lineal, 368
condicionamiento, 475
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194
conexién
paralelo, 286
realimentacién, 287
serie o cascada, 286
congruencia, 473
constante de tiempo, 25
constantes indeterminadas, 39, 66
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contrarespuesta, 181, 216
control, 288
controlabilidad, 180, 215, 288
forma canénica, 293
gramiano, 291
tiempo discreto, 291
matriz, 289
pérdida, 291
test, 289
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forma canédnica, 293
convergencia
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puntual, 372
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conversor
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convolucién, 52, 77, 393, 407, 429
tiempo discreto, 457
CPU, 311
cuadrante, 240
cuantizacién, 312

DAC, véase conversor
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década, 224
decibel, 224
delta de Dirac, 22, 118, 384, 393
en frecuencia, 160, 200, 399
delta de Kronecker, 28, 398
descomposicién candnica, 298
alcanzabilidad, 292
observabilidad, 297
descomposicion espectral, 473
desfase, 92
desigualdad
Cauchy—Schwartz, 474
triangular, 208
desigualdad de Cauchy-Schwartz, 371
desigualdad de Parseval, 374
desigualdad triangular, 369
desplazamiento
en el tiempo, 386, 401
en frecuencia, 387, 401
detectabilidad, 298
determinante, 464
DFT, wvéase transformada de Fourier
discreta
diagonal, 464
diagonalizacién, 470
diagrama
de bloques, 251
de Bode, 224
polar, 237
tiempo discreto, 249
digital, 311
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Dirac, 22

Dirichlet, 376

disco unitario, 207

discontinuidad, 246

discretizacion, 61, 278, 351

distancia, 370

DSP, véase filtro digital

DTFT, véase transformada de Fourier
de tiempo discreto

dualidad, 297

ecuacion
caracteristica, 267, 469
de recursion, 59
diferencial del sistema, 36, 156
ecuacién caracteristica, 39
ecuacién diferencial del sistema, 35
EDS, 35, véase ecuacion diferencial del
sistema
ejes logaritmicos, 224
elimina banda, 133, 147
energia, 121, 142
entrada, 1, 158
entrada incremental, 10
equilibrio
estable, 62
inestable, 271
punto de, 11
error, 96
cuadrético, 343
de prediccion, 343
estimacién, 301
modelo, 301
ERS, 59
ecuacion caracteristica, 64
polinomio caracteristico, 64
respuesta homogénea, 63
respuesta particular, 65
solucién homogénea, 63
solucién particular, 65
escalon
respuesta a, 163, 202
escalén unitario, 21, 27
escalamiento, 390
espacio


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.es_ES

Indice alfabético

491

de estado, 259, 260
de Hilbert, 367, 380
generado, 368
vectorial, 367
espectro, 131, 236, 340, 412
de linea, 92
en frecuencia, 92
continuo, 120
de linea, 315
matriz, 470
espectro de lineas, 93, 106
espiral, 245
estabilidad, 42, 69, 171, 206, 267, 270,
280, 282
asintética, 42
estabilizabilidad, 292
estado, 259
alcanzable, 289
controlable, 288
del sistema, 259
observable, 294
transformacién, 262, 273, 284
trayectoria, 260
vector, 260
estado inicial, 3
estimacién
a posteriori, 342, 351
en tiempo real, 342, 352
error, 301
estimacién en linea, 347, 355
estimador, 301
Euler, 26, 31
expansiéon de Laplace, 464
exponencial, 24, 29
de una matriz, 266, 332, 476
imaginaria, 26

factor de amortiguamiento, 183

factores canodnicos, 224

fase, 86, 101

fase minima, 177, 212

feedback, véase realimentacion

FFT, véase transformada de Fourier
rapida, véase transformada de
Fourier rapida

filtraje, 131

filtro, 303
digital, 147
ideal, 153, 320
Kalman-Bucy, 304
filtro ideal, 152
filtros, 134
diseno de, 134
FOH, véase retentor de primer orden
forma candnica
controlable, 293
del controlador, 293
observable, 298
forma de Jordan, 471
Fourier, 85, 115
Frobenius, 475, 480
fracciones parciales, 126, 144, 156, 177,
195, 437, 451
polos complejos, 441
polos miltiples, 440
polos simples, 439
frecuencia
angular, 86, 101
de corte, 133, 134, 147
de muestreo, 311, 312
de Nyquist, 321
de quiebre, 231
doblaje, 314
fundamental, 92, 104
natural, 39, 66
frecuencia natural
amortiguada , 183
dominante, 43, 70
no amortiguada, 183
funcién
absolutamente integrable, 383
absolutamente sumable, 398
causal, 429, 455, 457
continua, 361
convexa, 478
de orden exponencial, 419
estrictamente propia, 437
generalizada, 118
periddica, 116
racional, 157, 158, 437
seccionalmente continua, 368
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con retardo, 158
de pulso, 330
estable, 177, 212
estrictamente propia, 158, 198
grado relativo, 158, 177, 198
impropia, 158
multiplicidad, 157
polos, 157, 198
propia, 158, 199
tiempo discreto, 143, 198, 329
funcional, 291

ganancia, 41, 67
a continua, 41, 67
a modo forzante, 41, 66, 86, 108,
128, 143
Gauss, 343
gradiente, 344, 354, 478
grado relativo, 158, 198, 205
gramiano
controlabilidad, 291
tiempo discreto, 291
observabilidad, 296
sistema inestable, 292

Heaviside, 21, 36
operador, 36
hermitiana, 464
Hessiano, 345, 354
hessiano, 478
Hilbert, 367, 380
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expansién, 464
lazo de control, 287
lema,

inversion matricial, 469
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de Fourier, 107
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periodo, 86, 101
de muestreo, 312, 333
infinito, 115
plano de fase, 269
PLC, 278
polar
diagrama, 237
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Taylor, 361
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convergencia uniforme, 379
cosenoidal, 95

dindmico, 2, 155, 259
discreto, 277

dual, 297
estabilizable, 292
estable, 135, 148, 155
hibrido, 312
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propiedades, 409
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convergencia uniforme, 421
definicién, 156, 419
inversa, 156, 419
tabla, 446
propiedades, 422, 434
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de regresion, 343, 352
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